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ABSTRAK

Pewarnaan k- linier dari komplek
simplisial adalah pewarnaan a: X — [k]
dari A jika dan hanya jika a(X) = a(y)
untuk suatu x,y € X maka F,(x) € F,(y)
atau F,(y) € F,(x) berlaku. Bilangan
kromatik linier dari- komplek simplisial
adalah bilangan bulat positif k terakhir dari
pewarnaan - k-linier —pada @ komplek
simplisial. - Pewarnaan k- linier dan
bilangan kromatik  linier dari komplek
simplisial dapat dikembangkan pada
komplek persekitaran graf. Graf sederhana
adalah graf yang tidak mempunyai gelung
dantidak mempunyai sisi rangkap
Kata kunci:  komplek simplisial, graf

sederhana, komplek
persekitaran, pewarnaan
linier, bilangan kromatik

1. PENDAHULUAN

Matematika merupakan bahasa proses,
teori dan aplikasi ilmu-yang memberikan
bentuk dan kemaslahatan dalan kehidupan
sehari-hari. Teori graf merupakan salah
satu cabang matematika dan banyak
manfaatnya karena teori-teorinya dapat
diaplikasikan untuk memecahkan masalah
dalam kehidupan sehari-hari. Dengan
mengkaji dan - menganalisa model atau
rumusan teori itu dapat diperlihatkan
peranan  dan  kegunaannya  dalam
memecahkan permasalahan. Permasalahan
yang dirumuskan dengan teori graf dibuat
sederhana, yaitu diambil aspek-aspek yang

diperlukan dan dibuang aspek-aspek
lainnya

Terkait dengan wuraian diatas,
perwarnaan titik dari graf merupakan salah
satu dari materi dalam teori graf.
Pewarnaan titik dari graf G adalah sebuah
pemetaan warna-warna ke titik-titik dari G
sedemikian hingga dua titik ~yang
terhnubungkan = langsung  mendapatkan
warna-warna ~ yang berbeda. -~ Dalam
pewarnaan titik erat -kaitannya dengan
penentuan bilangan kromatik,  yaitu
masalah mencari minimum banyak warna
yang diperlukan untuk mewarnai semua
titik pada graf sedemikian hingga dua titik
yang berhubung langsung mendapatkan
warna yang berbeda.

Disamping perwarnaan titik dari
graf juga ada pewarnaan Kk-linier dari
kompleks -simplisial. Pewarnaan k-linier
dari _kompleks simplisial - diperkenalkan
oleh Civan dan Yalcin untuk mempelajari
topologi kompleks simplisial. Pewarnaan
k-linier ini berguna juga untuk memahami
graf. Dalam pewarnaan Kk-linier dari
kompleks simplisial terdapat bilangan
kromatik linier dari kompleks simplisial
dan dapat dikembangkan pada komplek
persekitaran Sehingga dalam  skripsi ini
membahas mengenai bilangan kromatik
linier dari komplek persekitaran graf.
Rumusan masalah dalam skripsi ini adalah
bagaimana cara mencari bilangan kromatik
linier pada komplek persekitaran graf
sederhana dan bagaimana hubungan antara
bilangan kromatik pada graf dengan
bilangan kromatik linier pada komplek



persekitaran graf. Tujuan penulisan skripsi
ini adalah untuk mengetahui cara mencari
bilangan kromatik linier pada komplek
persekitaran graf sederhana dan hubungan
antara bilangan kromatik pada graf
sederhana dengan bilangan kromatik linier
pada komplek persekitaran graf sederhana.

2 KAJIAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf
2.1.1. Definisi Graf.
Graf G adalah pasangan berurutan
(V(G), E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan berhingga tak kosong dari
obyek yang berupa titik {vi, Va,..., Vo}
dan E(G) adalah himpunan berhingga
(mungkin kosong) vyang elemennya
disebut sisi {e;, €,,...; en} sedemikian
sehingga setiap elemen e dalam E(G)
menghubungkan sepasang titik v di
V(G).
2.1.2. Definisi Graf sederhana.
Graf sederhana adalah graf yang tidak
mempunyai - sisi-rangkap dan tidak
gelung.
2.1.3 Definisi Pewarnaan Titik
Pewarnaan titik dari graf G adalah
sebuah pemetaan warna-warna ke titik-
titik G sedemikian hingga titik yang
terhubung  langsung mendapatkan
warna-warna - yang berbeda. Jika G
memiliki sebuah pewarnaan-k maka G
dikatakan dapat diwarnai dengan k
warna. Sebuah pewarnaan-k dari graf G
biasanya ditunjukkan dengan melabeli
titik-titik G dengan warna 1,2,3,... k.
2.1.4 Definisi Bilangan Kromatik
Bilangan kromatik dari graf G
adalah “minimum banyaknya warna
yang diperlukan  untuk - mewarnai
semua titik G sedemikian hingga setiap
dua titik yang berhubungan langsung
mendapatkan warna yang berbeda.
Bilangan kromatik dari graf G,
dilambangkan dengan X (G).

2.2. Komplek Simplisial

2.2.1 Definisi Komplek Simplisial
Komplek simplisial (A) pada himpunan
berhingga X adalah sebuah keluarga
himpunan bagian dari X yang
memenuhi sifat-sifat berikut:

(1 {x} € 4 untuk semua x € X.

(i) JikaF €4 dan Hc F, maka H
EA

Dimana F disebut muka, dimensi dari

muka F adalah dim (F) = |F| -1,

didefinisikan dim (4) = max {dim (F):

F € 4}. Angka 0 dan 1 pada dimensi

muka dari A masing-masing disebut

titik dan sisi. f» adalah muka yang
memuat paling banyak anggota A dan

F a (X) adalah Fx yang memuat titik x

dimana x € X.

2.2.2 Definisi Pewarnaan k- linier

dari Komplek Persekitaran

Sebuah pewarnaan a: X — [k] adalah

pewarnaan k- linier dari A jika dan

hanya jika a(x) = a(y) untuk suatu X,y €

X maka f7,(x) € F,(y) atau F,(y) <

F(x) berlaku. Dimana - [K] =

{1,2,...k}.

2.2.3. Definisi Bilangan Kromatik
Linier dari Komplek
Simplisial

Bilangan kromatik linier dari komplek

simplisial adalah bilangan bulat positif

k terakhir dari pewarnaan k-linier pada

kompleks simplisial dan dinotasikan

dengan 1 (A).

2.3. Persekitaran Terbuka

2.3.1 Definisi Persekitaran Terbuka
Diketahui graf sederhana G = (V,E).
Himpunan N (u) = {veV:uv € E}
disebut persekitaran terbuka dari u di



Contoh:

Pada gambar diatas, N (X) = {{v.y}},
N (v) = {{xvz}}, N (v) = {{xy.z}},
N (2) = {{uvy}}, N (u) = {{zw}} dan
N (w) = {{u}}

2.4. Kompleks Persekitaran
2.4.1 Definisi Kompleks Persekitaran
Diketahui graf sederhana G = (V,E).
Komplek  persekitaran = dari  graf
sederhana- G = (V,E) didefinisikan
kompleks simplisial dari V sedemikian
hingga F < V adalah muka dari

N (G).jika dan hanya jika

ﬂ N (U) % 0

UEF
Kompleks  persekitaran dari  graf
sederhana G dilambangkan N (G).
Contoh:
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N (G) ={{x} Ay} Au}{v}{z} {w},
LUy Gy E vy, zh{vizh vyl
vuh {xzh{w.z{xy, 2} {x.v,z}, {u.Vv.y}}

3. PEMBAHASAN
Akan dibahas mengenai cara mencari
bilangan kromatik linier pada komplek
persekitaran. graf, hubungan bilangan
kromatik pada graf dengan bilangan
kromatik linier pada komplek persekitaran
graf; membuktikan teorema yang berkaitan
dengan bilangan  kromatik linier pada
komplek persekitaran graf.
3.1 Bilangan Kromatik Linier pada
Komplek Persekitaran graf
3.1.1. Langkah-langkah mencari
pewarnaan k- linier dari
komplek persekitaran antara
lain:
Misal Graf G dengan {vi,v2,Vs,...,Vn}=
V(G)

a. Cari N (G)

b. Hapus N (v;) apabila N (vi)S N (vj),
dimanal<i,j<n,i# j. Hasilnya
dinamakan ;.

c.Temukan semua f(v;) dimana 1 <
<n.

d. Misalkan fg(vs) = min{ | f5(vj)|1 <
i< n }Jika Fo(Ve) € f5(vi) €
Jo(V2) ... € Fs(vy), dimanav; €
V(G) dan 1 < m < n-1, maka setiap
titik tadi (v1,Va,...,Vy) mendapatkan
warna yang sama.

e. Ulangi langkah pada huruf (d)
untuk titik yang masih tersisa dan
langkah ini akan berakhir setelah
terdapat angka berhingga.

z



u \Y N(G)

Gambar: Pewarnaan 3- linier pada
komplek persekitaran N(G)

3.1.2. Langkah-langkah mencari
bilangan kromatik linier pada
kompleks persekitaran antara
lain :

a. Mencari pewarnaan k-linier
pada kompleks persekitaran.

b. Mencari bilangan bulat paling
sedikit k dari pewarnaan k-
linier pada komplek simplisial
dan notasikan dengan A(N(G)).

Contoh: Pada gambar diatas

AN(G))=3
3.2. Hubungan antara bilangan
kromatik pada graf dengan
bilangan kromatik
linier pada komplek persekitaran
graf
3.2.1 Teorema

Untuk sebarang graf G, M(N (G))

> X (G), dimana X (G) dinotasikan

dengan bilangan kromatik titik

pada graf G.

Bukti:

Diketahui graf G sederhana dan

N(G) dengan V(G) = V(N(G)

Misal x,y € V(G) maka ada dua

kemungkinan terkait dengan
pewarnaan titik:

1). Jika titik x dan titik y
berhubungan langsung di
graf G, maka warna
titik x dan warna titik y
berbeda. Akibatnya pada
graf N(G) titik x dan titik y

juga berwarna berbeda jika
titik x dan  titik y
berhubungan langsung atau
tidak berhubungan langsung

dan  F(x) £ Fe(y)
dan Fs(y) & f6(x).

2). Jika titik x dan titik y tidak
berhubungan langsung di
graf G, maka warna titik x
dan warna titik y boleh
diwarnai sama. Sedangkan
pada graf N(G) kedua titik
tersebut  bisa = diwarnai
berbeda.

Dari 1) dan 2) maka A(N(G)) > X (G).

2

N (G) 2
Pada gambar A(N (G)) > X(G)=4>2

3.2.2. Definisi Graf N-Linier
Sebuah graf sederhana dinamakan graf N-
linier jika X (G) =4 (N(G).
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Pada gambar A(N (G)) =X (G) =2



3.2.2. Teorema

Misal G adalah graf, maka X (G) = maks{
X (Gi) | Gj adalah komponen dari G}.
Bukti:

Misalkan M = maks{ X (G;) | G; adalah
komponen dari G}.

Untuk membuktikan M = X (G) terlebih
dahulu harus dibuktikan M < X (G) dan X
(G) <M.

Akan dibuktikan M <X (G)

bukti: karena M = maks{X (G;)| Gi adalah
komponen dari G}. maka M < X (G).

Akan dibuktikan X (G) <M.

bukti: Karena X (Gi) < M untuk setiap i,
maka himpunan [M ] cukup mewakili
setiap warna Gi. [M ] = {1,2,3,...M}.
Sehingga X (G) <M.

Dari bukti di atas maka terbukti bahwa
M=X(G).

3.2.3. Teorema

Misalkan G adalah graf dengan Gg,

G2,...Gh. maka A (N = (G) =
iz M(N'(G))
Bukti:

Untuk membuktikan A (N (G)) =

™1 AN (G;) terlebih dahulu harus
dibuktikan A (N(G)) =

1A (N (Gy)) dank (N.(G))
>YI AN (Gy)).
Akan dibuktikanx (N (G)) <

", AN(G))
Jelas bahwa A (N (G)) <2, AN (G))).
Akan dibuktikan A (N (G)) >

AN (G)
Misal a: V(G) — 4 ( N (G)) adalah
pewarnaan K- linier. Misalkan u € V(Gj)
dan v € V(Gj), dimana . i # j. Karena
komponen G adalah tidak terhubung, maka
tidak ada lintasan —. uv. Sehingga u
¢ F.(v) dan v & F.(u). Karena u dan v
tidak terdapat pada persekitaran yang
sama, maka a (u) # o (v). Sehingga, setiap
Gi mempunyai pewarnaan o; tunggal. Itu
menunjukkan bahwa A (N (G)) >

a; Ua, U...U a,l. Karena  setiap

komponen pewarnaan tidak berhubung

antara satu komponen dengan komponen

yang lain, maka |a; Ua, U ..U a,| =
L1 A(N (G))). Sehingga L (N (G)) >
1 AN (G).

Dari bukti di atas maka terbukti A (N (G)) =
AN (G)).
3.2.4. Teorema
Jika G adalah graf N-linier, maka G
terhubung
Bukti:
Andaikan G tidak terhubung maka graf G
memiliki komponen G, G,...,Gn dimana
m > 2. Sehingga,
A (N (G)) =X (G) (teorema 3.2.1)
A(N(G)) =21 A(N (G))) (teorema
3.2.3)
X(G) = maks{ X (Gi)| Gi adalah komponen
dari G} (teorema 3.2.2)
A (N (Gy)) > maks{ X (Gj) | G; adalah
komponen dari G}
L (N (G))=X(G) (maks{X(G)]| G
adalah komponen
dari G}/ bisa diubah
dalam bentuk
IX(G1)U X(G,)u
LUX(Gp)l=
™ X(G;) untuk
setiap 1 <i <m)
Jadi graf G tidak linier N-graf.
3.2.5 Teorema
Jika G =H, maka A (N (G)) = A (N (H))
Untuk membuktikan A (N (G)) =X (N (H))
terlebih dahulu harus dibuktikan
A(N(G)) < A(N(H))dan A (N (H)) <A (N
(G)).
Akan dibuktikan 4 (N (G)) <4 (N (H)).
Bukti: Diketahui G = H, maka ada fungsi
isomorfisma f: V(G) - V(H). Misal k : &
(N (G)) dengan « : V(G)—[k] adalah
pewarnaan k-linier dari G. Didefinisikan &
: V(H) —/k] dengan @(x) = a (f ~1(x)).



Misalkan x, y € V(H) dengan a(x) = @ (y),
maka ada u, v € V(G) sedemikian hingga
f) = xdanf(v) = y.

Karena @(x) = a (f ~1(x)).
fw)=x—f1x) =u
a(y)=e(f ().
fW=y—->f10)=v.
ax)=a(y).

o (f7Hx) = (f ().
a(u) = (y).

didapatkan o adalah linier. Karena o adalah

linier, maka F'.(u) € F.(v) atau . (v) S

F,@). Dipilih F.(u) € F_(v). Misalkan

F € F,(x) maka x € Fdan NN (W) #

@. Sehingga ada titik m sedemikian hingga

w berhubungan dengan m untuk setiap w €

F. Maka f~1(m) berhubungan dengan f

untuk setiap S € f~1(F). Ini menujukkan

Nge 1N (B) % 0. Karena f1(F) muka

di N (G), maka u € f~1(F). Dengan

demikian f~'(F) € F (w)dan f~'(F) €

F.(v). Karena v € f~(F) maka f (v) €

F. Tetapi f (v) = y dan F muka di N (H)

yang. memuat y, maka F € F,.(y).

Didapatkan /7, (x) S /7, (y) dan @ adalah

linier. Schingga terbukti AN (G)) <A (N

(H)).

Akan dibuktikan 4 (N (H)) <4 (N (G))

Bukti: Diketahui H = G, maka ada fungsi

isomorfisma f:V(H) - V(G). Misal k : 1

(N (H)) dengan o - V(H)—[k] adalah

pewarnaan k- linier dari H. Didefinisikan &

:V(G) —/k] dengan @(w) = o (f ~X(w)).

Misalkan u, v € V(G) dengan a(u) = @ (V).

Maka ada x, y € V(H) sedemikian hingga

f(x) = udan f(y) = v.

Karena @(u) = a (f ~1(u))

AW v W
a)=a(f7'(»)
f=v->f1w) =y
au)=a(v)

a(f ) =a(f 1))
a( x) = o (y)

didapatkan o adalah linier. Karena o adalah
linier, maka /7, (x) € F, (y) atau ', (y) €
F,(x). Dipilih F(x) € F,(y). Misalkan
F € F.,(u) maka u € F dan

N,erN(z2)#@. Sehingga ada titik c
sedemikian hingga z berhubungan dengan c
untuk setiap z € F. Maka f~1(c)
berhubungan dengan o untuk setiap o €
f(F). Ini menujukkan
N, e i1 N (0) # 0. Karena f~1(F) muka
di N (H), maka x € f~1(F). Dengan
demikian f~*(F) € F,(x) dan f~*(F) €
F,(). Karena v € f~(F)maka
f(y) € F.Tetapi f(y) =v dan F adalah
muka di N (G) yang memuat v, maka F €
F,(v) . Didapatkan F°,.(u) € F.(v) dan @
adalah linier. Sehingga terbukti & (N (H)) <
L (N (G)).

Dari bukti di atas yaitu AN (G)) < A (N
(H)) dan A(N (H)) <X (N(G)) maka
terbukti L (N (G)) =X (N (H)).
3.2.6. Teorema
Jika G adalah graf n-linier dan G = H,
maka H adalah graf N-linier.

Bukti:

Diketahui G = H, maka berdasarkan
teorema 3.3.4 mengakibatkan A (N (G)) =
A (N (H)) sehingga X(G) = X (H). G adalah
graf n-linier, maka X(G) = A (N (G))

A (N (H)) =% (N (G))
=X (G)
=X (H)

Sehingga X(H) = A (N (H)). Jadi terbukti H
adalah graf N-linier.

4. PENUTUP
4.1 KESIMPULAN
1. Hubungan antara bilangan kromatik

pada graf dengan bilangan kromatik
linier pada komplek persekitaran
graf sederhana adalah A(N(G)) >
X(G) bisa dijabarkan AN(G)) >
X(G) atau MN(G)) = X(G)



2. Jika MN (G)) = X(G) dinamakan
graf N-linier
3. Syarat perlu dan cukup jika
dikatakan graf N-linier yaitu:
a. Syarat perlu yaitu graf harus
terhubung
b. syarat cukup yaitu graf terhubung
cukup

4.2 SARAN

Penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan
masalah bilangan kromatik linier pada komplek
persekitaran graf sederhana. Maka, untuk penulisan
skripsi selanjutnya penulis menyarankan kepada
pembaca untuk mengembangkan bilangan kromatik
linier pada komplek persekitaran graf lainnya.
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