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Abstrak

Graf G adalah graf sederhana. Dekomposisi graf G adalah koleksi subgraf takkosong dari G, yang
dinotasikan {H;}!_,, sedemikian hingga H; = G[E;] di mana suatu E; subhimpunan dari E(G) dan {E;}{_;
merupakan partisi dari E(G). Jika {H;}}_, adalah dekomposisi dari graf G, maka G dapat dituliskan G = H; @
H, ® ..® H, di mana |{H;}| = t. Graf lengkap dengan 2k titik dengan k > 1, K,;, dapat didekomposisi
menjadi subgraf-subgraf yang masing-masing berupa K;  atau dapat dikatakan sebagai K; ;-dekomposisi.
Selain itu, Graf lengkap dengan 2k titik dengan k > 1, K, dapat didekomposisi menjadi subgraf lain yakni
kK, atau dapat dikatakan dengan kK,-dekomposisi. Graf lengkap dengan 2k + 1 titik dengan k > 1, Kp41,
dapat didekomposisi menjadi subgraf-subgraf yang masing-masing berupa K, atau dapat dikatakan
sebagai K; ,,-dekomposisi. Selain itu graf lengkap K+ juga dapat didekomposisi menjadi subgraf yang lain,
yakni C,y 44 atau dapat dikatakan sebagai C,,;-dekomposisi.

Kata Kunci: Dekomposisi, Graf Lengkap.

Abstract

Let G be a simple graph. A decomposition of a graph G is a collection of non-empty subgraphs of G, denoted by {H;}t_,,
such that each H; = G|E;], where E; subset of E(G), and {E;}:_, forms a partition of E(G). That is, the edge sets are
pairwise disjoint and their union equals E (G). If {H;}t_, is a decomposition of G, then G can be expressed as G = H; @
H, @ ...® H,, where |{H;}| = t. Let Ky, be the complete graph on 2k vertices, where k > 1. Then Ky, admits a Ky ;-
decomposition is a decomposition into subgraphs isomorphic to the star Ky, and it also admits a kK,-decomposition is
a decomposition into k pairwise disjoint edges (a perfect matching). Similarly, the complete graph on 2k + 1 vertices,
Kok +1, where k > 1, admits a K, ,-decomposition is a decomposition into subgraphs isomorphic to the star K, j, and a
Cax+1-decomposition is decomposition into cycles of length 2k + 1.

Keywords: Decomposition, Complete Graph.

PENDAHULUAN

Matematika merupakan ilmu pengetahuan yang
seringkali digunakan untuk menyelesaikan sebuah
masalah dan juga diterapkan pada kehidupan
sehari-hari. Salah satu cabang matematika yang
sering diterapkan adalah teori graf. Teori graf
pertama kali diperkenalkan oleh Leonard Euler,
matematikawan terkenal dari Swiss, pada tahun
1736. Leonard Euler menggunakan teori graph
dalam memecahkan permasalahan jembatan
konigsberg dengan memodelkannya dalam bentuk
graf (Madina, 2024).

Sebuah graf G berisikan dua himpunan yaitu
himpunan titik yang dinotasikan V(G)  dan
himpunan sisi yang dinotasikan E(G). Himpunan
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titik adalah himpunan berhingga takkosong dari
objek-objek  dan
himpunan berhingga (mungkin kosong) sedemikian

himpunan sisi merupakan
hingga setiap elemen pada E(G) merupakan
pasangan tak terurut dari titik-titik di V(G)
(Budayasa, 2007). Salah topik teori graf yang
menarik adalah dekomposisi graf. Dekomposisi graf
tidak hanya diterapkan dalam matematika saja
tetapi dapat juga diterapkan ke berbagai bidang
pengetahuan seperti kimia, fisika, biologi dan
pengetahuan lainnya. Penerapan dekomposisi graf
juga dapat
berbagai permasalahan seperti jaringan listrik, siklus

digunakan dalam menyelesaikan

suatu makhluk hidup, dan berbagai permasalahan
lainnya (Rahmawati, 2014).
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Dekomposisi graf G adalah koleksi subgraf
takkosong dari G , yang dinotasikan {H;}{_, ,
sedemikian hingga H; = G[E;] di mana suatu E;
subhimpunan dari E(G) dan {E;}{_; merupakan
partisi dari E(G). Jika {H;}}_; adalah dekomposisi
dari graf G, maka G dapat dituliskan G = H; @ H, @
.. H, di mana |{H;}| =t. Artikel pertama yang
membahas tentang dekomposisi graf muncul pada
tahun 1991 ditulis oleh Jacobson, M.S., Truszczynski,
M. and Tuza, Zs., yang berjudul “Decompositions of
reqular bipartite graphs”. Artikel tersebut membahas
tentang pohon dan hutan yang berasal dari
dekomposisi isomorfik graf bipartit biasa.

Penelitian mengenai dekomposisi graf juga telah
dibahas dalam artikel “Dekomposisi Graf Sikel, Graf
Roda, Graf Gir, dan Graf Persahabatan” pada tahun
2014 oleh Nur Artikel
membahas tentang dekomposisi dari empat graf

Rahmawati. tersebut

tersebut dan membuktikan bahwa graf C,
merupakan K, -dekomposisi, graf roda W, dengan
n = 3 merupakan 2K, -dekomposisi, graf gir G,
dengan n = 3 merupakan 3K, -dekomposisi, dan
graf persahabatan F, dengan n > 2 merupakan C;-
dekomposisi. Penelitian lain mengenai dekomposisi
graf juga dibahas oleh Tay-Woei Shyu pada tahun
2010 yang berjudul “ Decomposition of Complete Graphs
into Paths and Stars” yang membuktikan bahwa graf
K, di mana n > 6 dan (721) = 3(p + q) dengan p dan
q bilangan bulat nonnegatif merupakan pP, -
dekomposisi dan qS,-dekomposisi. Artikel lain yang
juga membahas tentang dekomposisi graf sebagai
berikut. “Dekomposisi Graf Kincir W,*” pada tahun
2020 oleh This’atun Na’imah, dan “Dekomposisi
Graf Bintang, Graf Bintang Ganda, dan Graf Sapu”
pada tahun 2022 oleh Merlynda Marcellina. Artikel-
artikel tersebut membahas tentang bagaimana
menemukan dekomposisi dari suatu graf dan
teorema-teorema yang berlaku.

Pembahasan mengenai dekomposisi graf dapat
dilanjutkan pada dekomposisi graf yang lain atau
bentuk dekomposisi graf yang lebih beragam.
Berdasarkan hal tersebut, maka penulis tertarik
untuk mengkaji dekomposisi graf lengkap K, dan
graf lengkap K., dengan k > 1.

KAJIAN TEORI
Definisi 1

Graf G berisikan dua himpunan, yaitu himpunan
titik yang dinotasikan V(G) dan himpunan sisi yang

279

dinotasikan E'(G). Himpunan titik adalah himpunan
berhingga takkosong dari objek-objek dan himpunan
sisi merupakan himpunan berhingga (boleh kosong)
sedemikian hingga setiap elemen E(G) merupakan
titik-titik  di  V(G)

pasangan takterurut dari

(Budayasa, 2007).

Definisi 2

Misalkan u dan v dua titik di graf G. Sisi e =
{u,v} dikatakan menghubungkan (joining) titik u
dan titik v. Jika e = {u, v} adalah sisi graf G, maka u
dan v dikatakan berhubungan langsung (adjacent), u
dan e serta v dan e dikatakan saling terkait (incident)
(Budayasa, 2007).

Definisi 3

Misalkan v titik graf G . Derajat v adalah
banyaknya sisi G yang terkait dengan v dan
dinotasikan d; (v) atau d(v) (Budayasa, 2007).

Definisi 4

Titik terisolasi dalam suatu graf adalah titik yang
tidak berhubungan langsung dengan titik lain
(Rahmawati, 2014).

Definisi 5

Graf H disebut subgraf dari graf G, ditulis H € G,
jika V(H) <V (G) dan E(H)cE(G).

Misalkan ScV(G). Subgraf dari G yang dibangun
(diinduksi) oleh S, dinotasikan G[S], adalah sebuah
subgraf dari G yang himpunan titiknya adalah S dan
himpunan sisinya terdiri atas semua sisi di G yang
terkait dengan titik di S (Budayasa, 2007).

Misalkan Xc E(G). Subgraf dari G yang dibangun
(diinduksi) oleh X, dinotasikan G[X], adalah sebuah
subgraf dari G yang himpunan sisinya adalah X dan
himpunan titiknya terdiri atas semua titik yang
terkait dengan sisi-sisi di X (Na'imah, 2020).

Definisi 6
Jalan (walk) di graf G adalah sebuah barisan
berhingga  (takkosong) yang  suku-sukunya

bergantian antara titik dan sisi, dituliskan W =
(vo, €1, V1, ..., €, V) sedemikian hingga v;_; dan v;
terkait dengan sisi e;, untuk 1 < i < k. Jalan W dari
titik v, ke titik v, dituliskan jalan- (vy,vy) .
Banyaknya sisi dalam W disebut panjang jalan W.
Titik v, dan titik v, dalam suatu jalan W berturut-
turut disebut titik awal dan titik akhir W. Selain titik
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awal dan titik akhir disebut titik internal. Sebuah titik
di G bisa saja muncul lebih dari satu kali dalam W,
begitu juga dengan sisi di G. Sebuah jalan W dengan
panjang positif dikatakan tertutup jika titik awal dan
titik akhirnya sama atau identik. Jika semua sisi
e1,€y,€3,...,6, dalam jalan W berbeda, maka W
disebut jejak (trail). Jalan yang semua titiknya
berbeda disebut lintasan (path) (Budayasa, 2007).

Definisi 7

Jejak tertutup (closed trail) yang titik awal dan
semua titik internalnya berbeda disebut sebuah sikel
(cycle). Sikel dengan panjang k disebut sikel-k,
dinotasikan Cj . Sikel yang memuat semua titik
sebuah graf disebut sikel Hamilton (Budayasa, 2007).

Definisi 8

Sebuah graf ¢ dikatakan terhubung (connected)
jika untuk setiap dua titik yang berbeda pada G
terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik
tersebut. (Chartrand & Lesniak, 2016).

Definisi 9

Graf lengkap (graf komplit) dengan n titik,
dinotasikan K,,, merupakan graf sederhana dengan n
titik dan setiap dua titik berbeda terkait dengan
sebuah sisi (Budayasa, 2007).

Definisi 10

Graf G disebut graf bipartit jika himpunan titik G
dapat dipartisi menjadi dua himpunan bagian A dan
B sedemikian hingga setiap sisi dari G
menghubungkan sebuah titik di A dan sebuah titik di
B. Apabila setiap titik di A berhubungan langsung
dengan setiap titik di B, maka G disebut graf bipartit
komplit, dinotasikan K,,, dengan m merupakan
banyaknya titik di himpunan A dan n merupakan
banyaknya titik di himpunan B (Budayasa, 2007).

Definisi 11

Graf G yang terdiri atas k =2 salinan
takterhubung dari graf H , dinotasikan G = kH ,
merupakan gabungan dari k graf H yang saling lepas

(Chartrand & Lesniak, 2016).

Definisi 12

Penjodohan (matching) graf G, dinotasikan M,
adalah sebuah himpunan sisi yang saling lepas
(independent). Dua sisi dikatakan saling lepas jika
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tidak memiliki titik akhir persekutuan. Jadi tidak ada
sisi-sisi pada M yang memiliki titik-titik akhir
persekutuan. Penjodohan yang memiliki n sisi saling
lepas dikatakan sebagai penjodohan berukuran n.
Penjodohan M di graf G dikatakan penjodohan
sempurna (perfect matching) jika M memuat semua
titik ¢ (Budayasa, 2007).

Definisi 13

Graf G dikatakan dapat difaktorkan menjadi
faktor-faktor Gy, G,,Gs,...,G; , jika faktor-faktor
tersebut terdiri atas sisi-sisi saling lepas dan
U E(G) =E(G) . Jika G terfaktorkan menjadi
G1,G,, G3, ..., G maka dapat dinyatakan sebagai G =
G, © G, D G; D ... D G, yang merupakan faktorisasi
dari G (Bangkit, 2022).

Jika terdapat faktorisasi dari graf G sedemikian
hingga untuk setiap faktor dari graf ¢ adalah k-
faktor (k-faktor adalah subgraf rentang beraturan-
k), maka G adalah k-faktor.

Jika G adalah graf k-faktor, maka G adalah graf
beraturan- r untuk suatu bilangan bulat r yang
Jika Gy, Gy Gs, ..., G,
merupakan faktor dari graf ¢ di mana setiap G; = H

merupakan kelipatan k .

untuk sebuah graf H, maka dapat dikatakan bahwa
G adalah terfaktorisasi- H dan G memiliki faktor
yang isomorfik dengan H (Chartrand & Lesniak,
2016).

Contoh:

el G Gy
Gambar 1 Graf G dan Faktorisasinya
Definisi 14
Dekomposisi graf G adalah koleksi subgraf
takkosong dari G , yang dinotasikan {H;}_; ,
H; =G[E;] di E;
subhimpunan dari E(G) dan {E;}{_; merupakan
partisi dari E(G) . Tidak ada subgraf H; pada
dekomposisi ¢ yang memiliki titik terisolasi. Jika

sedemikian hingga mana
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{H;}!_, adalah dekomposisi dari graf G, maka G
dapat dinotasikan G = H; @ H, @ ... ® H, (Bangkit,
2022).

Jika G didekomposisikan ke dalam subgraf
H,,H,,..,H, di mana |{H;}| =t, maka G =H, @
H, @ ... ® H; adalah dekomposisi dari graf G. Jika
{H;}!_, adalah dekomposisi dari graf G dan H; = H
untuk setiap i pada 1 < i <t, maka G dikatakan H-
dekomposisi. Jika terdapat H-dekomposisi dari G,
maka G disebut terdekomposisi-H (Chartrand &
Lesniak, 2016).

Contoh:

Gambar 2 Sebuah H-Dekomposisi Graf G

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan diawali dengan pembahasan
dekomposisi graf lengkap K, dengan n =2k di
mana k = 1. Teorema 3.1 dan Teorema 3.2 adalah
hasil dari dekomposisi graf lengkap K, untuk n
bilangan genap.

DEKOMPOSISI GRAF LENGKAP K3, MENJADI K ;,

Diberikan graf lengkap K,; dengan k > 1. Graf
lengkap K, dapat didekomposisi menjadi subgraf
H; = K, ;. Berdasarkan Definisi 14 dan dekomposisi
graf lengkap K;, menjadi subgraf K, , maka
diperoleh dugaan dekomposisi graf lengkap K
dengan k > 1 sebagai berikut:

Tabel 1 Dekomposisi Graf Lengkap K,

Graf H- Banyak
Lengkap Dekomposisi dekompos  Titik dan
o isi Sisi
K, = H, (1 V(H)| = 2
K. = H; =K,
2 Partisi) b [E(H)| =1
K,
=H OH, [V(H)| =3
K, H =K
* © Hs Y IEH) =2
(3 Partisi)
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K¢ =H, ©
V(H)| = 4
Kq HO.®  H=Ks 00"
H; (5 Partisi) '
Ke=H, @
[V(H)| =5
Kq O  H=K. o0
H, (7 Partisi) ‘
Ko = H, ©
IV(H)I =6
Kio H,®..® H; = K5 |E(Hl-)| =5
H, (9 Partisi) !
K, = H, ©
H. I =
K., D .. Hi =Ky, [V (H)I - 7
Hyy (17 |E(H)| = 6
Partisi)
K,, = H
oS V)
Ko 2 H; = Ky =k+1
s (G B =k
Partisi) v

Sehingga, berdasarkan Tabel 1, maka diperoleh
teorema sebagai berikut:

Teorema 3.1
Graf Lengkap K;; dengan k > 1 merupakan
K, , — dekomposisi.

Bukti:
Ambil sebarang graf lengkap K,; dengan k > 1,
maka akan ditunjukkan bahwa graf lengkap K,
merupakan K, , — dekomposisi. Misalkan V (K5) =
{v1,v,, V3, ..., V5 } dan [E(Ky)| = k(2k — 1).
Untuk k=1 . Graf K, dapat didekomposisi
menjadi 1 subgraf

K;, diperoleh subgraf H; =
G[{viv,}]. Jadi, graf lengkap K, merupakan K;; —
dekomposisi.

Untuk k=2 . Graf K, dapat didekomposisi
menjadi 3 subgraf K;, diperoleh subgraf H; =
G[{vivy, vim}] , Hy = G[{vyvs,v,v4}] , dan Hs
G[{v3v,, v3v1}] . Jadi, graf lengkap K, merupakan

K, , — dekomposisi.

Untuk k > 3, banyaknya dekomposisi dari Ky
dapat dilihat pada Tabel 1. Berdasarkan Tabel 1,
dekomposisi graf G = Ky, =H, @ H, @ H; ® H, ©
.. @ Hy—, dengan H; = G[E;] = K, di mana E; =
{(ViVis1, ViVisa, v ViVigk—1, ViVar} untuk 1<i<k
dan  E; = {v;Vi41, ViVisa, o) ViVok, ViVy, ViVy, .., ViV; }
untuk k+1<i<2k—-1danj =i mod k.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa E(H;) N
E(H;) = @ untuk setiap { dan j dengan i # j dan 1 <
i,j <£2k—1.
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Kasus1:Untuk 1 <i<kdanl1l<j <k

Andaikan E(H;) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3Jvgvy,, € E(H) NE(H;) . Hal ini berarti
bahwa v,vy,, € E(H;) dan vy, € E(H)) . Jika
VkVry1 € E(H;) maka wvvey =714, dan  jika
VkVk+1 € E(H;) maka vy, =vvj, . Akibatnya
VgVks1 = ViVip1 = VjVj4q, makai = j.
Kasus 2: Untuk k+1<i<2k—-1dank+1<j<
2k -1

Andaikan E(H;) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3vy,qvy € E(H;) N E(H;) . Hal ini berarti
bahwa vy, v, € E(H;) dan vy, v, € E(H;) . Jika
Vis1Vax € E(H;) maka vy Uy = Vv, dan  jika
Vk+1V2k € E(Hj) maka vy, vy, = vjvy, . Akibatnya
Vg1V = ViVpr = VjVpi, maka i = j.

Jadi, terbukti bahwa E(H;) NE(H;) =@ untuk
setiap i dan jdengani # jdan1 <i,j<2k—1. ...(1)

Selanjutnya akan dibuktikan =~ bahwa

U1 E(H;) = E(K,). Diketahui bahwa |E(Ky)| =
k(2k — 1).Karena H; = K, ;, maka masing-masing H;
memiliki tepat k sisi. Karena graf lengkap K, dapat
didekomposisi menjadi 2k — 1 subgraf K;,, maka
total dari seluruh subgraf hasil dekomposisi adalah
Rk-1) xk=k(2k—-1) yang
banyaknya sisi Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
U2k T E(H;) = E(Kyy). Diketahui bahwa |E(Kyy)| =
k(2k — 1).Karena H; = K, ;, maka masing-masing H;

sama dengan

memiliki tepat k sisi, atau |E(H;)| =k . Karena
E(H;) NE(H;) =@, untuk setiap i,j dengan i # j
dan1 <i,j <2k — 1, maka

2k-1 2k-1 2k-1
U e = D 1B = > k= k@k-1)
i=1 i=1 i=1
= IEK0)]
sehingga,
2k-1

| ey = B

......... )
Dari (1) dan (2), dapat disimpulkan bahwa graf
lengkap K,, dapat didekomposisi menjadi 2k — 1

subgraf K; . Dengan demikian teorema terbukti.

Contoh 3.1:
Graf
didekomposisi menjadi 7 subgraf K; 4.

lengkap Kz pada Gambar 3 dapat
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U

LN,
U6 Us
Gambar 3 Graf Lengkap Kg
Misal himpunan titik Kg adalah
{v1, V2, V3, V4, Vs, Vg, V7, Vg } Graf Kz dapat
didekomposisi menjadi 7 subgraf K, sebagai

berikut.

G [{v1v,, V103, V104, V1 Vg}],
G [{vov3, Vo4, Vo Vs, V2 Vg1,
G [{v3v4, V3Vs, V3V, V3Vg}],

[
[
[
G[{vaVs, V4Vs, V4V7, V4Vg}],
[
[
[

G[{vsve, vsv7, VsVg, V511 }],

G

H; = G[{v;vs, v;v1, V7V,, V703}].

Untuk setiap subgraf Hy, H,,Hs, Hy, Hs, Hs, dan H,

dapat dilihat pada Gambar 4.
v Va2

13 vy

H,
H,
Hs
H,
Hs
He

{veV7, VgVg, Vg1, VgV, }], dan

Uq

Uz wy vy Us Vs vy ¥y U Y4 Vs Us Up U5 U Uy s
H; H, Hy H,
Vg g 7
Ys wr Ug U vy ) U vg w0y U
H; Hg H,

Gambar 4 Subgraf dari Graf Kg dalam bentuk K; 4

DEKOMPOSISI GRAF LENGKAP K3, MENJADI kK,
Diberikan graf lengkap K, dengan k > 1. Graf
lengkap K,) dapat didekomposisi menjadi subgraf
H; = kK, 214
dekomposisi graf lengkap K, menjadi subgraf kK,,

Berdasarkan  Definisi dan
maka diperoleh dugaan dekomposisi graf lengkap
K, dengan k > 1 sebagai berikut:

Tabel 2 Dekomposisi Graf Lengkap Ky

Graf H- Banyak
Lengkap Dekomposisi ~dekompos titik dan
Ky isi sisi
K, = H; (1 |V(Hi)| =2
K H; =K,
z Partisi) ¢ z [E(H)| =1
K,=H, @&
K, H, ® H; (3 H; = 2K, IV (H)| =4
artisi)
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Ke=H, @

[V(H)| =6
(5 Partisi) !
Kg=H, @
[V(H)| =8
Ke H®.@H H=4G o0
(7 Partisi) ¢
Ky =H, ® [V (H)I
Ky H,®..®H, H =5K, =10
(9 Partisi) [E(H)|I=5
K, = H
e VG|
Kis ; &1 H; = 6K, =12
11
E(H)| =6
Partisi) [E(HoI
Ky = H
e V()|
Kox 112 sk Hi=kEK =2k
ot IECH)] = k
Partisi) ‘

Sehingga, berdasarkan Tabel 2, maka diperoleh
teorema sebagai berikut:

Teorema 3.2
Graf Lengkap K,, dengan k =1 merupakan
kK, — dekomposisi.

Bukti:
Ambil sebarang graf lengkap K, dengan k > 1,
maka akan ditunjukkan bahwa graf lengkap Ky
merupakan kK, — dekomposisi. Misalkan V(K,;) =
{vg, V1, V3, Vg, oo, Vg1t dan |E (Kyp )| = k(2k — 1).
Untuk k=1. Graf K, dapat didekomposisi
menjadi 1 subgraf

K, diperoleh subgraf H;
G[{vov;}]. Jadi, graf lengkap K, merupakan K, —
dekomposisi.

Untuk k=2 . Graf K, dapat didekomposisi
menjadi 3 subgraf 2K, diperoleh subgraf H;
G[{vovy, vov3}] , Hp = G[{vovy, v3v1}] , dan Hz =
G[{vovs, v1v,}] . Jadi, graf lengkap K, merupakan

2K, — dekomposisi.

Untuk k = 3, banyaknya dekomposisi dari K,
dapat dilihat pada Tabel 2.  Berdasarkan Tabel 2,
dekomposisi graf G = Ky, =H, @ H, ® H; ® H, D
. @ Hyx—4 dengan H; = G[E;] = kK, di mana E; =

{VoVi, Vig1Vic1, VitoVie 2, VigaViozs o) V2iV2k—1, V2is1V2k-25

v, Vopo1V1}  untuk

s Vieka1 Vil }
{Vovi, Vig1Vic1, Vi2Viez, VigsVios,

i=k ,  E={vovi,Vis1Vic1, VisaViz, ViesVioz

dan E; = {vovy, V1Vak_2) V2Vak—3) V3Vak—as - Vk—1Vk }
untuk i = 2k — 1.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa E(H;) N
E(H;) = @ untuk setiap { dan j dengan i # j dan 1 <
i,j <2k—1.

Kasus1: Untuk1<i<k—-1danl<j<k-1

Andaikan E(H;) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3vyv,_, € E(H;) NE(H;) . Hal ini berarti
bahwa vov,_; € E(H;) dan vyv,_; € E(H;) . Jika
VoVx_1 € E(H;) maka
VoVk—1 € E(H;) maka vovg_; = 1,0 .

VoUg—1 = Vov; dan jika
Akibatnya
VoVk—1 = VoV; = VoVj, maka i = j.
Kasus 2: Untuk i = kdanj =k

Andaikan E(H;) N E(H;) # @ untuk suatu { # j
maka 3v,vy, € E(H;) N E(H;). Hal ini berarti bahwa
VoV € E(H;) dan vovy, € E(H;) . Jika vov, € E(H;)
maka vV, =vov; dan jika vov, € E(H;) maka
VoV = V,V; . Akibatnya vov, = vov; = vov;, maka
i=j.
Kasus 3: Untuk k+1<i<2k—-2dank+1<j<
2k -2

Andaikan E(H;) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3vyvyyq € E(H;) NE(H;) . Hal ini berarti
bahwa vyvy,q € E(H;) dan vovg,, € E(H)) . Jika
VoVx+1 € E(H;)
VoVk+1 € E(H;) maka vV = 1,05 .

maka vyVry, = vov; dan jika
Akibatnya
VoVk+1 = VoV; = VoVj, maka i = j.
Kasus 4: Untuk i =2k —1danj=2k—-1

Andaikan E(H;) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3vyv,_q € E(H;)) N E(H;) . Hal ini berarti
bahwa vv,,_1 € E(H;) dan vov,,_q € E(H;) . Jika
VoVr—1 € E(H;) maka wvyv,_; =vyv; dan jika
VoVzk-1 € E(H;) maka vovy,_q = v,v; . Akibatnya
VoVzk—1 = VoV; = VpVj, maka i = j.

Jadi, terbukti bahwa E(H;) N E(H;) =@ untuk
setiap i dan j dengani # jdan1 <i,j < 2k — 1.
dibuktikan

U2 YE(H;) = E(Ko,) . Dengan cara yang serupa

Selanjutnya akan bahwa

dengan pembuktian Teorema 3.1, dapat ditunjukkan
bahwa U?([ 1 E (H;) = E(Kyy).

Dengan demikian terbukti bahwa graf lengkap
K, dapat didekomposisi menjadi 2k — 1 subgraf
kK,.

Contoh 3.2:

Graf lengkap Kg pada Gambar 5 dapat

V2k-1V2i mod (2k-1) V1V(2i-1) mod (2k-1)» V2V(2i-2 ) mod (2k-1), didekomposisi menjadi 7 subgraf 4K,.

v s Vi—kV(itk) mod (Zk—l)} untuk k+1<i<2k-2,
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Gambar 5 Graf Lengkap Kj
Misal himpunan titik Kg adalah
{vo, V1,5, V3, V4, Vs, Vg, U7} Graf Kg dapat

didekomposisi menjadi 7 subgraf 4K, sebagai
berikut.

Hy = G[{vovy, v,v7, V306, 145},
Hy = G[{vov,, V31, VaV7, VsVe}],
H3 = G[{voVs, V4V3, VsV, V6V7}],
Hy = G[{vovs, VsV3, VeV2, V711 1],
Hs = G[{voVs, VsVs, V7V3, V1 V53],
Hg = G[{vove, V7Vs, V1V, V,V3}], dan
H; = G[{vov;, V1V, V2 Vs, V3Vs}]

Untuk setiap subgraf Hi, H,, Hs, Hy, Hs, Hs, dan H,
dapat dilihat pada Gambar 6.

Gambar 6 Subgraf dari Graf Kz dalam bentuk 4K,

Selanjutnya akan membahas tentang
dekomposisi graf lengkap K, dengann = 2k + 1 di
mana k > 1. Teorema 3.3 dan Teorema 3.4 adalah
hasil dari dekomposisi graf lengkap K, untuk n

bilangan ganjil.
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DEKOMPOSISI GRAF LENGKAP K1 MENJADI K { ;

Diberikan graf lengkap Kx 4, dengan k > 1. Graf
lengkap K+, dapat didekomposisi menjadi subgraf
H; = K ;. Berdasarkan Definisi 2.14 dan dekomposisi
graf lengkap K,,,; menjadi subgraf K;, , maka
diperoleh dugaan dekomposisi graf lengkap K 1
dengan k > 1 sebagai berikut:

Tabel 3 Dekomposisi Graf Lengkap Kjx11

Graf H- Banyak
Lengkap Dekomposisi ~dekompos titik dan
Kops1 isi sisi
K;=H, @
V(H)| =2
K3 H, @ H; (3 Hy =Ky, :EEH%: -1
Partisi) !
Ks=H, ®
K. H, ® H; ® H =K [V(H)| =3
i H, @ Hs (5 M EM)I =2
Partisi)
K;=H, ®
[V(H)| =4
K, H,®..® H; =K, IEEHL;I s
H, (7 Partisi) !
Ky =H, @
IV(H)| =5
Ko H,O..® H =K, ECH)| = 4
Hy (9 Partisi) ‘
Ky =H, @
H,®..® [V(H)|I =6
K H. =K
" Hyy (11 Y IEM)I=5
Partisi)
K3 =H, @
H,®..® [V(H)| =7
K H. =K
B Hys (13 ' Y EMH) =6
Partisi)
Koksr = H, @
V(H;
H,®..® _ l_ ()
Kok+1 H; = Ky =k+1
H2k+1 (2k+1 ’ |E(H)|_k
Partisi) v

Sehingga, berdasarkan Tabel 3, maka diperoleh
teorema sebagai berikut:

Teorema 3.3
Graf Lengkap K., dengan k =1 merupakan
K, , — dekomposisi.

Bukti:

Ambil sebarang graf lengkap K., dengan k >
1, maka akan ditunjukkan bahwa graf lengkap Kyx+1
Misalkan

merupakan K; j — dekomposisi
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V(Kzk41) = {1, V2, V3, o, Vagea}  dan |E(Kypsa)| =
k(2k +1).
Untuk k = 1. Graf K; dapat didekomposisi

menjadi 3 subgraf K;; diperoleh subgraf H;
G[{viv,}1, H, = G[{v,v3}], dan H; = G[{v3v,}]. Jadi,
graf lengkap K; merupakan K; ; — dekomposisi.
Untuk k = 2.
menjadi 5 subgraf K;, diperoleh Subgraf H; =
G[{vivy, viv3}], Hy = G[{vovs, vov4}], Hz = G[{vsv,,
v3vs}] , Hy = G[{vyvs,vyv1}] , dan Hs = G[{vsv,,
vsv,}] . Jadi, graf lengkap K; merupakan K, —

Graf K; dapat didekomposisi

dekomposisi.
Untuk k > 3, banyaknya dekomposisi dari K;j1
dapat dilihat pada Tabel 3. Berdasarkan Tabel 3,

dekomposisi graf G =K1 =H ®OH, D ..D
Hypy, dengan H; =G[E;] =K, di mana E; =
{(Vivis1, ViViga, o, ViVigp untuk 1 <i<k+1, E; =
{(ViVig1, ViVisa, o) ViVogyr, ViVy, ViV, ., vV} untuk

k+2<i<2k dan j= (i +k)mod (2k +1) serta
E; = {vjvy,vjvy, ..., vV} untuk i = 2k + 1.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa E(H;) N
E(H;) = @ untuk setiap { dan j dengan i # j dan 1 <
i,j <2k+1.

Kasus1: Untuk 1 <i<k+1ldanl<j<k+1

Andaikan E(H)) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3vgvy,, € E(H) NE(H;) . Hal ini berarti
bahwa v,vy,; € E(H;) dan v,viy, € E(H;) . Jika
VU4t € E(H;) maka vvey = vv4; dan  jika
VgVk+1 € E(H;) maka v,y = v, . Akibatnya
VgVks1 = ViVip1 = VjVj4q, makai = j.
Kasus 2: Untuk k+2<i<2kdank+2 <j <2k

Andaikan E(H)) NE(H;) # @ untuk suatu i #
jmaka v, V41 € E(H) NE(H;) . Hal ini berarti
bahwa v, v;k11 € E(H;) dan vy vyk4q € E(H;). Jika
VakVak+1 € E(H;) maka vpvsk4q = V¥4 dan jika
Vo Vak+1 € E(H;) maka vy vy 41 = V). Akibatnya
VakVak+1 = ViVis1 = VjVjiq, maka i = J.

Kasus 3: Untuk i = 2k +1danj =2k + 1

Andaikan E(H)) NE(H;) # @ untuk suatu i #
j maka 3vy,qv; € E(H)) NE(H;) . Hal ini berarti
bahwa v,y vy € E(H;) dan vy, vy € E(H)) . Jika
Vok+1V1 € E(H;) maka vy =vv; dan  jika
Vor+1V1 € E(H;) maka vy,qv; = vjv; . Akibatnya
Vak+1V1 = ViV = Vv, maka i = J.

Jadi, terbukti bahwa E(H;) NE(H;) =@ untuk
setiap i dan j dengani # jdan1 <i,j <2k + 1.
dibuktikan
E(H;) = E(Kzx+1). Dengan cara yang serupa

Selanjutnya akan bahwa

2k+1
Ui=1
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dengan pembuktian Teorema 3.1, dapat ditunjukkan
bahwa UF5 ' E(H;) = E(Kzier)-

Dengan demikian terbukti bahwa graf lengkap
K41 dapat didekomposisi menjadi 2k + 1 subgraf
K-

Contoh 3.3:
Graf lengkap K; pada Gambar 7 dapat
didekomposisi menjadi 7 subgraf K; 5.
Gambar 7 Graf Lengkap K,
Misal himpunan titik K; adalah

{vy, v,,v3, 14, Vs, V6, V7 }. Graf K, dapat didekomposisi
menjadi 7 subgraf graf K , sebagai berikut.
Hy = G[{v1vy, v1v3, 11043,
= G[{vv3, V304, 25},
G[{vsvs, v3V5, V3V6}],
G[{vavs, v4vs, v4V7}],
G[{vsve, vsv7, VsV ],

G[{vev;, Vevy, V6V, }], dan
H; = G[{v;vy, v;v,, v7V3}].
Untuk setiap subgraf Hy, H,, Hs, H,, Hs, Hs, dan H,
dapat dilihat pada Gambar 8.

i Uy

H, =
H; =
H, =
Hs =
Hg =

U3 vy

] vy vy U3 Vg U U4 vs vg Vs Ug Uy
H, H, Hsy H,
Vs Vg Ut
Vo vy Y1 vy vy ] (23] Vs Us
5 Hg H,;

Gambar 8 Subgraf dari Graf K; dalam bentuk K ;

DEKOMPOSISI GRAF LENGKAP K, .1 MENJADI Cyj 1
Diberikan graf lengkap K., dengan k > 1. Graf
lengkap K1 dapat didekomposisi menjadi subgraf
H; = Cypqq 216 dan
dekomposisi graf lengkap K,i.; menjadi subgraf

Berdasarkan Definisi

Cyk+1, maka diperoleh dugaan dekomposisi graf
lengkap K, dengan k > 1 sebagai berikut:
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Tabel 4 Dekomposisi Graf Lengkap K11

Graf H- Banyak
Lengkap Dekomposisi dekompos  titik dan
Kops1 isi sisi
K3 = H, (1 [V(H)| =3
K. H; =C
3 Partisi) P |E(H)| =3
Ks=H & B [V(H)| =5
K meratsy 75 @) =s
K, =H, @
V(H)| =7
Partisi) :
Ko=H, &
V(H)| =9
K Ho®OH © =G :EEH;: =9
H, (4 Partisi) ¢
Ky, =H, © [V (H)I
H, ®H; D =11
K. H; =C
H H, @ Hs (5 o |E(H,)|
Partisi) =11
V(H;
Kiy = Hy @ !
Ki3 H,® .0 He H; = (i3 |E(H)|
(6 Partisi) :
=13
Kypus = Hy @ [V (H)I
“ =2k+1
Kak+1 H, @ ..@He Hi=Copq
- |E(H)I
(k Partisi)
=2k+1

Sehingga, berdasarkan Tabel 4, maka diperoleh
teorema sebagai berikut:

Teorema 3.4
Graf Lengkap K,;; dengan k =1 merupakan
sikel Hamilton C,;,,; — dekomposisi.

Bukti:

Ambil sebarang graf lengkap K., dengan k >
1, maka akan ditunjukkan bahwa graf lengkap K41
merupakan sikel Hamilton C,4; — dekomposisi.
Misalkan  V(Kyki1) = {vo, V1, V2, V3, ..., Vo)  dan
|E(Ka+)| = k(2K + 1).

Untuk k=1 . Graf K; dapat didekomposisi
menjadi 1 subgraf sikel Hamilton C; diperoleh
subgraf H; = G[{vovy, vV, v,v,}]. Jadi, graf lengkap
K3 merupakan sikel Hamilton €; — dekomposisi.

Untuk k=2 . Graf K; dapat didekomposisi
menjadi 2 subgraf sikel Hamilton (s diperoleh
subgraf H; = G[{vovy, v1V,, VoV, VU3, v3V}]  dan

H, = G[{vov,, v,v3, U301, V1 Uy, V4 1p)] Jadi, graf

lengkap Ks merupakan sikel Hamilton Cs5—
dekomposisi.

Untuk k > 3, banyaknya dekomposisi dari K;j1
dapat dilihat pada Tabel 4. Berdasarkan Tabel 4,
dekomposisi graf G =K,y =H ©@H, ®H; D
H, @ ..® H, dengan H; = G[E;] = (3341 di mana
E; = {vovi, ViVis1, Vit1V(i+2k-1) mod (2k)»

VU(i+2k-1) mod (2k)Vi+2» Vi+2V(i+2k-2) mod (2k),
V(i+2k-2) mod (2k) Vi+3» Vi+3V(i+2k-3) mod (2k)» *** »
Vitk+1Vitro Visx Vo untuk 1 < i < k.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa E(H;) N
E(H;) = @ untuk setiap { dan j dengan i # j dan 1 <
i,j < k. Andaikan E(H;) N E(H;) # @ untuk suatui #
j maka 3vyv, € E(H;) N E(H;). Hal ini berarti bahwa
VoV € E(H;) dan vavy, € E(H;) . Jika vovy € E(H;)
maka vV, =vov; dan jika vov, € E(H;) maka
VoV = V,v; . Akibatnya vov, = vov; = vyv;, maka
i=j.

Jadi, terbukti bahwa E(H;) NE(H;) =@ untuk
setiap i dan j dengani # jdan1 <i,j <k.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa U¥, E(H;) =
E(Kyps1) -
pembuktian Teorema 3.1, dapat ditunjukkan bahwa
U?:l E(H;) = E(Kag41)-

Dengan demikian terbukti bahwa graf lengkap

Dengan cara yang serupa dengan

Kjk+1 dapat didekomposisi menjadi k subgraph
sikel Hamilton Cyj 4.

Contoh 3.4:

Graf lengkap K; pada Gambar 9 dapat

didekomposisi menjadi 3 subgraf sikel Hamilton C,.
(5] U2

Gambar 9 Graf Lengkap K,
Misal himpunan titik K, adalah {vg, vy, v,, v3, vy, Vs,

ve}. Graf K; dapat didekomposisi menjadi 3 subgraf
sikel Hamilton C; sebagai berikut.

Hy = G[{vovy, v1;, V5V, V6 V3, V3Vs, Vs, V4V,

Hy, = G[{vov,, V303, V31, V1V, UyVg, Vg Us, VsVp}], dan
H; = G[{vovs, v3vs, V40;, Vo Vs, Vs V1, V1V, VeVo}]-
Untuk setiap subgraf H,, H,, dan H; dapat dilihat
pada Gambar 10.
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Gambar 10 Subgraf dari Graf K; dalam bentuk sikel
Hamilton C,

Untuk selanjutnya, diberikan graf K, dan graf Kj.

Graf K, pada Gambar 11 dapat didekomposisi

menjadi satu sikel Hamilton €, dan satu perfect

matching.
U1 Vo
Uy U3
Gambar 11 Graf K,

Misal himpunan titik K, adalah {vy, v,, v;,v,}. Graf
K, dapat didekomposisi menjadi satu subgraf sikel
Hamilton C, dan satu perfect matching sebagai
berikut.

Hy = G[{v1vz, v,v3, V304, v4v1}] dan

Hy = G[{vyv3, v,u,}].

Subgraf H; dan H, diberikan pada Gambar 12.
m™m U9 (o] Vo

Vg U3 V4 v3
H H,
Gambar 12 Sikel Hamilton C, dan perfect matching
dari graf K,
Graf K¢ pada Gambar 13 dapat didekomposisi

menjadi dua sikel Hamilton C; dan satu perfect

matching.
U1 V9
Vg U3
Us (2
Gambar 13 Graf K,

Misal himpunan titik K4 adalah {vy, v,, v3, v, V5, V6 }.
Graf K, dapat didekomposisi menjadi dua subgraf
sikel Hamilton C, dan satu perfect matching sebagai
berikut.

Hy = G[{v1v;, V303, V3Vs, V4 Vs, Vs Vs, Ve V1 3],

H, = G[{v1V3, V3V, VgV, VyVy, U Us, UsVy }], dan
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Hz = G[{v,vs, V206, V3V5}].
Subgraf H;, H,, dan H; diberikan pada Gambar 14.

(] Vo v Va

vg U3 rs K]
U5 Uy U5 V4
H, Hy
U1 Vg
Vg v3
Vs V4
Hs
Gambar 14 Sikel Hamilton Cy4 dan perfect matching

dari graf K,
PENUTUP
SIMPULAN

Penelitian ini membahas topik dekomposisi graf
lengkap K, dan Kji,;. Berdasarkan hasil dan
pembahasan, maka diperoleh kesimpulan sebagai
berikut:

1. Graf lengkap K,, dengan k =1 merupakan
K, — dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk
subgraf yang terdiri dari graf bipartit lengkap
K, dan merupakan kK, — dekomposisi yaitu
partisi graf berupa k subgraf tidak terhubung
yang masing-masing isomorfik terhadap graf K,.

. Graf lengkap K,p,; dengan k =1 merupakan
K, — dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk
subgraf yang terdiri dari graf bipartit lengkap
K, dan merupakan C,;.; — dekomposisi yaitu
partisi graf berbentuk subgraf yang terdiri dari
graf sikel Hamilton Cyj1.

SARAN

Pada penelitian ini, penulis hanya memfokuskan
pembahasan masalah mengenai dekomposisi pada
graf lengkap K,, dan K,,,; . Dalam penelitian
terdapat teorema serta bukti dan aturan yang dapat
digunakan sebagai acuan untuk menentukan
dekomposisi graf lengkap K,; dan K,,,, dengan k
yang sangat besar.

Penelitian ini dapat

dilanjutkan  dengan

menyusun pola umum dari dekomposisi graf
lengkap K, dengan n bilangan genap menjadi lnT_lJ
sikel Hamilton dan satu perfect matching. Sehingga,
dapat memperluas pemahaman terhadap struktur
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graf yang serupa dan memungkinkan penerapannya
pada kelas graf yang lebih kompleks.

Secara umum, graf tidak hanya terbatas pada jenis
graf lengkap saja, melainkan terdapat berbagai
macam jenis graf lainnya. Selain itu, dekomposisi
suatu graf tidak bersifat unik, sehingga dari satu graf
yang saman dapat dihasilkan berbagai bentuk
dekomposisi. Oleh karena itu, penulis menyarankan
agar pembaca mempertimbangkan dekomposisi dari
jenis graf yang berbeda atau mencoba menemukan
bentuk dekomposisi lain dari graf yang telah dibahas
sebelumnya.
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