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Abstrak
Salah satu kelas kode siklik nonlinier adalah Kode SSRS (Subspace Subcodes of Reed-Solomon). Kode
SSRS merupakan subset kode RS (Reed-Solomon) atas GF(2™) yang semua komponen katakodenya
berada di subruang GF (2™) berdimensi v. Kode SSRS tidak linier atas GF(2") tetapi linier atas GF (2).
Banyaknya katakode di kode SSRS adalah 2X(©%) dengan K(C,S) adalah dimensi kode SSRS atas

GF(2).

Kata kunci: Kode SSRS, kelas kode Reed-Solomon, dan kode nonbiner.

Abstract
One of class of nonlinear cyclic codes is SSRS (Subspace Subcodes of Reed-Solomon) codes. SSRS codes are a
subset of RS (Reed-Solomon) codes over GF (2™) whose components are all of the RS codewords that lie in v-
dimensional vector subspace of GF(2™). They are not linear over GF (27) but linear over GF (2). The number
of codewords in a SSRS code is 2€(©9) with K(C, S) is the dimension of SSRS codes over GF (2).

Keywords: SSRS codes, class of Reed-Solomon codes, and nonbinary codes.

1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Kode RS (Reed-Solomon).adalah salah satu kode yang
mampu mengoreksi banyak kesalahan (multiple error).
Karena keunggulannya dalam mendeteksi dan mengoreksi
kesalahan, maka kode RS ini banyak digunakan dalam
sistem telekomunikasi.

Salah satu kelas kode RS adalah kode SSRS. Kode
SSRS merupakan kode RS atas GF(2™) yang semua
komponennya berada pada subruang GF(2™). Misalkan
S adalah subruang GF(2™) yang berdimensi v, maka
kode SSRS tidak linier atas GF(2Y) . Karena
ketidaklinieran kode SSRS atas GF (2”), maka kode SRS
merupakan salah satu kelas kode nonlinier.

Karena kode SSRS adalah kode nonlinier, maka untuk
menghitung banyak katakode di kode SSRS kita harus
mendaftar satu per satu katakode di kode SSRS. Jika nilai
n (panjang katakode) besar, maka kita akan kesulitan
mendaftar katakode di kode SSRS, sehingga pada
makalah ini dibahas bagaimana mengetahui banyaknya
katakode di kode SSRS tanpa mendaftar katakode di kode
SSRS satu per satu, yaitu menggunakan teorema yang

menyatakan dimensi biner kode SSRS yang penulis ambil
dari jurnal Hattori Mayasuki, Robbert J. McEliece dan
Gustave Solomon yang berjudul Subspace Subcodes of
Reed-Solomon Codes.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan
masalah  dalam makalah ini adalah berapa banyak
katakode di kode SSRS.

1.3 Tujuan Penulisan
Berdasarkan rumusan

penulisan makalah adalah

katakode di kode SSRS.

masalah di atas, tujuan
mengetahui  banyaknya

1.4 Batasan Masalah

Pada makalah ini tidak dibahas dekoding kode SSRS
dan kode SSRS yang dibahas adalah kode SSRS atas
GF(2™). Larik yang dimaksud pada makalah ini adalah
array.

1.5 Manfaat Penulisan
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Adapun manfaat dari penulisan makalah ini antara
lain:

a. Bagi penulis, sebagai tambahan informasi  dan
wawasan mengenai kode SSRS.
b. Bagi pengguna matematika, sebagai tambahan

pengetahuan bidang matematika, khususnya bidang
pengkodean.

1.6 Metode Penulisan
Metode yang digunakan di sini adalah metode kajian

pustaka. Adapun langkah-langkah dalam penulisan

makalah ini adalah :

a. Mengumpulkan informasi yang berhubungan dengan
materi terkait serta membaca, memahami dan
menelaah beberapa buku dan referensi lain, seperti
jurnal ilmiah, hasil penelitian terdahulu, dan lain-lain.

b. Menuliskannya ke dalam bentuk makalah.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas definisi formal kode SSRS
serta konjugat lapangan, trace, subruang trace-dual,
konjugat modulo n, koset siklotomik modulo n, larik
sikltomik modulo n, dan matriks siklotomik modulo n
yang digunakan untuk menghitung dimensi biner kode
SSRS. Selain itu, dibahas teorema yang menyatakan
dimensi biner kode SSRS vyang digunakan untuk
menghitung banyaknya katakode ‘di kode SSRS' dan
beberapa lemma dan teorema yang berhubungan dengan
kode SSRS serta akan diberikan contoh bagaimana
menggunakan teorema dimensi biner kode SSRS untuk
menghitung banyak katakode di kode SRSS jika diberikan
kode RS atas GF(2™) dan subruang GF(2™).

2.1 KONJUGAT,
TRACE-DUAL

TRACE, - DAN  SUBRUANG

Definisi 2.1.1 (Konjugat) Misalkan GF(p™) perluasan
lapangan GF(p) dan a € GF(p™). a,a?,aP’, ..., aP"
disebut konjugat a.

Definisi 2.1.2 (Trace) Misalkan « € GF(p™). Trace a
atas GF (p?), dinotasikan dengan TrJ"(«), didefinisikan
dengan:

(f-1)d

Tr]*(a) = a+ o +ab 4t a? , (2.1.1)

m

dengan d|m dan f = —.
Contoh 2.1.1
Diberikan GF (2*) sebagai berikut:
Misalkan (x* + x + 1) = I, maka

GF(2*) = Z,[x]/{x* + x + 1)

10

={LI+1,1+x]+A+x),I+x%1+(1
+x9),1 + (x + x2),
I+A+x+x),I1+ 23,1+
A+x3),T+ (x+x3), T+ (x? +x%),
I+A+x+x3),T+ @ +x>+x%),1+
(x + x% 4+ x3),
I+ (1+x+x%+x3)).
Elemen tak nol a =14 x adalah elemen primitif
GF (2%), sehingga diperoleh:

a’®=1+1 al=1+(1+x?)
al=1+x a’ =1+ (x+x%)
a’ =1+ x? a® =1+ (1+x+x?)
ad =1+ x3 att =1+ (x+x%+x3)

a*t=1+(1+x)

a’ =1+ (x +x?)

a® =1+ (x?+x%
a’ =1+ +x+x%)
Jika elemen lapangan a; + a;x + a,x% + a;x3 disajikan
dalam bentuk 4-tupel (aya;a;az) dengan mengurutkan
dari pangkat terkecil ke pangkat yang besar, maka dengan
penyajian tersebut, elemen GF(2*) adalah:

a? =1+ (1 +x+x*+x%)
a® =1+ (1 +x*+x%)
a* =1+ 1+x%

a® = 1000 a® = 1010
a! = 0100 a® = 0101
a? = 0010 al% = 1110
a3 = 0001 ol = 0111
a*=1100 al2 =1111
a® = 0110 al® = 1011
a® =0011 al* = 1001
a’ =1101

Konjugat a® = 0001adalah

a3 = 0001

(@®)? = a® =0011
@)? = a2 = 1111
(@®)? = a° = 0101,

dan Tr*(a®) adalah 1000.

Teorema 2.1.1
Jika d|m, maka Tr{" (x) = Tr{(Trj" (x)).
Bukti:

Misalkan f = T

Tri (Tr (x)) = Trf (x + P P

= (x Pt x”(f_l)d) + (x +x?"

m

(f-Dd

+

e (et bt

R G A
xp(f—l)d)pd—l

= (x4 2704 ™) 4

(x” 4 Hd bt & xp(f—l)d+1) +
(20" + 277 e 0V 4
et (xpd_l + xPZd_l 4ot
x4

2 d-1 d
=x+xP+xP +--+xP  +xP +
d+1 d+2 2d-1

PP P et
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xp(f—l)d xp(f—l)d+1 xp(f—l)d+2

+ + +
cee + xpfd_l
—x4xP x4
m-—1

—x+xP +xP ot xP
=Tr"(x). m

Definisi 2.1.3 (Basis dual)
Diberikan A = {ay, ay, ..., a,,_1} adalah basis untuk

GF(2™) basis dual untuk A  adalah
B = {Bo,B1, » Bm-1} € GF(2™) dengan
T (ah) = o 2 (212)
1A% Py 0,i # j. o

Dalam [13, hal. 110] dijelaskan bagaimana menentukan
basis dual ini:

1. definisikan matriks persegi A atas GF(2) dengan ordo
m x m dengan 4 = (a;; )Z:} dan a; = Tr" (a;;),
misalkan B = A~! maka jika entri (k,j) matriks B
dinotasikan dengan b; maka basis dualnya adalah

m—1
g = Z by j=01,..,m—1
0

k=
Jika x € GF(2™), maka x dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linier basis yaitu:

m—1
x=szaj, 7, € GF(2),
j=0

z; disebut komponen biner ke-j dari x yang ditentukan
dengan

z =Tr*(xf;), j=01,..m—-1 (213)
Dalam [13, hal. 110] juga dijelaskan basis dual selalu ada

dan tunggal.

Contoh 2.1.2

Basis untuk GF(2*) pada contoh 2.1.1 adalah
{1,a,a? a®}, sehingga diperoleh matriks A dan B
sebagai berikut:

0 0 0 1 1 0 0 1
oo 10 , oo 10
A_0100’B_0100

1 0 0 1 1 0 0 O
Basis dual untuk {1,a,a? a3} adalah g, =1+ a® =

a'*, B = a?, B, = a, dan f; = 1.

Definisi 2.1.4 (Subruang Trace-Dual)

Misalkan S subruang berdimensi v dari GF(2™) .
Subruang trace-dual untuk S, yang dinotasikan dengan
S+, adalah subruang berdimensi u dari GF(2™) dengan
u=m—v sedemikian  hingga Vx € S dan vy €St
berlaku :

Vx €S
Tri"(xy) =0 {Vy csl (2.1.4)

Basis yang merentang subruang trace-dual disebut basis
trace-dual.

Contoh 2.1.3

11

Basis yang merentang GF (2*) adalah A = {1, @, a?, a3 }.
Kemudian diberikan S; = {0,a° a,a*}, S, = GF(2%)
dan S; ={0,a% a,a? a* a® a8 a'} adalah subruang
GF(2*) yang masing-masing subruang secara berurutan
direntang basis B, = {1,a},B, = {1,a,a? a®} dan
B; ={1,a,a?}, maka St =5, Sy ={0} dan Sy
{0, a®}.

2.2 KONJUGAT MODULO n DAN KOSET
SIKLOTOMIK MODULO n

Definisi 2.2.1 (Konjugat Modulo n)

Diberikan n adalah bilangan bulat positif ganjil dan m
adalah bilangan bulat positif terkecil sedemikian hingga
n|2™ — 1. Jika i dan j adalah bilangan bulat dengan
0<i<n—-1dan0<j<n-—1, maka i dan j disebut
konjugat modulo n jika dan hanya jika 3s € Z 3 25i =
j(mod n).

Contoh 2.2.1
Diberikan n = 15. Bilangan bulat positif terkecil m yang
memenuhi 115|2™ — 1 adalah m =4. Untuk i =j =3
merupakan konjugat modulo 15 karena 3s = 0 3 2°.3 =
3(mod 15). Sedangkan untuk i # j dengan j = 3, ada 9
dan 3, 12 dan 3, 6. dan 3 juga merupakan konjugat
modulo 15 karena ada s sedemikian hingga

2.9 = 3(mod 15)

2212 = 3(mod 15)

23.6 = 3(mod 15).

Teorema 2.2.1

Konjugasi modulo n adalah relasi ekuivalensi pada
himpunan bilangan bulat

Bukti:

Akan ditunjukkan, konjugasi modulo n-memenuhi sifat
refleksif, simetris, dan transitif.

1) (Refleksif) a = a(mod n)

Ambil sebarang a € Z dengan 0 < a<n-—1.a dan a
adalah konjugat modulo n, karena ada s = 0 sedemikian
hingga 2°a = a = a(mod n).

2) (Simetris) 25a = b(mod n) - 2'b = a(mod n)
Ambil sebarang i a,b €Z dengan 0<a<n-1 ,
0<b<n-—1,dan
2%a = b(mod n).
Kedua ruas dikalikan 2™~* dan diperoleh:
2m=52%a = 2™ h(mod n)
2™a = 2™ *b(mod n).
Karena m adalah bilangan bulat terkecil yang memenuhi
n|2™ =1, n|2™ =1 o 2™ = 1(mod n). Jadi,
la = 2™ b(mod n)
a = 2" b(mod n)
2m=5h = a(mod n).
Karena ada t=m—s sedemikian hingga 2'b =
a(mod n), maka b dan a konjugat modulo n.
3) (Transitif) 25a =b(modn) dan  2'b
c(mod n) - 2*a = c(mod n)
Ambil sebarang a,b,c€Z dengan 0<a<n-1,
0<bhb<sn—-1,0<c<n-—1,dan
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2°a = b(mod n) (2.2.1)
2th = c(mod n). (2.2.2)
Dari (2.2.1) dan (2.2.2) diperoleh 2°a — b = kyn, 3k, €
Z dan 2'h — ¢ = k,n, 3k, € Z. Dengan menggantikan
b = 2%a — kyn ke (2.2.2), diperoleh
2'(2%a—kn) —c =kyn
2t5a — 2kin — ¢ = kyn
2'5a — ¢ = kyn+ 2tkin
2t5a — ¢ = (ky + 2%k;)n. (2.2.3)
Dari (2.2.3), diperoleh 2t*Sa = ¢ (mod n). Karena ada
u =t + s sedemikian hingga 2“a = c(mod n), maka a
dan ¢ konjugat modulo n.

Dari 1), 2), dan 3) terbukti bahwa konjugasi modulo n
adalah relasi ekuivalensi.m

Karena konjugasi modulo n merupakan relasi ekuivalensi
maka diperoleh kelas-kelas ekuivalensi.

Definisi 2.2.2 (Koset Siklotomik modulo n)
Kelas-kelas ekuivalensi pada relasi konjugasi modulo n
disebut koset siklotomik modulo .

Jika j € Z,,, maka koset siklotomik yang memuat j dapat
dinyatakan sebagai himpunan {j, 2j,...,2%71j} yang
dinotasikan dengan ;, dengan d adalah bilangan bulat
positif terkecil yang memenuhi 2¢j = j(mod n), dan d
disebut dengan derajat j, yang dinotasikan dengan
d = degif}).

Untuk selanjutnya didefinisikan f; =dﬂj dan I, adalah

himpunan semua bilangan bulat terkecil pada setiap koset
siklotomik modulo n.

Contoh 2.2.2

Koset siklotomik modulo 15 dapat dinyatakan sebagai
himpunan {j, 2j, ...,2%71j} yang dinotasikan dengan €,
dengan 0 <j <14 . Bilangan bulat positif m yang
memenuhi 15|2™ — 1 adalah m = 4. Kemudian, dicari
bilangan bulat positif terkecil d yang memenuhi 2¢j =
j(mod n),dengan 0 < j < 14.

Untuk j = 0, bilangan bulat positif d, yang memenuhi
2%0 = 0(mod 15) adalah d, = 1, sehingga Q, = {0}
dan f, = 1.

Untuk j = 1, bilangan bulat positif d; yang memenuhi
2911 = 1(mod 15) adalah d,; =4 , sehingga Q,
{1,248} dan f; = 1.

Dengan cara yang sama, diperoleh d; dan f; untuk
j € I;5 ={0,1,3,5,7} adalah:

Q = {0} dy =1 fo=4
Ql = {1,2,4’,8} d1 =4 fl =1
Qg = {3,6,12,9} d3 =4 f3 =1
Q‘S = {5,10} d5 =2 f5 =

Q, ={7,14,13,11} d, =4 =1

Definisi 2.2.3 (Larik Siklotomik modulo n)

12

Larik siklotomik modulo n adalah larik bilangan bulat
dengan |I,| baris dan m kolom, yang baris ke- j
berkorespondensi dengan koset siklotomik ke-j.

Karena itu, larik siklotomik modulo n merupakan matriks
bilangan bulat berordo |I,,| X m yang entri-entrinya
adalah bilangan bulat modulo n dan entri ke-(j,i) =
j2(mod n) dengan j € I, dani € {0,1,...,n — 1}.

Contoh 2.2.3
Dari contoh 2.2.2 dapat dibentuk larik siklotomik modulo
15 sebagai berikut:

Index i

0 1 2 3
j=0 0 0 0 0 do=1 fo=4
j=1 1 2 4 8 d=4 fi=1
j=3 3 6 12 9 d; =4 f3=1
j=5 5 10 5 10 | ds=2 fz=2
j=7 7 14 13 11 | d; =4 f,=1

2.3 MATRIKS SIKLOTOMIK MODULO n

Misalkan S adalah subruang dari GF(2™) atas GF(2)
yang berdimensi v'dan basis trace-dual yang merentang
subruang trace-dual S* adalah {y, y1, ..., ¥-1}-

Definisi 2.3.1 (Matriks Siklotomik)

Diberikan himpunan J dan koset siklotomik modulo n.
Himpunan J adalah himpunan bilangan bulat yang
elemennya dipilih dari {0,1,...,n — 1} yang membentuk
barisan aritmatika modulo n yang bedanya prima relatif
dengan n . Kemudian, didefinisikan J; =] nQ; untuk
setiap j € I, . Misalkan ¢ = |J;| adalah banyaknya
elemen J; dan A; adalah himpunan bilangan bulat i yang
memenuhi j2! mod n €J; dengan 0 < i <m — 1, maka
[4=187= ¢ dengan

Ay = o lay sl fy o<y < <dg. (23.1)
Matriks siklotomik ke-j, yang dinotasikan dengan [},
yang terkait dengan (; didefinisikan sebagai matriks
dengan ordo . X a; yang berbentuk:

. . m—ig.—1
om=ig om—ig 2 j
[Yo 0 Yo |
zm—io 2m—i1 m-—ig.—1
2 J
L= ¥i Y1 Yo ) (2.3.2)
. . m—ig;—1
m—ig om—i 2 ]
lyu_1 Yi-1 Yi-1 J

dengan {y, ¥1, -, ¥, } adalah basis trace-dual.

Contoh 2.3.1

Diberikan subruang GF(2*) adalah S = {0,a°, a, a*} .
Subruang trace-dual untuk St = S. Kemudian diberikan
J =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} dan koset siklotomik modulo 15
pada contoh 2.2.2, sehingga diperoleh I;5 = {0,1,3,5,7}
dan larik siklotomik modulo 15 adalah:

Index i
0 1 2 3
j=0[0 0 0 0] =0 4,=0
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j=1|1 2 4 8 e =4 A; ={01,2,3}
j=313 6 12 9 ;=3 A;={0,1,3}
j=5|5 10 5 10| es=1 A;=1{02}
j=77 14 13 11 =1 A; ={0}
Sehingga matriks siklotomik untuk S adalah:

r= 1 1 1 1]

1= 6{ alB (X14 (12 '

I; = [a 8 a2

1 1
E=ly ol
it
I; = [a]

2.4 KODE SSRS

Diberikan lapangan GF (2™), bilangan bulat positif ganjil
n dengan n|2™ — 1, akar ke-n kesatuan primitif di
GF(2™), misalkan «a, dan himpunan /. Himpunan J
adalah himpunan k, bilangan bulat yang elemennya
dipilih dari {0,1,..,n— 1} yang membentuk barisan
aritmatika modulo n yang bedanya prima relatif dengan
n. Kemudian didefinisikan C(J) adalah kode RS dengan
parameter (n, ko, dy) atas GF(2™), dengan polinomial
cek paritas h(x) dan polinomial pembangkit g(x)
sebagai berikut:

h(x) = l_[(x — o) 2.4.1)
Jj€l

gx) = H(x —al), (2.4.2)
j€l

dengan j adalah himpunan n — kg bilangan bulat yang
membentuk komplemen J sedemikian hingga x™ —1 =

g()h(x).

Karena C(J) merupakan kode RS atas GF(2™) dengan
parameter (n,kq,dy) , maka C(J) terdiri atas semua

vektor € = (Cy, Cy, ...,Cp_1) dengan C; € GF(2™). Jika
C dinyatakan dalam polinomial, maka C; adalah
koefisien—koefisien pada polinomial tersebut. Dengan
menggunakan  polinomial  Mattson-Solomon P (x)
diperoleh:
C; = P(ab), i=01,..,n—1, (2.4.3)
dengan

PC)=) g¥, Vg EGEQM). | (244)

jel

Untuk selanjutnya, jika diberikan™ himpunan J, maka
himpunan J adalah "himpunan k, bilangan bulat yang
elemennya dipilih dari {0,1, ..., n — 1} yang membentuk
barisan aritmatika modulo n yang bedanya prima relatif
dengan n. Dan himpunan yang elemen-elemennya adalah
¢ untuk j € J dinotasikan dengan C;.

Definisi 2.4.1 (Definisi Formal Kode SSRS)
Diberikan € (n, kg, dy) adalah kode siklik RS atas
GF(2™) dan S adalah subruang dari GF(2™) berdimensi

a, v 8ubspace subcode yang terkait dengan C dan S, yang
a; eirdtasikan dengan Cg, didefinisikan sebagai himpunan
as katakode C yang semua komponennya berada di S.

a7 = 1

Contoh 2.4.1
Diberikan C adalah kode RS atas GF(24) dengan
parameter (5,3,3) dan S =1{0,a% a,a* a a'l,a®}
adalah subruang GF(2*) atas GF (2) yang dlrentang basis
{a® a,a®} . Kode C; adalah kode C yang semua
komponennya berada di S. Salah satu katakode di Cg
adalah a*a'3a®a’®a'! yang merupakan kode RS atas
GF (2*) dengan:

h(x) = (x —a)(x — az)(x —a )

=x3+alx? +a®3 x+a
gx) = (x-a®)(x—a*) =x% + ax + a*.

Kaode Cs kode nonlinier atas GF (2") sehingga banyaknya
katakode di Cg tidak selalu perpangkatan 2V . Akan
tetapi, Cs adalah kode linier atas GF (2) sehingga untuk
menentukan banyak katakode di Cs bisa menggunakan
sifat C; yang merupakan kode linier atas GF (2). Karena
Cs kode linier atas GF (2), maka banyaknya katakode di
Cs adalah perpangkatan 2.

Misalkan dimensi Cs atas GF(2) adalah K(C, S) dan |Cs|
adalah banyaknya katakode di Cg, maka

|Cs| = 2K, (2.4.5)
dan dimensi untuk Cg atas S-adalah:
1
k(C,8) ==K(C,$) = Slog|Cq] . (2.4.6)

2.5 DIMENSI KODE SSRS

Diberikan P(x) adalah polinomial atas GF(2™) yang
berderajat n — 1 dengan n|2™ — 1, maka
n—1

P(x) = Z Pxi, P €GF@M). (2.5.1)
j=0
Kemudian, didefinisikan —polinomial P(x) sebagai
berikut:
P(x) = Trlm (P(x)) mod (x" — 1) (2.5.2)
Z P (2.5.3)

Lemma 2.5.1

Diberikan P(x) yang didefinisikan oleh (2.5.1) dan P (x)
oleh (2.5.2) dan (2.5.3). Misalkan « adalah akar ke-n
kesatuan primitif -di GF(2™), maka Tr"(P(x)) =
0 untuk x € {1,a,a?,...,a™ 1} jika dan hanya jika
B =0untuk j=0,1,..,n— 1.

Bukti:
(<) Karena % =0 untuk j=0,1,..,n—1, maka
P(x) = 0 sehingga

Px)=0=Tr" (P(x)) mod (x" — 1). (%)

13
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Dari (x) diperoleh x™ — 1|Tr{"(P(x)). Karena a adalah
akar ke-n kesatuan primitif di GF(2™), maka x" =1
untuk  x € {1,a,a?..,a® '} , sehingga x"—
1|Tr"(P(x)) = 0|Tr{" (P(x)) . Karena 0|Tr"(P(x)),

maka Tr{" (P(x)) = 0 untuk x € {1,a,a?, ...,a™'}.
(=) Karena Tr{*(P(x)) =0 untuk
x €{l,a,a?..,a™'} , maka diketahui P (x)

mempunyai n akar yang berbeda. Karena P (x) berderajat
n — 1, maka P (x) mempunyai paling banyak n — 1 akar
yang berbeda di sebarang lapangan perluasan GF(2),
sehingga P (x) adalah polinomial nol yang Koefisien —
koefisiennya adalah nol untuk j = 0,1,...,n—1. m

Lemma 2.5.2

Diberikan P(x) yang didefinisikan oleh (2.5.1) dan P (x)
oleh (2.5.2) dan (2.5.3) . Jika d = deg(j) untuk j €
{0,1,2,...,n — 1}, maka

szml

dengan m adalah bllangan bulat positif terkecil yang
memenuhi n|2™ — 1 dan 2¢j, 2™~ dalam modulo n.

Bukti:
Karena % adalah koefisien x/ di P(x), maka untuk
menentukan P, digunakan P(x) yang didefinisikan

sebagai:

Px) =Tr" (P(x)) mod (x™ — 1). (2.5.4)
Karena P(x) =R P x9, maka
Plx) = (P(x)) mod (x™—1)
= z Tr" (B,x9) mod (x™ — 1)
- Z(ngg) +(B) 4
g=0 ar
+ (ngg)2 mod (x" — 1)
n—1
= D (Rx?) + (R0 £
g=0
+ (P;m_lxzm_lg) mod(x"
—1). (2.5.5)

Karena pangkat yang muncul pada ekspansi Tr{"(P,x9)
adalah konjugat g modulo n; yaitu, g,2g,... ,2™ g,
maka untuk k €{g,2g,..,2" g} berlaku
x* mod (x® —1) = x9, sehingga untuk g € Q;, P, di
P(x) adalah koefisien x9 di P(x).

Dari (2.5.5) diperoleh suku polinomial-P(x) dengan
pangkat g dan € &; , %, (x), sebagai berikut:

P = (B + B+ B 4t BT,
sehingga
2 m—1
P=P+P+P 4+ 4P
m—1
pZ (2.5.6)
1=0
dengan 2! dan g dalam modulo n.
Karena n|2™ — 1, maka 2™j = j (mod n), (2.5.7)

14

Sehingga ada d sedemikian hingga m =d untuk
j€f{01,2,..,n—1}.

Karena d = deg(j), maka untuk setiap g € Q,, ada
bilangan bulat i dengan i € {0,1,...,d — 1} sedemikian
hingga 2!{gmodn =j , sehingga 2!g = j(modn) .
Karena konjugasi modulo n bersifat simetris, maka
berdasarkan teorema 3.2.1 ada t =m —i sedemikian
hingga 2¢j = g(mod n) atau dapat ditulis 2¢j mod n =

g . Berdasarkan (2.5.7), maka i € {0,1,...,m — 1} juga
memenuhi 2{gmodn =j . Dengan mengganti g =
2tj = 2m=4j dan [ dengan i € {0,1,..,m — 1}, maka
diperoleh:
m—1
_ 2t
P = Z Pin-y;. (2.5.8)
i=0
Karena
2i2m™ Y mod n = j
2mH(2Y) mod n = j,
maka
Z pz (2.5.9)

dengan 2™~ i dan 2'j dalam modulo n.m

Lemma 2.5.3
Jika j; dan j, adalah konjugat modulo n maka 7, dan
%, adalah konjugat di GF (2™).

Bukti:

Karena j; dan j, adalah konjugat modulo n dan jika j;
dan j, berderajat d, maka 2°j; =j, (mod n) dengan
se{01,. — 1}, sehingga 2°j;mod n= j, . Untuk
membuktlkan %, dan 7, adalah konjugat di GF(2™),
maka akan dltunjukkan P2sjimod n = ?jzzs Dengan

menggunakan lemma 3.5.2 untuk menghitung ?jis maka
akan diperoleh:

m—1
25 om—i
B, = (Z Pz"jz )
i=0
m-—1
_ z'm—izs
= 2 (2.5.10)
i=0
Karena 2™ 2 modn=j, , maka 2m 2{j, =

Jj» (mod n) . Karena kongruensi bersifat transitif dan
25j, = ji(modn) , maka 2™ 72ij, =j,(modn) ,
sehingga dengan mengalikan kedua ruas dengan 2°
diperoleh:

2m-1(2521),) = 25j; (mod n).
Dari (2.5.11) diperoleh:

m—1

25 _
:sz - z
i i=0

i=0
dengan 2°j;dalam modulo n. m

(2.5.11)

2m l25
P =
2L,

Teorema 2.5.1 (Dimensi Kode SSRS)

Diberikan himpunan J dan sebuah kode siklik RS
C(n, ko, dy) atas GF(2™) yang didefinisikan sebagai
C(J) . Misalkan S adalah subruang berdimensi v dari
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GF(2™) yang direntang oleh basis {8, B1, .-, By—1} dan
S+ adalah subruang trace-dual dari S berdimensi u yang
direntang oleh basis {yo, ¥1, .., 7,1}, dengan p = m — v.
Misalkan 7; adalah rank matriks siklotomik ke-j, I; .
Dimensi biner kode Cg, yang dinotasikan dengan K (C, S),
adalah:

K€ =) d(e-17) (2.6.2)
J€ln

= Z (mej —1d, ), (2.6.3)
j€ln

dengan I, = himpunan semua bilangan bulat terkecil pada
setiap koset siklotomik modulo n,
d;= banyaknya anggota koset siklotomik yang
memuat j,

¢ = banyak bilangan bulat di /; =/ ngQ; ,
dengan (; adalah koset siklotomik yang
memuat j,

a; = banyaknya bilangan bulat i sedemikian

hingga j2'mod n € J;,
m= bilangan bulat positif terkecil sedemikian
hingga n|2™ — 1.

Bukti:

Jika S adalah subruang GF(2™) yang direntang basis
B = {By, .-, By—1}, maka selalu dapat ditemukan basis
untuk GF (2™) dari perluasan basis B dengan bentuk:

B = {Bo, b1, -+, Bu—1, Bvs s Bm—1}:

Karena C adalah kode RS (n, ky) atas GF (2™), maka C
terdiri atas vektor-vektor € = (Cy, Cy, ..., C,,_1) dengan
C,EGF(2™),i=01,..,n—1 . Jika C; diekspansi
menjadi m -tupel barisan biner yang bergantung pada
basis B, maka berdasarkan definisi 2.4.1 kode SSRS
adalah himpunan katakode C yang komponen binernya
adalah nol jika berkorespondensi dengan {f,, ..., Bm=1}-
Jika basis trace-dual untuk Si dinotasikan dengan
®s = {V0, V1, -, Vu=1}, maka dapat dibentuk basis untuk
GF(2™)  dari perluasan basis ®g;  vyaitu,
{Yo, Y1, ¥Yu-1,Yu» -, ¥m—-1} = Dengan menggunakan
(2.1.5), maka kode SSRS dapat didefinisikan sebagai

himpunan katakode C dengan bentuk
C = (Cy, Cy, ..., C,_1) yang memenuhi:

m _ h=v,v+1,..,m-—1
" (n€) =0, { i=01.,n—1 2§
Jika definisi kode SSRS dikombinasikan dengan

polinomial MS yang didefinisikan di (2.4.4), maka
didapatkan persamaan yang ekuivalen dengan (2.6.4)
sebagai berikut:

h=0172 .u—1

Tri* (Z(yhcjxf)> 10, {x ef{t,a™,a™?, ., a0}

j€l
Kemudian didefinisikan polinomial P,(x) dan P, (x)
untuk h = 0,1, ...., u — 1 sebagai berikut:

(2.65)

Py (x) = Z Yax! (2.6.6)
o
P,(x) =Tr" (IJJh (x)) mod (x™ — 1). (2.6.7)

15

Tr{*(P,(x)) = 0 jika dan hanya jika P, (x) = 0 untuk
x € {1,qa,...,a™1}. Berdasarkan lemma 2.5.1, P, (x) =
0 jika dan hanya jika

h=01,..,u—1

Pn; =0 { el | (2.6.8)

dengan P, ; adalah koefisien x/ pada polinomial P, (x).
Dengan menggunakan lemma 2.5.2, didapatkan koefisien
Py, sebagai berikut:

m-—1
Prj = Z V;%m_lc}zzr? B
i=0
dengan j2¢ dan 2™~ dalam modulo n.
Karena kode SSRS adalah kode RS siklik C(J), maka

bilangan bulat i pada P,; adalah bilangan bulat i
sedemikian hingga j2'mod n € J; =] n &, sehingga

Prj = Z ve" lcj?Zi’ (2.6.9)
iEA]-

dengan A; adalah himpunan bilangan bulat i sedemikian
hingga j2'modn € J; = /N Q.
Himpunan G yang elemen-elemennya adalah ¢; dengan
J € J bersesuaian dengan sebuah katakode di Cg jika dan
hanya jika #,; = 0 untuk setiap h =0,1,...,u — 1 dan
j €J. Dengan menggunakan lemma 2.5.3, jika ji,j,
adalah konjugat modulo n atau j; dan j, berada di koset
siklotomik yang sama dan P ;,, %, juga konjugat di
GF(2™), sehingga jika P, ; = 0 untuk satu elemen j dari
koset siklotomik modulo n yang memuat j yang
diberikan, maka koefisien semua elemen yang berada di
koset' siklotomik modulo n yang memuat j adalah nol.
Oleh "karena itu, ketika menghitung banyak koefisien
himpunan ¢ ' sedemikian sehingga #,; =0 cukup
dengan membatasi j yang berada pada himpunan I,,. Jadi,
untuk  menghitung banyak himpunan (; yang
berkorespondensi dengan kode SSRS Cg sama dengan
menghitung banyak solusi sistem persamaan yang
berbentuk:
>
i€A;
Misalkan N; menyatakan banyak solusi pada sistem
persamaan Yyang didefinisikan oleh (2.7.1) . Karena
sistem persamaan di (2.7.1) hanya melibatkan variabel-
varibel pada c;, dengan [ adalah koset siklotomik ke-j,
maka Kkita bisa menghitung banyak solusi sistem
persamaan yang berkorespondensi pada tiap-tiap koset
siklotomik secara terpisah. Ini berarti bahwa total banyak
katakode di kode Cs yang dinotasikan dengan N
diberikan oleh:

NS =1_IM
JEI

Teorema 2.5.1 akrén terbukti jika kita bisa menunjukkan
bahwa

=0, h=01..,u-1j€l,. (271

(2.7.2)

N, =2ms = 245y, (2.7.3)
Jika (2.7.3) terbukti, maka dimensi biner Cs adalah
KESH=) K, K=mg-nd. (274

J€ln



MATHunesa (Volume 3 No 3)

2014

Persamaan (2.7.1) dapat dinyatakan dalam bentuk
matriks dengan menggunakan matriks siklotomik ke-j
yang didefinisikan di (2.3.2), sehingga didapatkan:

L =0T, (2.7.5)
dengan
_ am—ig szil Zm lal—l
c= C] 200 C] 201 C] Zlaj—l (2-7-6)
Matriks I; adalah matriks u X a; dengan entri ke-(h, [)
adalah ym " Jikad #=m, maka ada e; variabel berbeda

pada vektor ¢ dengan tiap-tiap variabel muncul f; kali
sebagai komponen c¢. Karena pembahasan selanjutnya
hanya membahas koset siklotomik ke-j maka indeks j
dihilangkan pada a;,d;,¢,f; , sehingga a,d,e,f
menyatakan a;, d;, e, f;.

Ada 2 kasus; yaitu, d = m dan d # m.

Kasusl.d =m

m—i
Untuk d = m, semua komponen c}.zzi pada persamaan

(2.7.6) , dengan i€ A , adalah  berbeda. Kemudian
didefinisikan variabel x; sebagai:

X = c b1=01,..,e—1. (2.7.7)

Karena pemetaan &> fzm_i’ adalah pemetaan satu-satu,
maka C; il dapat diperoleh kembali dengan tunggal dari

x;, sehingga dimensi Cg atas GF (2) adalah dimensi ruang
solusi sistem persamaan berikut;
Lx' =07,
dengan
x = [xg, %1, s Xg—1] = [X0, X1, o) Xo—1]. (2.7.9)
Karena sistem persamaan pada (2.7.8) berupa persamaan
polinomial atas GF(2™) yang membentuk ruang vektor
atas GF(2™) dan juga merupakan persamaan linier
homogen, maka himpunan solusi sistem (2.7.8)
membentuk ruang solusi. Sehingga himpunan solusi
sistem (2.7.8) adalah ruang vektor atas GF(2™) dan
dimensi Cg atas GF(2™) adalah dimensi ruang solusi
sistem persamaan (2.7.8) atau nolitas matriks /;. Nolitas
matriks I; adalah e — r, dengan e adalah banyak variabel
dan r adalah rank ;. Jadi, banyak solusi sistem (2.7.8)
adalah (2m)¢~" = 2me—dr = pd(a-r)

(2.7.8)

Kasus2.d # m

Untuk d # m, ada e komponen berbeda di ¢ dengan tiap-
tiap komponen muncul f kali. Karena indeks i;,! =
0,1,..,a—1 di (2.3.1) diasumsikan berurutan naik,
maka e komponen pertama ¢ adalah berbeda dari yang
lain dan pengulangan f Kkali di urutan yang sama,
sehingga c dapat ditulis sebagai berikut:

2m—ie—1

_ om—ig pm-—iq
€= [C Cj_zie—l ’

200 ICj_zil LN

e

om—ig—d

om—i1—d
C. i y L. il VL]
j.2t0 j.2

om—ig—1-d
j_2i€—1 )

e
am=io~(f~Dd _pm—i1~(f~1)d 2m—ie—1~(f~1)d
j.2t0 52l e b gie—1 I
Karena d adalah derajat j, maka

(2.8.1)

2¢j = j(mod n) & n|2%j — j = n|j(2* = 1) © nky =
j24-1),k €Z.
Karena n|2™ — 1, maka nk, = 2™ — 1, k, € Z sehingga
nk, =2™m -1
[y —om g
k1

j(zd =Dk, =k 2™ = 1)

24 = D (jky) = k; (2™ = 1). (2.8.2)
Dari (2.8.2) diperoleh 2¢ — 1|2™ — 1, sehingga d|m dan
GF(2%) € GF(2™) dan  GF(2™) dapat dipandang
sebagai ruang vektor atas GF(2¢) yang berdimensi
= =f. Jika a adalah akar primitif GF(2™), maka
{1,a,..,a/7'} adalah basis GF(2™) atas GF(2%)
sehingga untuk sebarang x € GF(2™) dapat dinyatakan
secara tunggal sebagai:

il

x = inaf x; € GF(29).

i=0
Sehingga setiap koefisien C]z;"l
sebagai:

"' € GF(2™) bisa diuraikan

]22 3 ~ig Z %, ol
=0

dengan x,, e GF(2%) untuk semual = 0,1,...,f — 1.
Kemudian setiap komponen ¢ akan dluralkan menjadi f
variabel di sublapangan GF(2%) . Karena 2k¢j =
j(mod n) dengan k € Z*U {0} , maka 2!(2%¢)) =
2'j(mod n) dengan i yang memenuhi 2'j(mod n) € J;
adalah elemen A;. Akibatnya, jika indeks i pada 4;, maka
i+d,i+2d,..,i+(f—1)d juga di 4; sehingga jika

mfig R

cizg di ¢, maka:
m-—ig—d

&

g g
juga di ¢
2m—ig 2m—ig—d
G, G » Ciy

=01, ..,e—1, (2.8.3)

om—ig=2d om=ig=(f-1)d
. <
Kemudian  tiap-tiap  bentuk

, 27970 anat ditulis
g
m—ig—ud
Cjzzzg 7 “dengan u € {0,1,2,...,f — 1} diekspansi ke

bentuk variabel x, ;. Dengan menggunakan (2.8.3), maka
didapatkan:

) wee

2m—ig—2d

yoann

z—ud
zm Lg—ud 2 8 4
] Zlg xg la ( -0 )
z—ud
Z [x,00'] (2.8.5)
_ Z 2 2™ (2.8.6)

=0
dengan semua superskrip dan subskrip pada (2.8.4) —

(2.8.6) dalam modulo n . Karena x,,; € GF(Zd) dan

xj;ud adalah konjugat x,; di GF(Z“), maka x2," =

Xg 1) sehingga

2m Lg—ud
1 2'9

1=0

12—“”’

u=01,..,f—1.(287)
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Jika didefinisikan dua vektor; yaitu, ¢, dan x, dengan
panjang f sebagai berikut:

_ am—ig szigfd meigf(ffl)d
€y = [Cj_zl-g ,Cj_zig ,...,c],_zl-g ] (2.8.8)
Xy = [xg,O'xg,lﬂ ...,xg,f_l], (2.8.9)
maka (2.8.7) bisa dinyatakan sebagai:
c, =Vxp, (2.9.1)

dengan V adalah matriks Vandermonde f X f yang
didefinisikan sebagai berikut

1 al a? afb
1 al.rd az.z*d a(f—l).Z’d

V=1 g2 a2 aF-D27% [(2.9.2)
l; gz goaune L0204

Karena m = df dan a akar pFimitif GF(2™) serta V
matriks nonsingular, maka himpunan elemen-elemen

pada kolom kedua V: vaitu, &, a? ", a? ¢, w2 I
semuanya berbeda.
Kemudian didefinisikan 2 vektor, ¢ dan x sebagai
berikut:
c = [co, €1y vees €Coq] (2.9.3)
X =[x, X1, ) Xo_1]- (2.9.4)
Karena matriks V di (2.9.2) tidak bergantung pada g,
maka kita' bisa menyatakan hubungan ¢ dan x pada
(2.9.3) dan (2.9.4) sebagai:

cT =wxl, (2.9.5)
dengan W adalah matriks a X a sebagai berikut:
Vo 0
G et e (2.9.6)
0 0 1%

Vektor ¢ yang didefinisikan di (2.7.6) dan vektor ¢
didefinisikan di (2.9.3) memiliki dimensi sama, misalkan
a, dan komponen-komponen yang sama memiliki urutan
yang berbeda! Dengan kata lain, kedua vektor dari ¢ dan
¢ adalah permutasi satu sama lain. Karena sebarang
permutasi vektor bisa dinyatakan dengan perkalian

sebelah Kiri dengan -matriks permutasi nonsingular,
misalkan Q, maka diperoleh:
" =Qc”. (2.9.7)

Dengan mensubstitusikan (2.9.5) dan (2.9.7) ke (2.7.8),
diperoleh:

Fowx" =07, (2.9.8)
sehingga banyak solusi sistem persamaan (2.7.5) sama
dengan banyak solusi sistem (2.9.8) karena transformasi
linier matriks nonsingular tidak mengubah dimensi ruang
solusi. Karena sistem persamaan di (2.9.8) adalah
himpunan u persamaan linier pada a variabel yang
berada di sublapangan GF(2%), maka banyaknya solusi
adalah perpangkatan 2¢ dan dimensi Cg atas GF(2%)
adalah ruang solusi sistem (2.9.8) atau nolitas [ ; 'yaitu,
a—r, sehingga total banyak solusi (2.9.8) adalah
Zd(a—r)_

Jadi, dimensi biner untuk kode Cs adalah

K@) =) (e 1)

J €

=) (me—75d,). m

J€ln

3.6.1 CONTOH
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Diberikan € (15, 7,9) adalah kode siklik RS atas GF (2%),
subruang GF(2*) adalah S yang direntang basis {1, a}
dan diberikan himpunan J = {1,3,5,7,9,11,13}. Subruang
trace-dual untuk S* =S. Untuk menentukan dimensi
kode Cg, diberikan koset siklotomik modulo 15 pada
contoh 2.2.3, larik siklotomik modulo 15, dan matriks
siklotomik modulo 15.

Koset siklotomik modulo 15 adalah sebagai berikut:

Qoz{o} dy=1 fo=4
Ql = {1,2,4,8} dl = 4 f1 = 1
Q; = {3,6,12,9} d; =4 fz=1
QS = {5,10} d5 =2 fs =2
Q, = {7,14,13,11} d, =4 fr=1
dengan I;; = {0,1,3,5,7}.
Larik siklotomik modulo 15 adalah:
Index i
0 1 2 3
j=0 0 0 0 0 ep=0 Ay=0
j=3 3 6 12 9 e3 =2 Az = {0,3}
j=5 5 10 5 10| es=1 As ={0,2}
j=7 7 14 13 11 e; =3 A; ={0,2,3}
Matriks siklotomik untuk'S adalah:
it
n=[]
T
il o
Tl
I; = [a ol az]-
Rank matriks 3, I3, 5 dan [; adalah . =1, 13 =15 =

= 2
Dengan menggunakan teorema 2.5.1, dimensi biner Cg
adalah

KE©S) = ) d(g-1)

J€l1s5
=4(1-1)+42-2)+2(2-2)+4(3-2)
=4,

atau
K(C,5) = Z (me; —7d;)
Jj€lis
=0(41-14)+(l2-24)+(41-22)+
(43-24)
=12-—-8
=4,

sehingga didapatkan kode SSRS dengan parameter
(15,2,14) atas Sdan banyaknya katakode di Cs adalah
2% = 16.

3. KESIMPULAN

Dari pembahasan diatas, diperoleh simpulan sebagai
berikut:

1. Kode SSRS (Subspace Subcode Reed-Solomon) adalah
salah satu kelas dari kode nonbiner RS (Reed-Solomon) C

Q Q Q Q
[SONS

Q
N »
| T T T
WNNRO
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atas GF(2™) dengan parameter (n,ky) yang berisi
himpunan katakode C yang semua komponennya berada
di subruang GF(2™) yang berdimensi v, misalkan S,
yang dinotasikan dengan Cs.

2. Misalkan dimensi Cg atas GF(2) adalah K(C,S) dan
|Cs| adalah banyaknya katakode di C;, maka |Cg| =
2K(©S) dan dimensi untuk Cg atas S adalah:

1
k(C,8) = -K(C,$) = Sog|Cq].

Menggunakan teorema 2.5.1 diperoleh dimensi  biner
kode Cg, yang dinotasikan dengan K (C, S), adalah:

K(©S) =) d(q =7)

dengan I,= himpunan semua bilangan bulat terkecil pada
setiap koset siklotomik modulo n,
d;= banyaknya anggota koset siklotomik yang
memuat j,

e, = banyak bilangan bulat di J; =/nQ ,
dengan Q; adalah koset siklotomik yang
memuat j,

a; = banyaknya bilangan bulat i sedemikian

hingga j2'mod n € J;,
m= bilangan bulat positif terkecil sedemikian
hingga n|2™ — 1,
sehingga banyaknya katakode di kode SSRS adalah
2Zjein 4(4j=1j) = pZjer, (mej—jd;).
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