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Abstrak

Misalkan X adalah sebarang himpunan tidak kosong dan G: X X X X X - R, G disebut metrik-G pada X jika untuk
setiap a, b, ¢, x € X berlaku (i) G(a, b, ¢) =0 jikaa=b =c; (ii) G(a, b, ¢c) =G(a, ¢, b) =G(b, a, c) =
G, ¢, a)=G(c, a, b)= G(c, b, a) ; (iii)G(a, a, b) >0 untuk a # b; (iv) G(a, a, b) < G(a, b, c)
untuk b # ¢; (iv) G(a, b, c¢) < G(a, x, x) + G(x, b, c¢). Kemudian pasangan (X, G) disebut Ruang Metrik-G (G-
Metric Space).Diberikan sebarang himpunan tidak kosong X € R dan f: X — X, titik x € X disebut titik tetap dari fungsi
f jika f(x) = x. Hasil penelitian ini menjelaskan sifat-sifat kekonvergenan, barisan Cauchy, dan kelengkapan pada ruang
metrik-G yang digunakan untuk membuktikan teorema titik tetap pada ruang metrik-G.

Kata Kunci: titik tetap, ruang metrik-G

Abstract

Let X be any non-empty setand G: X X X X X — R, G is called the G-metric of if for every X if for every a, b,
¢, x€X apply (i) G(a, b, ¢) =0 jika a=b =c; (ii) G(a, b, ¢) =G(a, ¢, b) =G(b, a, c) =G(b, ¢, a)=
G(c, a, b)=G(c, b, a);(iii) G(a, a, b) > 0 for a # b;(iv) G(a, a, b) < G(a, b, c¢) for b # c; (iv) G(a, b,
¢) <G(a, x, x)+ G(x, b, c). Then the pair (X, ¢) is called G-metric space. Given any non-empty set of X € R and
f:X — X, the point x € X is called fixed point of function f if f(x) = x. The results of this study explain the properties
of convergence squence, Cauchy sequence, and completeness of the G-metric space used to prove the fixed point theorem
in the G-metric space.

Keywords: fixed point, G-metric space

dalam pembuktian titik tetap pada ruang metrik-G.

PENDAHULUAN Pada tahun 2017, Yaé Ulrich Gaba meneliti tentang

Pada tahun 2006 Zaed Mustafa dan Brailey Sims  teorema titik tetap pada ruang metrik-G. Untuk itu dalam
memperkenalkan metrik baru pada himpunan tidak kosong penelitian ini penulis merasa perlu untuk membahas dan
X yaitu metrik-G (G-metric). Misalkan X adalah sebarang  mengalisis teorema titik tetap pada ruang metrik- G
himpunan tidak  kosong dan G:X XX XX =R, G lengkap yang relavan dengan penelitian Yaé Ulrich Gaba.
disebut metrik-G pada X jika untuk setiap a, b, ¢, x € X Hasil dari penelitian Yaé Ulrich Gaba akan dibahas
berlaku: (i) G(a, b, c) = 0 jika a =b = c¢;  lebih rinci dalam jurnal ini. Penelitian ini diharapkan
(ii) G(a, a, b) > 0 untuk a # b; (iii) G(a, a, b)) <  memberikan kontribusi dalam perkembangan matematika
G(a, b, ¢) untuk b #c; (iv)G(a, b, ¢) =G(a, b, di bidang analisis matematika terutama dalam topik titik
¢)=G(b, a, ¢) = G(b, ¢, a) = G(c, a, b) =G(c, b, tetap.
a); v) G(a, b, c) < G(a, x, x) + G(x, b, c).
Kemudian pasangan (X, G) disebut Ruang Metrik-G (G- KAJIAN TEORI

Metric Space). A. Ruang Metrik

Dengan adanya pengertian jarak (metrik) di dalam Definisi 2.1
ruang metrik- G, maka dapat ditinjau sifat-sifat dari Diberikan sebarang himpunan S yang tidak kosong.
kekonvergenan suatu barisan, barisan Cauchy dan Fungsi d: S xS — R disebut metrik atau fungsi
kelengkapan pada ruang metrik-G yang akan gunakan jarak pada S jika untuk setiap a, b, ¢ € S berlaku:
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a. d(a, b)=0

b. d(a, b) = 0jika dan hanya jikaa = b
c. d(a, b)=d(b, a)

d. d(a, b) <d(a, ¢)+d(c, b)

jika d merupakan metrik pada S, himpunan S yang

dilengkapi d yang dituliskan dengan (S, d) disebut

ruang metrik dan elemen-elemen S disebut titik,

d(a, b) disebut jarak titik a dengan b.
(Manuharawati, 2003)

Contoh 2.1

Misalkan X sebarang himpunan tidak kosong dan

d:X x X - R dengan d(a, b) = {(1)'3 i Z maka

pasangan (X, d) merupakan ruang metrik dan d
disebut metrik diskrit pada X.

B. Titik Tetap
Definisi 2.2 (Titik Tetap)
Titik a € X disebut titik tetap pada fungsi T: X —» X
jikaT(a) = a.
(Kreyszig, 1978)
PEMBAHASAN
Definisi 3.1

Diberikan sebarang himpunan tidak kosong X. Pemetaan
G:X XX xX - R disebut metrik- G jika untuk setiap
a, b, ¢, x € X memenuhi:

a. G(a, b, c)=0jikaa=b=c

b. G(a, a, b) >0untuka # b

c. G(a, a, b)<G(a, b, ¢)untuk b # ¢

d G(a, b, ¢)=G(a, ¢, b)=G(b, a, ¢c) =
G(b, ¢, a) =G(c, a, b) =G(c, b, a)

e. G(a, b, ¢c) <G(a, x, x)+G(x, b, )

Pasangan (X, G) disebut ruang metrik-G.

(Gaba, 2017)
Proposisi 3.1
Misalkan (X, G) adalah ruang metrik- G. Jika G(a, b,
c)=0makaa=b =c.

(Gaba, 2017)
Bukti:
Andaikan bahwa a = b = ¢ salah, maka minimal terdapat
elemen yang berbeda, misalkan a # b , berdasarkan
Definisi 3.1 Bagian b, G(a, b, ¢) >0 untuk a #b ,
sehingga terjadi kontradiksi bahwa G(a, b, ¢) =0 .
Karena terjadi kontradiksi maka pengandaian salah, maka
haruslaha = b = c.

Definisi 3.2
Misalkan (X, G) adalah ruang metrik- G . Pemetaan
T:X — X disebut pemetaan kontraktif jika terdapat
konstanta k, 0 < k < 1 sehingga

G(T(a), T(b), T(c)) <kG(a, b, ¢)
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untuk setiap a, b, ¢ € X. Secara geometri, hal ini berarti
bahwa jarak antara T(a), T(b) dan T(c) lebih kecil dari
pada jarak antara a, b dan c.

(Mustafa, 2010)

Definisi 3.3
Misalkan (X, G) adalah ruang metrik- G, barisan (z,)
disebut barisan disebut barisan G-Cauchy jika untuk setiap
€ >0 terdapat n, € N sedemikian hingga G(z,, zn,
z;) < e untuk setiapn, m, LEN, n=ny,, m=ngy, [ =
No.

(Gaba, 2017)
Definisi 3.4
Misalkan (X, ) adalah ruang metrik-G. Jika (z,,) adalah
barisan pada X, barisan (z,) dikatakan G-konvergen ke z
jika untuk setiap € > 0 terdapat n, € N sedemikian
hingga G(z, z,, zy,) < € untuk setiap n, me N, n >
Ng, M = Ny.

(Gaba, 2017)
Proposisi 3.2
Jika (X, G) adalah ruang metrik-G dan d adalah metrik
pada X dengan d(a, b) =G(a, a, b) +G(a, b, b)
untuk setiap a, b € X, (z,,) adalah barisan pada X maka
untuk setiap n, m € N pernyataan berikut ekuivalen:

1. (z,) adalah G-konvergen ke z € X
2. limG(z, 2z, z,)=0
3. limds;(z, z,) =0
4. limG(z, z,, z,) =0
5. limG(z, z, z,) =0
(Mustafa, 2006)
Bukti:

e 1-2 Ambil sebarang e € R, £> 0. Karena
barisan (z,) konvergen ke z maka terdapat n, €
N sedemikian hingga G(z, z,, Z,) <& untuk
n, m € N, n > ny, m = ny, selanjutnya dipilih K =
ny € N mengakibatkan untuk sebarang n, m € N,
n > K, m = K berlaku
|G(z, zn, zm) — 0|l =1G(2, 7, zn)| <le| =&
Jadilim G(z, z,, z,) =0.

2 — 3 Karena

limd(z, z,)

= lim(G(z, z, zy) +G(z, z,, zn))

=1limG(z, z z,)

+1imG(z, z,, z,)

Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian c, diperoleh

limG(z, z, z,) <limG(z, z,, zp)
dan
limG(z, z,, z,) <limG(z, z,, z,)

karena lim G(z, z,, z,) =0dan G(a, b, ¢) =0

maka limG(z, z, z,) =0 dan 1limG(z z,,
z,) = 0 schingga



limd(z, z,) =1imG(z, z, z,)
+1imG(z, z,, z,) =0
3 > 4 Karena limd(z, z,) =1limG(z, z, z,) +
G(z, z,, z,) =0.
Andaikan bahwa lim G (z, z,, z,) # 0
karena G(a, b, ¢) = 0, maka dimisalkan bahwa
limG(z, z,, z,) > 0katakanlimG(z, z,, z,) =
¢, sehingga diperoleh limG(z, z, z,) = —a,
terjadi kontradiksi bahwa G(a, b, ¢) = 0, jadi
pengandaian salah, haruslah limG(z, z,, z,) =
0.
4 — 5 Berdasarkan Definisi 3.1 bagian e
G(a, b, ¢c) <G(a, x, x)+ (x, b, ¢)
Dengan memilih a = b = z dan ¢ = x = z,,, maka
diperoleh
limG(z, z, z,)
< lim(G(z, Zpn, Zyn) + G(z,, z, Zn))
< lim(G(z, Zn, Zn) + G(2, Z,, zn))
< lim(ZG(z, Zn, zn))
<2limG(z, z,, z,)
<0
5 — 1 Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e
Gz, zp Zm) = G(Zp, Zn, Z)
<Gzy z, 2)+G(z, z, z)
<G(z z zy,)+G(z z z,)
Diketahui bahwa limG(z, z, z,) = 0, artinya
bahwa barisan (G (z, z, Zn)) merupakan barisan
yang konvergen ke 0 sehingga untuk setiap € € R,
€>0, ada N, € N sedemikian hingga untuk
setiapn = N, berlaku G(z, z, z,) < g, dan juga
terdapat M, € N sedemikian hingga untuk setiap
m = M, berlaku G(z, z, z,) < i , selanjutnya
dipilih ny € N, ny = max {N,, My} maka
G(z, zn, zZm) = G(2Zm, 2p, 2)
< G(zZm, 2z, 2) +G(2, z,, 2)
<G(z z z,)+G(z 2z z,)

<e+s
4 2
<¢

Jadi (z,) konvergen ke z.

Proposisi 3.3
Misalkan (X, G) adalah ruang metrik-G dan (z,,) adalah
barisan pada X, maka pernyataan berikut ekuivalen:
1. Barisan (z,,) adalah G-Cauchy
2. Untuk setiap € > 0, terdapat n, € N sedemikian
hingga G(2,, Zm, Zm) < & untuk setiap n, m €
N,n = ny, m = n,.
(Mustafa, 2006)
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Bukti:
e 1 - 2 Diberikan sebarang € € R, € > 0, karena

barisan (z,,) adalah G-Cauchy maka terdapat n, €

N sedemikian hingga G(z,, z,, z;) <&, untuk

setiap n, m, i = n,. Berdasarkan Definisi 3.1

Bagian c diperoleh

G(Zn, Zmy Zm) < G(Zy, Zm, 2) < €.

2 — 1 Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e

G(Zn: Zm, Zl) = G(Zl: Zn, Zm)

<Gz, Zmy Zm) + G2y, Zny Zm)

<Gz, Zmy Zm) + G2, Zmy Zm)

Karena untuk setiap € € R, € > 0, terdapat N, € N

sedemikian hingga G(z,, Zn, Zm) <§ untuk

setiapn, m € N, n = Ny, m = Ny, maka terdapat

My € N sedemikian hingga G(z;, z,, Zy) <§

untuk setiap [, m € N, [ > My, m = M,, sehingga

G(zn Zm 2) = G(2, 7, Zm)

< G(z, Zm Zm) + G(Zy, Zm, Zm)

<8+€
-2 3
<e

Jadi (z,,) merupakan barisan Cauchy.

Definisi 3.5
Misalkan (X, G) dan (X', G') adalah ruang metrik-G .
fungsi f: X —» X' dikatakan G -kontinu dititik x € X jika
sebarang € € R, € > 0 terdapat § € R, § > 0 sedemikian
hingg untuk setiap a, b € X, G(x, a, b) < § berlaku
G'(f(x), f(a), f(b)) <e. fungsi f dikatakan G -
kontinu pada X jika G-kontinu pada setiap x € X.
(Mustafa, 2008)
Teorema 3.1
Suatu pemetaan kontraktif pada ruang metrik-G adalah
pemetaan kontinu.
Bukti:
Misal (X, G) adalah ruang metrik-G dan T: X — X adalah
pemetaan kontraktif, maka terdapat k e R, 0 <k <1
sedemikian hingga untuk setiap a, b, c € X berlaku
G(T(a), T(b), T(c)) <kG(a, b, c). Ambil sebarang
e€R, £>0, dibentuk § =—>0, jika G(a, b, ¢) <
§=+ maka G(T(@), T(h), T(0)) <kG(a, b, ¢) <

ki = ¢. Jadi T kontinu.

Dengan mengacu pada Definisi 2.12 yang ditulis Abbas
(2012;3) selanjutnya akan digeneralisasi fungsi kontinu
tiga variabel pada ruang metrik-G.

Definisi 3.6

Misalkan (X, G) adalah ruang metrik-G. Fungsi f: X X
X X X - R dikatakan kontinu jika untuk setiap barisan



(an), (by) dan (c,) pada X yang G-konvergen ke a, b
dan ¢ maka (f(ay, by, c,)) konvergen ke £ (a, b, c).

Definisi 3.7
Suatu ruang metrik-G (X, G) dikatakan ruang metrik-G
lengkap jika untuk setiap barisan G -Cauchy di (X, G)
adalah G-konvergen di (X, G).

(Gaba, 2017)

Definisi 3.8
Ruang metrik-G (X, G) dikatakan simetri jika G(a, b,
b) = G(a, a, b) untuk setiap a, b € X.

(Gaba, 2017)

Teorema 3.2
Jika (X, G) adalah ruang metrik-G, maka G merupakan
fungsi kontinu tiga variabel.
(Gaba, 2017)
Bukti:
Misalkan barisan (a,,), (b,,), dan (¢;) konvergen ke a, b
dan c. Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e diperoleh:
G(a, b, ¢) <G(a, a,, a,)+G(a,, b, ¢)
G(a,, b, c)=G(b, a,, c) <G(b, by, by)+
G(by, an, )
G(by, a,, c)=0G(c, a,, by) <G(c, ¢, ¢)+
G(c, a,, by) =G(c, ¢, ¢)+G(a,, by, c)
Sehingga
G(a, b, ¢) <G(a, a,, a,)+G(b, by, by) +
G(c, ¢, ¢) +G(ay, by, c)
G(a, b, ¢c) —G(a,, by, c)
<G(a, a, a,) +G(b, b, by)
+G(c ¢ ) (1)
Dengan cara yang sama dapat diperoleh:
G(a,, by, ¢)—G(a, b, c)
<G(a, a,, a,) +G(b, by, by)
+G(, ¢, ¢) - (2)
Dari 1 dan 2 diperoleh
|G(an, by, ¢) —G(a, b, )| <G(a, a,, a,) +
G(b, by, by) +G(c, ¢, c)
Karena (a,), (b,,), dan (c;) konvergen ke a, b dan c,
maka
rlli_r)golG(an' bnr Cn) —G(a, b, C)l

< lim(G(a, an, ay) + G(b, by, by) + G(c, cp, cp))
n—-oo

< lim G(a, a,, a,) + lim G(b, b,, by,)
n—-oo

n—00
+ rlll_r& G(c, ¢y, Cn)
<0+0+0

<0

Jadi G(a,, b,, c,) konvergen ke G(a, b, c¢), karena
untuk sebarang barisan (a,), (b,) dan (c,) Yyang
konvergen ke a, b dan c berlaku G(a,,, b,, c,) konvegen
ke G(a, b, c) maka metrik-G kontinu.
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Teorema 3.3
Misalkan X c R, (X, G) adalah ruang metrik-G lengkap
yang simetri, dan T: X — X. Jika T memenuhi kondisi:

G(T(a), T(b), T(c))

G(T(a), b, ¢c) +G(a, T(b), c) +G(a, b, T(c))

- (ZG(a, T(a),T(a)) + G(b,T(b), T(b)) + G(c,T(c), T(c)) + 1

b,

c)

untuk setiap a, b, ¢ € X, maka:

1. T memiliki setidaknya 1 titik tetap & € X.
2. Untuk setiap z € X, barisan (T"(z)) konvergen ke
titik tetap dengan T"(z) = T(T" " 1(2)).
3. Jika ¢, k € X adalah dua titik tetap yang berbeda
makaG (¢, K, k) = G(§, & 1) =+
Bukti:
1. Misalkan z, € X , dibentuk suatu barisan (z,)
sedemikian hingga z,,; = T(z,). Jikap, = G(z,,
Znt1r Zns1)s Gn = G(T(zn—1), Zn, 2,), dans, =
G(Zn-1, Zn, Zn+1) maka
Pn = G(Zn: Zn+1 Zn+1) = G(Zn' T(Zn)' T(Zn))

<

IA

IA

Sn

=i 8 NS8 E GO A
Pn = (an_1 +2p, +1

<

G(T(Zn—l)x T(Zn)r T(Zn))
<qn + G(Zn—lv T(Zn): Zn) + G(Zn—1: Zn, T(Zn))
an—l + Pn + Pn +1
25,

) Pn-1
<2pn_1 T 2, + 1) L
berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e

= G(Zi-1, Zns Znsa)
= G(Zn—l! Zny Zn) + G(Zn' Zn, Zn+1)
karena ruang metrik-G simetris maka
Sn = G(Zn-1, Zn, Zn41)
< G(2n-1, Zn,
+ G(Zn; Zn+1s
< Pn-1 TDn

)pn—l
( 2pp_q + 2py )
2Pp_1 +2p, + 1 Pn-1

. 2Ppn—1+2pn
Jika a (—
n 2Dn-1+2pn+1

Pn < OnPn-1
< AnAn-1Pn-2

> Pn-1

e Y&
2001 +2p, +1

Zn)

Zn1)

sehingga
2(Pp-1 + Pn)

), maka

< Q-1 A1Po-

2pp_1+2
(M), karena 2p,_, +
2Ppn-1+2pn+1

2p, < 2pp_1 +2p, +1 maka
setiap n € N. Sehingga

Perhatikan «a,,

a, <1 untuk

)G(a,



lim apa,_q-a; =0
n—oo
akibatnya
lim p,, = 0.
n—-oo
Untuk setiap n, m € N, m > n diperoleh
m-n

G(Zn' Zmy Zm) < G(Znﬂ' Zn+1+ir Zn+1+L)

i=0
m—

n
g Pn+i
=0

A

m-n

< [(@nsi -+ a)po]

(=]

i=

karena lim a,a,_; - @; = 0 maka
n—-oo

lim G(Zn' Zmy Zm)
n,m—oo

m-n
lim [(@i -
n,m- oo

i=0
m-—-n
< Z 0
i=0
<0.
Jadi (z,) merupakan barisan Cauchy. Karena

(X, G) merupakan ruang metrik- G lengkap dan
(z,) merupakan barisan Cauchy maka terdapat £ €

< a1)po)

X sedemikian hingga (z,) konvergen ke ¢ .
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ¢ merupakan
titik tetap. Jika q = G(& T(&), T(§)) danr, =
G(z,, & &) maka
G(zn, T(), T(¥))
< ( Tn +Thoq + T
T \2G(zy_1, Zn, Zp) +q+q+1
( Ty + 21,4 )
2G(zy_q, Zn, zp) +2q+1
karena (z,) konvergen ke ¢ maka
lim Gz, T@), T(©) = 6(¢, T, T®) =4
( Ty + 214 )
2G(Zp-1, Zn) Zn) +2q + 1 Tn-1
G(z,, &, &) +2G(z,-4, &
(ngf) (nlff) G(Zn,f,f)
2G(Zp_1, Zn, 2Zp) +2q+ 1
)G(f. §,8)

) Th-1

< lim
n—-oo

< lim

n—-oo

X
S

GE & ©+26( TE), §)
26(§, & ©+26(¢, 1), T() +1
0+26(5, T(©), T©) ) .

0+2G(¢, T(), T())+1
karena G(&, T(§), T(§)) =0 maka & =T(¢) .
Jadi & merupakan titik tetap.

Misalkan T"(z) = z,. Akan ditunjukkan bahwa

Zns1 = T(2,)

IA

IA

Zne1 =T™(2)

=T(T™(2))
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=T(zn)

Karena barisan (T"(z)) memenuhi z,,, = T(z,),
maka berdasarkan Teorema 3.3 Bagian 1, (T"(z))
konvergen ke titik tetap ¢.

3. Jika k adalah titik tetap dengan x # . Maka

GE, K, ) =G(T(®), T(x), T(K))

( G, Kk, K)+GE, k, K)+G(E, K, K) >G(f o 0
TN\2GE, ¢ ) +G6, Kk, K)+ G, K, K)+1 T
3G(¢, K, k)
< <f)G(f' K, KZ)
G, x, k) <3[GE, K, ©)]?
1 <3G, &, k)

1
§S 3G, K, k)

Teorema 3.4
Misalkan X € R, (X, G) adalah ruang metrik-G lengkap
yang simetris, dan T: X — X. Jika T memenuhi kondisi:

G(T(x), T, T(2))
! a[(min {G(b, T(b), T(b)),G(C, T(c), T(c))})
min{G(b, T(b), T(h)),G(c, T(c), T(c))}

1+G(a, b, ¢)
1+G(a, b, ¢)

)

+ G(a,T(a), T(a) (

+ BG(a, b, ¢)

untuk setiap @, b, ce X dengan a + B < 1, a, B € R*
maka T memiliki titik tetap di X.

Bukti:

Misalkan z, € X, dibentuk suatu barisan (z,) sedemikian
hingga z,4+1 = T(z,). jika py = G(Zy, Zp+1, Zn+1) Maka
Pn = G(Zn' Zn+1, Zn+1) = G(Zn' T(Zn)' T(Zn))

= G(T(2zn-1), T(zy), T(zy))

[ (min {pn, p,} min {py, pn}

< 1 + pn—l ) + qn—l( 1 + pn—l )] +ﬁpn—1

[ Dn

( )+ oues (72| + 0

(< Pn

I\l +p,_1

)@+ b
+ Bpn-1

= apy + Bpn—l

) Pn-2

n

1+pnq

(
S(lfa) Po

karenaa + g <1 maka% < 1, sehingga
n

<1€a) =0

Untuk setiap n, m € N, m > n diperoleh

m-n

G(Zn: Zmy Zm) < Z G(Zn+i! Zn+1+ir Zn+1+i)

i=0

lim

n—-oo



B

%

karena lim

n—-oo

lim G(z,, Zy, Zy) < lim

n—-oo n—-oo

<

o

i=
<0.
Jadi (z,) merupakan barisan Cauchy. Karena (X, G)

merupakan ruang metrik-G lengkap dan (z,) merupakan
& merupakan titik tetap. Jika q = G(&, T(£), T(§))
<a [( min {q, q}
+BG(zn-1, §, §) )
+ 6 s 7 2 (T g
1+G(zZp-1, ¢ O
oG )| e € 0

min {q, q}
1 + G(Zn—1: SC' E)

)

)

) (146G, 20 2)]

barisan Cauchy maka terdapat ¢ € X sedemikian hingga
(z,) konvergen ke ¢. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
maka
G(zn, T(©), T())
1+ G(Zn—lﬁ E' f))
+ G(Zn—l' T(Zn—i)' T(Zn—l))<
<]
1 + G(Zn—l' E' SI)
1 + G(Zn—lt 6: f)
+BG(zp-1, &, §)
<!
+ﬂG(Zn—1' SI' E)
S a [(q(l + G(Zn—l' an Zn))

karena (z,,) konvergen ke & maka

lim G(z,, T, T(§)) = 6(&, T@), T()) =4q

q[l + G(Zn—lﬂ Zn, Zn)]
a( 1+ G(Zn—lﬂ E' f) )
+ .BG(Zn—I' 51 E))

- a(q[1+6(5, £ 9]
B 1+6(6, ¢, 9)
< aq

<aG(§ T, T(©))

karena a <1 maka & =T (). Jadi & merupakan titik
tetap pada T.

Teorema 3.5

Misalkan X c R, (X, G) adalah ruang metrik-G lengkap
yang simetris, dan T: X — X. Jika T memenuhi kondisi:

< lim

n—-oo

) +BG(E, §, )
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G(T(a), T(b), T(c))
G(b, T(b), T(M)[1 +G(a, T(a), T(@)]
= ( 1+G(a, b, ¢)
. <G(c, T(c), T())[1+ G(a, T(a), T(a))]
+ a3G(a, b, ¢)

1+G(a, b, ©)
untuk setiap a, b, c € X dengan «a; =0,
sedemikian hingga untuk sebarang 0 < 4, < 1,
3

a; +a, +as =Zai <
i=1

maka T memiliki titik tetap di X.
Bukti:
Misalkan z, € X, dibentuk suatu barisan (z,) sedemikian
hingga z,., = T(2,). jikap, = G(zy, Zn+1, Zn+1) Maka
Pn = G(Zn) Zns1s Zns1) = G(2n, T(20), T(2))
= G(T(Zn-1), T(2n), T(2n))

Pnll + P-4l Pnll + pp-il
S <—1 B ) + a; <—1 o ) + a3Pp-1
< aPn + APy + A3Pp—1
< (a1 + ax)p, + a3pp_q

)
)

i=123

a3
1 — (a; + a3) s
1 z 22
“\1—(a; + a;) -

karena a; + a, + a3 < 1 maka < 1 sehingga
2

1- ( 1+
I ( % )n =0
n1—>n;3 1 e (al + az) N
Untuk setiap n, m € N, m > n diperoleh

m-—-n

G(Zn' Zmy Zm) < Z G(Zn+i' Zn+1+is Zn+1+i)
=0

m-n
< Z Pn+i

i=0
mon as n+i
=< (—) Po
= 1- (al + a’z)
i=
karena lim ( ) = 0 maka
n—-oo \1—(ai+a;
hm G(ZTLI Zm: Zm)
n,m-oco
it n+i
-
’”}2}“’ — \1-— (051 + az) Po
< 0
i=0
<0.

Jadi (z,) merupakan barisan Cauchy. Karena (X, G)
merupakan ruang metrik-G lengkap dan (z,) merupakan
barisan Cauchy maka terdapat ¢ € X sedemikian hingga
(z,,) konvergen ke &. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa



¢ merupakan titik tetap. Jika q = G(¢, T(§), T(§))
maka
G(zn, T, T()

< (‘Z[l + G(Zn—l' T (Zp-1), T(Zn—l))]
s g

1+6G(zp-1, ¢ O
+ a, (q[l + G(Zn—ll T(Zn—l)v T(Zn—l))]
+a3G(Zn—1' Er f)

1+ G(Zn—li f! 6)
(q[l + G(Zn—li Zns Zn)])
<m
14+G(zp-1, § 8
+ a2<

q[l +G(Zn—1' Zn, Zn)]>+a36(zn_1, f; f)
< (a; + ay) (

1+6G(zp-1, § )
+a3G(Zn' f' f)

Q[l + G(Zn—lv Zny Zn)]
Karena (z,,) konvergen ke & maka

1 + G(Zn—lv E: Sg)
iij{}o(i(zn, T(§), T(§)) =G(¢ T(), T()) =q
s ((0{1 +ay) ("“ + GCnoy, 2 zn)])

1+ G(zn—lt f' f)
+ QSG(Zn—I' E' 'f))

q[1+G6E & Ol
1+66 ¢ 9

S ((11 + aZ)( ) + a3G($, f! f)

< (a; + az)q

< (a1 +@)G6(§ T, T(©)

Karena a; + @, < 1 maka & = T(¢). Jadi & merupakan
titik tetap pada T.

PENUTUP

A. Simpulan
Misalkan (X, G) adalah ruang metrik-G dan T: X —
X . Jika untuk setiap a, b, c € X, T memenuhi
kondisi:

G(T(a), T(b), T(c))

<G(a, b, ©)

N < G(T(a),b, ¢)+ G(a, T(b), c)+ G(a, b, T(c))

2G(a,T(a), T(@) + G(b, T(b), T(h)) + G(c,T(c), T(c)) + 1
G(T(), T, T()

atau

min {G(b, T(b), T(b)),G(c, T(c), T(c))}
_a[( 1+G(a, b, ¢) )
+6(a,T(@),T@) (min {G(b,T(), T(b)),G(c,T(c), T(c))}
+ BG(a, b, ¢)

1+ G(a, b, ¢)
Dengana + B < 1,a, B € R"
atau

)

)
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G(T(a), T(b), T(c))
G(b, T(h), TM)[1+ G(a, T(a), T(@))]
_a1< 1+ G(a, b, ©) )
. (G(c, T(c), T(0))[1+ G(a, T(a), T(a))])
+ a3G(a, b, ¢)

1+G(a, b, ©)
dengan a; +a,+a3 <A, 0<A;, <1, maka T
memiliki titik tetap.

Saran

Pada skripsi ini, hanya dibahas eksistensi titik tetap
pada ruang metrik-G lengkap. Oleh karena itu, dapat
dilakukan penelitian  lebih lanjut mengenai
ketunggalan titik tetap pada ruang metrik-G lengkap.
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