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Abstrak 

Misalkan 𝑿 adalah sebarang himpunan tidak  kosong dan 𝑮: 𝑿 × 𝑿 × 𝑿 → ℝ, 𝑮 disebut metrik-𝐺  pada 𝑿 jika untuk 

setiap 𝒂, 𝒊𝒃, 𝒊𝒄, 𝒊𝒙 ∈ 𝑿  berlaku (𝒊) 𝑮(𝒂, 𝒊𝒃, 𝒊𝒄) = 𝟎  jika 𝒂 = 𝒃 = 𝒄 ;  (𝒊𝒊) 𝑮(𝒂, 𝒊𝒃, 𝒊𝒄) = 𝑮(𝒂, 𝒊𝒄, 𝒊𝒃) = 𝑮(𝒃, 𝒊𝒂, 𝒊 𝒄) =
𝑮(𝒃, 𝒊𝒄, 𝒊 𝒂) = 𝑮(𝒄, 𝒊 𝒂, 𝒊 𝒃) =  𝑮(𝒄, 𝒃, 𝒂) ;  (𝒊𝒊𝒊) 𝑮(𝒂, 𝒂, 𝒃) > 𝟎  untuk 𝒂 ≠ 𝒃; (𝒊𝒗) 𝑮(𝒂, 𝒊𝒂, 𝒊 𝒃) ≤ 𝑮(𝒂, 𝒊 𝒃, 𝒊 𝒄) 

untuk 𝒃 ≠ 𝒄; (𝒊𝒗) 𝑮(𝒂, 𝒊𝒃, 𝒊 𝒄) ≤ 𝑮(𝒂, 𝒙, 𝒙) + 𝑮(𝒙, 𝒊𝒃, 𝒄). Kemudian pasangan (𝑋, 𝑖𝐺) disebut Ruang Metrik-𝐺 (𝐺-

Metric Space).Diberikan sebarang himpunan tidak kosong 𝑿 ⊆ ℝ dan  𝒇: 𝑿 → 𝑿, titik 𝒙 ∈ 𝑿 disebut titik tetap dari fungsi 

𝒇 jika 𝒇(𝒙) = 𝒙. Hasil penelitian ini menjelaskan sifat-sifat kekonvergenan, barisan Cauchy, dan kelengkapan pada ruang 

metrik-𝐺 yang digunakan untuk membuktikan teorema titik tetap pada ruang metrik-𝐺.  

Kata Kunci: titik tetap, ruang metrik-𝐺 

Abstract 

Leti𝑿 beianyinon-empty set and 𝑮: 𝑿 × 𝑿 × 𝑿 → ℝ, 𝑮 is called the 𝐺-metric of if for every 𝑿 ififor everyi𝒂, 𝒊𝒃,
𝒄, 𝒊𝒙 ∈ 𝑿  apply (𝒊) 𝑮(𝒂, 𝒃, 𝒄) = 𝟎  jika 𝒂 = 𝒃 = 𝒄 ;  (𝒊𝒊) 𝑮(𝒂, 𝒃, 𝒄) = 𝑮(𝒂, 𝒄, 𝒃) = 𝑮(𝒃, 𝒂, 𝒊𝒄) = 𝑮(𝒃, 𝒊 𝒄, 𝒊 𝒂) =
𝑮(𝒄, 𝒊 𝒂, 𝒊 𝒃) = 𝑮(𝒄, 𝒊 𝒃, 𝒂);(𝒊𝒊𝒊) 𝑮(𝒂, 𝒂, 𝒃) > 𝟎 for 𝒂 ≠ 𝒃;(𝒊𝒗) 𝑮(𝒂, 𝒂, 𝒃) ≤ 𝑮(𝒂, 𝒃, 𝒄) for 𝒃 ≠ 𝒄; (𝒊𝒗) 𝑮(𝒂, 𝒊𝒃,
𝒄) ≤ 𝑮(𝒂, 𝒊𝒙, 𝒊 𝒙) + 𝑮(𝒙, 𝒃, 𝒄). Then the pair (𝑋, 𝑖𝐺) is called 𝐺-metric space. Given any non-emptyiset ofi𝑿 ⊆ ℝiand  

𝒇: 𝑿 → 𝑿, the point 𝒙 ∈ 𝑿 is called fixed point of function 𝒇 if 𝒇(𝒙) = 𝒙. The results of this study explain the properties 

of convergence squence, Cauchy sequence, and completeness of the 𝐺-metric space used to prove the fixedipointitheorem 

inithei𝐺-metricispace. 

Keywords: fixedipoint,i𝐺-metric space  

 

PENDAHULUAN 

Pada tahun 2006 Zaed Mustafa dan Brailey Sims 

memperkenalkan metrik baru pada himpunan tidak kosong 

𝑋 yaitu metrik-𝐺 (G-metric). Misalkan 𝑋 adalah sebarang 

himpunan tidak  kosong dan 𝐺: 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝ   𝐺 

disebut metrik-𝐺 pada 𝑋 jika untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥 ∈ 𝑋 

berlaku: (𝑖) 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)  =  0  jika 𝑎 =  𝑏 =  𝑐; 

(𝑖𝑖)  𝐺(𝑎, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏)  >  0  untuk 𝑎 ≠  𝑏;  (𝑖𝑖𝑖) 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏) ≤

𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)  untuk 𝑏 ≠ 𝑐;  (𝑖𝑣) 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) = 𝐺(𝑎, 𝑖 𝑏,

𝑐) = 𝐺(𝑏, 𝑖𝑎, 𝑖𝑐) =  𝐺(𝑏, 𝑖𝑐, 𝑖𝑎) =  𝐺(𝑐, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏) = 𝐺(𝑐, 𝑖𝑏,

𝑎);  (𝑣)   𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)   ≤   𝐺(𝑎, 𝑖𝑥, 𝑖𝑥)   +   𝐺(𝑥, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐). 

Kemudian pasangan (𝑋, 𝑖𝐺) disebut Ruang Metrik-𝐺 (𝐺-

Metric Space). 

Dengan adanya pengertian jarak (metrik) di dalam 

ruang metrik- 𝐺,  maka dapat ditinjau sifat-sifat dari 

kekonvergenan suatu barisan  barisan Cauchy dan 

kelengkapan pada ruang metrik- 𝐺  yang akan gunakan 

dalam pembuktian titik tetap pada ruang metrik-𝐺. 

Pada tahun 2017  Yaé Ulrich Gaba meneliti tentang 

teorema titik tetap pada ruang metrik-𝐺. Untuk itu dalam 

penelitian ini penulis merasa perlu untuk membahas dan 

mengalisis teorema titik tetap pada ruang metrik- 𝐺 

lengkap yang relavan dengan penelitian Yaé Ulrich Gaba.  

Hasil dari penelitian Yaé Ulrich Gaba akan dibahas 

lebih rinci dalam jurnal ini. Penelitian ini diharapkan 

memberikan kontribusi dalam perkembangan matematika 

di bidang analisis matematika terutama dalam topik titik 

tetap.  

KAJIAN TEORI 

A. Ruang Metrik 

Definisi 2.1 

Diberikan sebarang himpunan 𝑆 yang tidak kosong. 

Fungsi 𝑑: 𝑆 × 𝑆 → ℝ idisebut metriknataunfungsi 

jarakipada 𝑆 jikaiuntuk setiapi𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐 ∈ 𝑆 berlaku: 



              Volume 6 No.2 Tahun 2018 
 

129 

 

a. 𝑑(𝑎, 𝑖𝑏) ≥ 0 

b. 𝑑(𝑎, 𝑖𝑏) = 0 jika dan hanya jika 𝑎 = 𝑏 

c. 𝑑(𝑎, 𝑖𝑏) = 𝑑(𝑏, 𝑖𝑎) 

d. 𝑑(𝑎, 𝑖𝑏) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑖𝑐) + 𝑑(𝑐, 𝑖𝑏) 

jika d merupakan metrik pada 𝑆, himpunan 𝑆 yang 

dilengkapi 𝑑 yang dituliskan dengan (𝑆, 𝑖𝑑) disebut 

ruang metrik dan elemen-elemen 𝑆  disebut titik, 

𝑑(𝑎, 𝑖𝑏) disebut jarak titik 𝑎 dengan 𝑏.   

(Manuharawati, 2003) 

Contoh 2.1 

Misalkani 𝑋  sebarang himpunanatidakakosong dan 

𝑑: 𝑋𝑖 × 𝑖𝑋 → 𝑖ℝ  dengan 𝑑(𝑎, 𝑖𝑏) = {
1, 𝑎 ≠ 𝑏
0, 𝑎 = 𝑏

  maka 

pasangan (𝑋, 𝑖𝑑)  merupakan ruang metrik dan 𝑑 

disebut metrik diskrit pada 𝑋. 

 

B. Titik Tetap 

Definisi 2.2 (Titik Tetap) 

Titik 𝑎 ∈ 𝑋 disebut titik tetap pada fungsi 𝑇: 𝑋 → 𝑋  

jika 𝑇(𝑎) = 𝑎. 

(Kreyszig  1978) 

 

PEMBAHASAN 

Definisi 3.1 

Diberikan sebarang himpunan tidak kosong 𝑋. Pemetaan 

𝐺: 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝ  disebut metrik- 𝐺  jika untuk setiap 

𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐, 𝑖𝑥 ∈ 𝑋 memenuhi: 

a. 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) = 0 jika 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 

b. 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏) > 0 untuk 𝑎 ≠ 𝑏 

c. 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑐) untuk 𝑏 ≠ 𝑐 

d. 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) = 𝐺(𝑎, 𝑐, 𝑏) = 𝐺(𝑏, 𝑎, 𝑐) =

𝐺(𝑏, 𝑖𝑐, 𝑖𝑎) = 𝐺(𝑐, 𝑎, 𝑏) = 𝐺(𝑐, 𝑏, 𝑎) 

e. 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑥, 𝑥) + 𝐺(𝑥, 𝑏, 𝑐) 

Pasangan (𝑋, 𝑖𝐺) disebut ruang metrik-𝐺. 

(Gaba, 2017) 

Proposisi 3.1 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺)  adalah ruang metrik- 𝐺.  Jika 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏,

𝑐) = 0 maka 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 

(Gaba, 2017) 

Bukti: 

Andaikan bahwa 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 salah, maka minimal terdapat 

elemen yang berbeda, misalkan 𝑎 ≠ 𝑏 , berdasarkan 

Definisi 3.1 Bagian b, 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) > 0  untuk 𝑎 ≠ 𝑏 , 

sehingga terjadi kontradiksi bahwa 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) = 0 . 

Karena terjadi kontradiksi maka pengandaian salah, maka 

haruslah 𝑎 = 𝑏 = 𝑐. 

 

Definisi 3.2 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺)  adalah ruang metrik- 𝐺 . Pemetaan 

𝑇: 𝑋 → 𝑋  disebut pemetaan kontraktif jika terdapat 

konstanta k, 0 < 𝑘 < 1 sehingga 

𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑐)) < 𝑘𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) 

untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐 ∈ 𝑋. Secara geometri, hal ini berarti 

bahwa jarak antara 𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏) dan 𝑇(𝑐) lebih kecil dari 

pada jarak antara 𝑎, 𝑏 dan 𝑐. 

(Mustafa, 2010) 

 

Definisi 3.3 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺)  adalah ruang metrik- 𝐺 , barisan (𝑧𝑛) 

disebut barisan disebut barisan 𝐺-Cauchy jika untuk setiap 

𝜀 > 0  terdapat 𝑛0 ∈ ℕ  sedemikian hingga 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚,

𝑧𝑙) < 𝜀  untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚, 𝑖𝑙 ∈ ℕ , 𝑛 ≥ 𝑛0,  𝑚 ≥ 𝑛0 , 𝑙 ≥

𝑛0. 

(Gaba, 2017) 

Definisi 3.4 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺) adalah ruang metrik-𝐺. Jika (𝑧𝑛) adalah 

barisan pada 𝑋, barisan (𝑧𝑛) dikatakan 𝐺-konvergen ke 𝑧 

jikaIuntukIsetiapI 𝜀 > 0 IterdapatI 𝑛0 ∈ ℕ Isedemikian 

hinggan 𝐺(𝑧, 𝑧𝑛, 𝑧𝑚) < 𝜀  untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ , 𝑛 ≥

𝑛0, 𝑚 ≥ 𝑛0.  

(Gaba, 2017) 

Proposisi 3.2 

Jika (𝑋, 𝐺) adalah ruang metrik-𝐺  dan 𝑑  adalah metrik 

pada 𝑋  dengan 𝑑(𝑎, 𝑏) = 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏) + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑏) 

untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏 ∈ 𝑋, (𝑧𝑛) adalah barisan pada 𝑋 maka 

untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ pernyataan berikut ekuivalen: 

1. (𝑧𝑛) adalah 𝐺-konvergen ke 𝑧 ∈ 𝑋 

2. lim 𝐺(𝑧, 𝑧𝑛 , 𝑧𝑚) = 0 

3. lim 𝑑𝐺(𝑧, 𝑧𝑛) = 0 

4. lim 𝐺(𝑧, 𝑧𝑛 , 𝑧𝑛) = 0 

5. lim 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧𝑛) = 0 

(Mustafa, 2006) 

Bukti: 

 1 → 2  Ambil sebarang 𝜀 ∈ ℝ   𝜀 > 0. aKarena 

barisan  (𝑧𝑛) akonvergenakea𝑧 amaka terdapatI𝑛0 ∈

ℕ Isedemikian hingga 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚) < 𝜀  untuk 

𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ  𝑛 ≥ 𝑛0  𝑚 ≥ 𝑛0  selanjutnya dipilih 𝐾 =

𝑛0 ∈ ℕ  mengakibatkan untuk sebarang 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ   

𝑛 ≥ 𝐾  𝑚 ≥ 𝐾 berlaku  

|𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚)𝑖 − 𝑖0| = |𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚)| < |𝜀| = 𝜀. 

Jadi lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚) = 0. 

 2 → 3 Karena 

lim 𝑑(𝑧, 𝑖𝑧𝑛)

= lim(𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛) + 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛))                         

= lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛)

+ lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛)                           

Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian c  diperoleh  

lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛) ≤ lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚) 

dan  

lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛) ≤ lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚) 

karena lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑚) = 0  dan 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) ≥ 0 

maka lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛) = 0  dan lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 ,

𝑧𝑛) = 0 sehingga 
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lim 𝑑(𝑧, 𝑖𝑧𝑛) = lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛)

+ lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛) = 0 

 3 → 4  Karena lim 𝑑(𝑧, 𝑖𝑧𝑛) = lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛) +

𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) = 0. 

Andaikan bahwa lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) ≠ 0 

karena 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) ≥ 0,  maka dimisalkan bahwa  

lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) > 0  katakan lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) =

𝑐,  sehingga diperoleh lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛) = −𝑎, 

terjadi kontradiksi bahwa 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖 𝑐) ≥ 0,  jadi 

pengandaian salah  haruslah lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) =

0. 

 4 → 5 Berdasarkan Definisi 3.1 bagian e 

𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑥, 𝑖𝑥) + (𝑥, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) 

Dengan memilih 𝑎 = 𝑏 = 𝑧 dan 𝑐 = 𝑥 = 𝑧𝑛  maka 

diperoleh 

lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛)

≤ lim(𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) + 𝐺(𝑧𝑛,   𝑧, 𝑖𝑧𝑛))

≤ lim(𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) + 𝐺(𝑧,   𝑧𝑛,   𝑧𝑛))                      

≤ lim(2𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛))            

≤ 2 lim 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛)

≤ 0                                                      

 5 → 1 Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e 

𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑚) = 𝐺(𝑧𝑚 ,   𝑧𝑛,   𝑧)

≤ 𝐺(𝑧𝑚,   𝑧,   𝑧) + 𝐺(𝑧,   𝑧𝑛 , 𝑖𝑧)

≤ 𝐺(𝑧,   𝑧,   𝑧𝑚) + 𝐺(𝑧,   𝑧,   𝑧𝑛) 

Diketahui bahwa lim 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧𝑛) = 0   artinya 

bahwa barisan (𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧𝑛))  merupakan barisan 

yang konvergen ke 0 sehingga untuk setiap 𝜀 ∈ ℝ  

𝜀 > 0   ada 𝑁0 ∈ ℕ  sedemikian hingga untuk 

setiap 𝑛 ≥ 𝑁0  berlaku 𝐺(𝑧, 𝑧, 𝑧𝑛) <
𝜀

2
   dan juga 

terdapat 𝑀0 ∈ ℕ  sedemikian hingga untuk setiap 

𝑚 ≥ 𝑀0  berlaku 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑧𝑚) <
𝜀

4
   selanjutnya 

dipilih 𝑛0 ∈ ℕ  𝑛0 = max {𝑁0, 𝑖𝑀0} maka 

𝐺(𝑧, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚) = 𝐺(𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧)

≤ 𝐺(𝑧𝑚 , 𝑖𝑧, 𝑖𝑧) + 𝐺(𝑧,   𝑧𝑛 ,   𝑧)

≤ 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑚) + 𝐺(𝑧, 𝑖𝑧, 𝑖𝑧𝑛)

≤
𝜀

4
+

𝜀

2
 

≤ 𝜀    

Jadi (𝑧𝑛) konvergen ke z. 

Proposisi 3.3 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺) adalah ruang metrik-𝐺  dan (𝑧𝑛) adalah 

barisan pada 𝑋, maka pernyataan berikut ekuivalen: 

1. Barisan (𝑧𝑛) adalah 𝐺-Cauchy 

2. Untuk setiap 𝜀 > 0   terdapat 𝑛0 ∈ ℕ  sedemikian 

hingga 𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) < 𝜀  untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈

ℕ  𝑛 ≥ 𝑛0  𝑚 ≥ 𝑛0. 

(Mustafa, 2006) 

 

 

Bukti: 

 1 → 2  Diberikan sebarang 𝜀 ∈ ℝ   𝜀 > 0   karena 

barisan (𝑧𝑛) adalah 𝐺-Cauchy maka terdapat 𝑛0 ∈

ℕ  sedemikian hingga 𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑚 , 𝑖𝑧𝑙) < 𝜀   untuk 

setiap 𝑛, 𝑖𝑚, 𝑖𝑖 ≥ 𝑛0.  Berdasarkan Definisi 3.1 

Bagian c diperoleh  

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) < 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑙) < 𝜀. 

 2 → 1 Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e 

𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑚 , 𝑖𝑧𝑙) = 𝐺(𝑧𝑙 , 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚)                                  

≤ 𝐺(𝑧𝑙 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) + 𝐺(𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚)                           

≤ 𝐺(𝑧𝑙 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) + 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚)                           

Karena untuk setiap 𝜀 ∈ ℝ  𝜀 > 0  terdapat 𝑁0 ∈ ℕ 

sedemikian hingga 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) <
𝜀

2
  untuk 

setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ   𝑛 ≥ 𝑁0   𝑚 ≥ 𝑁0   maka terdapat 

𝑀0 ∈ ℕ  sedemikian hingga 𝐺(𝑧𝑙 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) <
𝜀

3
 

untuk setiap 𝑙, 𝑖𝑚 ∈ ℕ  𝑙 ≥ 𝑀0  𝑚 ≥ 𝑀0, sehingga  

𝐺(𝑧𝑛,   𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑙) = 𝐺(𝑧𝑙 , 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚)                                 

≤ 𝐺(𝑧𝑙 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) + 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚)                           

≤
𝜀

2
+

𝜀

3
                                                                              

≤ 𝜀                                                                                      

Jadi (𝑧𝑛) merupakan barisan Cauchy. 

Definisi 3.5 

Misalkan (𝑋, 𝐺)  dan (𝑋′, 𝐺′)  adalah ruang metrik- 𝐺 . 

fungsi 𝑓: 𝑋 → 𝑋′  dikatakan 𝐺 -kontinu dititik 𝑥 ∈ 𝑋  jika 

sebarang 𝜀 ∈ ℝ, 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 ∈ ℝ, 𝛿 > 0 sedemikian 

hingg untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏 ∈ 𝑋,  𝐺(𝑥, 𝑎, 𝑏) < 𝛿  berlaku 

𝐺′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) < 𝜀.  fungsi 𝑓  dikatakan 𝐺 -

kontinu pada 𝑋 jika 𝐺-kontinu pada setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

(Mustafa, 2008) 

Teorema 3.1 

Suatu pemetaan kontraktif pada ruang metrik-𝐺  adalah 

pemetaan kontinu. 

Bukti: 

Misal (𝑋, 𝐺) adalah ruang metrik-𝐺 dan 𝑇: 𝑋 → 𝑋 adalah 

pemetaan kontraktif, maka terdapat 𝑘 ∈ ℝ,  0 < 𝑘 < 1 

sedemikian hingga untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐 ∈ 𝑋 mberlaku 

𝐺(𝑇(𝑎), 𝑇(𝑏), 𝑇(𝑐)) ≤ 𝑘 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑖𝑐) . Ambil sebarang 

𝜀 ∈ ℝ , 𝜀 > 0 , dibentuk 𝛿 =
𝜀

𝑘
> 0 , jika 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) <

𝛿 =
𝜀

𝑘
 maka 𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑐)) ≤ 𝑘 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) <

𝑘
𝜀

𝑘
= 𝜀. Jadi 𝑇 kontinu. 

 

Dengan mengacu pada Definisi 2.12 yang ditulis Abbas 

(2012;3) selanjutnya akan digeneralisasi fungsi kontinu 

tiga variabel pada ruang metrik-𝐺. 

Definisi 3.6 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺)  adalah ruang metrik-𝐺 . Fungsi 𝑓: 𝑋 ×

𝑋 × 𝑋 → ℝ  dikatakan kontinu jika untuk setiap barisan 
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(𝑎𝑛) , (𝑏𝑛)  dan (𝑐𝑛)  pada 𝑋  yang 𝐺 -konvergen ke 𝑎 , 𝑏 

dan 𝑐 maka  (𝑓(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛 , 𝑐𝑛)) konvergen ke 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐). 

Definisi 3.7 

Suatu ruang metrik-𝐺  (𝑋, 𝑖𝐺) dikatakan ruang metrik-𝐺 

lengkap jika untuk setiap barisan 𝐺 -Cauchy di (𝑋, 𝑖𝐺) 

adalah 𝐺-konvergen di (𝑋, 𝑖𝐺). 

(Gaba, 2017) 

Definisi 3.8 

Ruang metrik- 𝐺  (𝑋, 𝑖𝐺)  dikatakan simetri jika 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏,

𝑏)  = 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏) untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏 ∈ 𝑋. 

(Gaba, 2017) 

 

Teorema 3.2 

Jika (𝑋, 𝑖𝐺)  adalah ruang metrik-𝐺,  maka 𝐺  merupakan 

fungsi kontinu tiga variabel. 

(Gaba, 2017) 

Bukti: 

Misalkan barisan (𝑎𝑛),a(𝑏𝑚), dan (𝑐𝑙) konvergen ke 𝑎,a𝑏 

dan 𝑐. Berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e diperoleh: 

𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑖𝑎𝑛) + 𝐺(𝑎𝑛 , 𝑏, 𝑐)  

𝐺(𝑎𝑛 , 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) = 𝐺(𝑏, 𝑖𝑎𝑛, 𝑐) ≤ 𝐺(𝑏, 𝑏𝑚, 𝑏𝑚) +

𝐺(𝑏𝑚, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑖𝑐)  

𝐺(𝑏𝑚, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑖𝑐) = 𝐺(𝑐, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑏𝑚) ≤ 𝐺(𝑐, 𝑐𝑙 , 𝑐𝑙) +

𝐺(𝑐𝑙 , 𝑖𝑎𝑛 , 𝑖𝑏𝑚)  = 𝐺(𝑐, 𝑐𝑙 , 𝑖𝑐𝑙) + 𝐺(𝑎𝑛, 𝑏𝑚, 𝑐𝑙)  

Sehingga  

𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) ≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑎𝑛) + 𝐺(𝑏, 𝑏𝑚, 𝑏𝑚) +

𝐺(𝑐, 𝑖𝑐𝑙 , 𝑖𝑐𝑙) + 𝐺(𝑎𝑛 , 𝑖𝑏𝑚, 𝑐𝑙)  

𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) − 𝐺(𝑎𝑛 , 𝑖𝑏𝑚,   𝑐𝑙)

≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛 ,   𝑎𝑛) + 𝐺(𝑏,   𝑏𝑚,   𝑏𝑚)        

+ 𝐺(𝑐, 𝑖𝑐𝑙 ,   𝑐𝑙)      ⋯ (1) 

Dengan cara yang sama dapat diperoleh: 

𝐺(𝑎𝑛, 𝑖𝑏𝑚 , 𝑖𝑐𝑙) − 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)

≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛, 𝑖𝑎𝑛) + 𝐺(𝑏, 𝑖𝑏𝑚, 𝑖𝑏𝑚)          

+ 𝐺(𝑐, 𝑖𝑐𝑙 , 𝑖𝑐𝑙)      ⋯ (2) 

Dari 1 dan 2 diperoleh 

|𝐺(𝑎𝑛 , 𝑖𝑏𝑚, 𝑖𝑐𝑙) − 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)| ≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑎𝑛) +

𝐺(𝑏, 𝑖𝑏𝑚, 𝑖𝑏𝑚) + 𝐺(𝑐, 𝑖𝑐𝑙 , 𝑖𝑐𝑙)  

Karena (𝑎𝑛) , (𝑏𝑚) , dan (𝑐𝑙)  konvergen ke 𝑎 ,i𝑏  dan 𝑐 , 

maka 

lim
𝑛→∞

|𝐺(𝑎𝑛, 𝑖𝑏𝑛 , 𝑖𝑐𝑛) − 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)|

≤ lim
𝑛→∞

(𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑖𝑎𝑛) + 𝐺(𝑏, 𝑖𝑏𝑛, 𝑖𝑏𝑛) + 𝐺(𝑐, 𝑖𝑐𝑛, 𝑖𝑐𝑛))

≤ lim
𝑛→∞

𝐺(𝑎, 𝑖𝑎𝑛 , 𝑖𝑎𝑛) + lim
𝑛→∞

𝐺(𝑏, 𝑖𝑏𝑛 , 𝑖𝑏𝑛)

+ lim
𝑛→∞

𝐺(𝑐, 𝑖𝑐𝑛 , 𝑖𝑐𝑛)                                             

≤ 0 + 0 + 0            

≤ 0                                                                   

Jadi 𝐺(𝑎𝑛 , 𝑖𝑏𝑛, 𝑖𝑐𝑛)  konvergen ke 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) , karena 

untuk sebarang barisan (𝑎𝑛), 𝑖(𝑏𝑛)  dan (𝑐𝑛)  yang 

konvergen ke 𝑎, 𝑏 dan 𝑐 berlaku 𝐺(𝑎𝑛 , 𝑖𝑏𝑛 , 𝑖𝑐𝑛) konvegen 

ke 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) maka metrik-𝐺 kontinu. 

 

Teorema 3.3 

Misalkan 𝑋 ⊂ ℝ   (𝑋, 𝑖𝐺)  adalah ruang metrik-𝐺  lengkap 

yang simetri  dan 𝑇: 𝑋 → 𝑋. Jika 𝑇 memenuhi kondisi: 

𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑐))

≤ (
𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑐) + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑇(𝑐))

2𝐺(𝑎, 𝑇(𝑎), 𝑇(𝑎)) + 𝐺(𝑏, 𝑇(𝑏), 𝑇(𝑏)) + 𝐺(𝑐, 𝑇(𝑐), 𝑇(𝑐)) + 1
) 𝐺(𝑎,

𝑏, 𝑖𝑐) 

untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐 ∈ 𝑋  maka: 

1. 𝑇 memiliki setidaknya 1 titik tetap 𝜉 ∈ 𝑋. 

2. Untuk setiap 𝑧 ∈ 𝑋  barisan (𝑇𝑛(𝑧)) konvergen ke 

titik tetap dengan 𝑇𝑛(𝑧) = 𝑇(𝑇𝑛−1(𝑧)). 

3. Jika 𝜉, 𝑖𝜅 ∈ 𝑋  adalah dua titik tetap yang berbeda 

maka𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) = 𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖𝜅) ≥
1

3
. 

 

Bukti: 

1. Misalkan 𝑧0 ∈ 𝑋   dibentuk suatu barisan (𝑧𝑛) 

sedemikian hingga 𝑧𝑛+1 = 𝑇(𝑧𝑛).  Jika𝑝𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛,

𝑧𝑛+1, 𝑧𝑛+1)   𝑞𝑛 = 𝐺(𝑇(𝑧𝑛−1), 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛)   dan 𝑠𝑛 =

𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1) maka 

𝑝𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛,   𝑧𝑛+1,   𝑧𝑛+1) = 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝑧𝑛), 𝑖𝑇(𝑧𝑛))

= 𝐺(𝑇(𝑧𝑛−1),   𝑇(𝑧𝑛),   𝑇(𝑧𝑛))

≤ (
𝑞𝑛 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑇(𝑧𝑛), 𝑧𝑛) + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝑧𝑛))

2𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛 + 𝑝𝑛 + 1
) 𝑝𝑛−1

≤ (
𝐺(𝑧𝑛 , 𝑧𝑛 , 𝑧𝑛) + 𝑠𝑛 + 𝑠𝑛

2𝑝𝑛−1 + 2𝑝𝑛 + 1
) 𝑝𝑛−1

≤ (
2𝑠𝑛

2𝑝𝑛−1 + 2𝑝𝑛 + 1
) 𝑝𝑛−1 

berdasarkan Definisi 3.1 Bagian e 

𝑠𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛−1,  𝑧𝑛 ,  𝑧𝑛+1)

≤ 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) + 𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛+1) 

karena ruang metrik-𝐺 simetris maka 

𝑠𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛+1)

≤ 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛)

+ 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛+1, 𝑖𝑧𝑛+1)          

≤ 𝑝𝑛−1𝑖 + 𝑝𝑛 

sehingga  

𝑝𝑛 ≤ (
2(𝑝𝑛−1  +  𝑝𝑛)

2𝑝𝑛−1 + 2𝑝𝑛 + 1
) 𝑝𝑛−1

≤ (
2𝑝𝑛−1 + 2𝑝𝑛

2𝑝𝑛−1 + 2𝑝𝑛 + 1
) 𝑝𝑛−1                                                       

Jika 𝛼𝑛 = (
2𝑝𝑛−1+2𝑝𝑛

2𝑝𝑛−1+2𝑝𝑛+1
)  maka 

𝑝𝑛 ≤ 𝛼𝑛𝑝𝑛−1 

                ≤ 𝛼𝑛𝛼𝑛−1𝑝𝑛−2 

⋮ 

                     ≤ 𝛼𝑛𝛼𝑛−1 ⋯ 𝛼1𝑝0. 

Perhatikan 𝛼𝑛 = (
2𝑝𝑛−1+2𝑝𝑛

2𝑝𝑛−1+2𝑝𝑛+1
)   karena 2𝑝𝑛−1 +

2𝑝𝑛 < 2𝑝𝑛−1 + 2𝑝𝑛 + 1  maka 𝛼𝑛 < 1  untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. Sehingga  
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lim
𝑛→∞

𝛼𝑛𝛼𝑛−1 ⋯ 𝛼1 = 0 

akibatnya  

lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 0. 

Untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ  𝑚 > 𝑛 diperoleh 

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) ≤ ∑ 𝐺(𝑧𝑛+𝑖 , 𝑖𝑧𝑛+1+𝑖 , 𝑖𝑧𝑛+1+𝑖)

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

≤ ∑ 𝑝𝑛+𝑖

𝑚−𝑛

𝑖=0

         

              ≤ ∑ [(𝛼𝑛+𝑖 ⋯ 𝛼1)𝑝0]

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

karena lim
𝑛→∞

𝛼𝑛𝛼𝑛−1 ⋯ 𝛼1 = 0 maka 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚)

≤ lim
𝑛,𝑚→∞

∑ [(𝛼𝑛+𝑖 ⋯ 𝛼1)𝑝0]

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

  ≤ ∑ 0

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

≤ 0.      

Jadi (𝑧𝑛)  merupakan barisan Cauchy. Karena 

(𝑋, 𝑖𝐺)  merupakan ruang metrik- 𝐺  lengkap dan 

(𝑧𝑛) merupakan barisan Cauchy maka terdapat 𝜉 ∈

𝑋  sedemikian hingga (𝑧𝑛)  konvergen ke 𝜉 . 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝜉 merupakan 

titik tetap. Jika  𝑞 = 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉))  dan 𝑟𝑛 =

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝜉, 𝑖𝜉) maka 

𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉))

≤ (
𝑟𝑛 + 𝑟𝑛−1 + 𝑟𝑛−1

2𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛) + 𝑞 + 𝑞 + 1
) 𝑟𝑛−1        

≤ (
𝑟𝑛 + 2𝑟𝑛−1

2𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛) + 2𝑞 + 1
) 𝑟𝑛−1              

karena (𝑧𝑛) konvergen ke 𝜉 maka 

lim
𝑛→∞

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 𝑞

≤ lim
𝑛→∞

((
𝑟𝑛 + 2𝑟𝑛−1

2𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) + 2𝑞 + 1
) 𝑟𝑛−1)

≤ lim
𝑛→∞

((
𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝜉, 𝑖𝜉) + 2𝐺(𝑧𝑛−1, 𝜉, 𝜉)

2𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛) + 2𝑞 + 1
) 𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉))

≤ (
𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖 𝜉) + 2𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝜉)

2𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖 𝜉) + 2𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) + 1
) 𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)                          

≤ (
0 + 2𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉))

0 + 2𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) + 1
) 0                         

≤ 0                                                                                   

karena 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 0  maka 𝜉 = 𝑇(𝜉) . 

Jadi 𝜉 merupakan titik tetap. 

2. Misalkan 𝑇𝑛(𝑧) = 𝑧𝑛 . Akan ditunjukkan bahwa 

𝑧𝑛+1 = 𝑇(𝑧𝑛) 

𝑧𝑛+1 = 𝑇𝑚+1(𝑧) 

            = 𝑇(𝑇𝑛(𝑧)) 

     = 𝑇(𝑧𝑛) 

Karena barisan (𝑇𝑛(𝑧)) memenuhi 𝑧𝑛+1 = 𝑇(𝑧𝑛)  

maka berdasarkan Teorema 3.3 Bagian 1  (𝑇𝑛(𝑧)) 

konvergen ke titik tetap 𝜉. 

3. Jika 𝜅 adalah titik tetap dengan 𝜅 ≠ 𝜉. Maka 

𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) = 𝐺(𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜅), 𝑖𝑇(𝜅))

≤ (
𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) + 𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) + 𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)

2𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉) + 𝐺(𝜅, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) + 𝐺(𝜅, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) + 1
) 𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)  

≤ (
3𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)

1
) 𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)                                                              

𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅) ≤ 3[𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)]2   

                  1 ≤ 3𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)  

1

3
≤ 3𝐺(𝜉, 𝑖𝜅, 𝑖𝜅)                                       

Teorema 3.4 

Misalkan 𝑋 ⊂ ℝ, (𝑋, 𝑖𝐺) adalah ruang metrik-𝐺  lengkap 

yang simetris, dan 𝑇: 𝑋 → 𝑋. Jika 𝑇 memenuhi kondisi: 

𝐺(𝑇(𝑥), 𝑖𝑇(𝑦),   𝑇(𝑧))

≤ 𝛼 [(
min {𝐺(𝑏, 𝑇(𝑏), 𝑇(𝑏)), 𝐺(𝑐, 𝑖𝑇(𝑐), 𝑖𝑇(𝑐))} 

1 + 𝐺(𝑎, 𝑏, 𝑖𝑐)
)

+ 𝐺(𝑎, 𝑇(𝑎), 𝑇(𝑎)) (
min {𝐺(𝑏, 𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑏)), 𝐺(𝑐, 𝑖𝑇(𝑐), 𝑖𝑇(𝑐))} 

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)]

+  𝛽𝐺(𝑎,   𝑏,   𝑐) 

untukisetiapi𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋  dengan 𝛼 + 𝛽 < 1 , 𝛼, 𝑖𝛽 ∈ ℝ+ 

maka 𝑇 memiliki titik tetap di 𝑋. 

Bukti: 

Misalkan 𝑧0 ∈ 𝑋, dibentuk suatu barisan (𝑧𝑛) sedemikian 

hingga 𝑧𝑛+1 = 𝑇(𝑧𝑛). jika 𝑝𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛+1, 𝑖𝑧𝑛+1) maka  

𝑝𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛,  𝑧𝑛+1,  𝑧𝑛+1) = 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝑧𝑛), 𝑖𝑇(𝑧𝑛))

= 𝐺(𝑇(𝑧𝑛−1),   𝑇(𝑧𝑛),   𝑇(𝑧𝑛))

≤ 𝛼 [(
min {𝑝𝑛 , 𝑝𝑛}

1 + 𝑝𝑛−1

) + 𝑞𝑛−1 (
min {𝑝𝑛, 𝑝𝑛}

1 + 𝑝𝑛−1

)] + 𝛽𝑝𝑛−1

≤ 𝛼 [(
𝑝𝑛

1 + 𝑝𝑛−1

) + 𝑝𝑛−1 (
𝑝𝑛

1 + 𝑝𝑛−1

)] + 𝛽𝑝𝑛−1

≤ 𝛼 [(
𝑝𝑛

1 + 𝑝𝑛−1

) (1𝑖 + 𝑖𝑝𝑛−1)]

+ 𝛽𝑝𝑛−1                                                                                            

≤ 𝛼𝑝𝑛 + 𝛽𝑝𝑛−1

≤
𝛽 

1 − 𝛼
𝑝𝑛−1                                                                                   

≤ (
𝛽

1 − 𝛼
)

2

𝑝𝑛−2                                                                                    

           ⋮  

≤ (
𝛽

1 − 𝛼
)

𝑛

𝑝0                                                                                                                                           

karena 𝛼𝑖 + 𝑖𝛽 < 1 maka 
𝛽

1−𝛼
< 1, sehingga 

lim
𝑛→∞

(
𝛽

1 − 𝛼
)

𝑛

= 0. 

Untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 > 𝑛 diperoleh 

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚) ≤ ∑ 𝐺(𝑧𝑛+𝑖 , 𝑖𝑧𝑛+1+𝑖 , 𝑖𝑧𝑛+1+𝑖)

𝑚−𝑛

𝑖=0
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≤ ∑ 𝑝𝑛+𝑖

𝑚−𝑛

𝑛→∞

         

           ≤ ∑ (
𝛽

1 − 𝛼
)

𝑛+𝑖

𝑝0

𝑚−𝑛

𝑛→∞

 

karena lim
𝑛→∞

(
𝛽

1−𝛼
)

𝑛

= 0 maka 

lim
𝑛→∞

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚 , 𝑖𝑧𝑚) ≤ lim
𝑛→∞

∑ (
𝛽

1 − 𝛼
)

𝑛+𝑖

𝑝0

𝑚−𝑛

𝑖=0 

 

     ≤ ∑ 0

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

≤ 0.   

Jadi (𝑧𝑛)  merupakan barisan Cauchy. Karena (𝑋, 𝑖𝐺) 

merupakan ruang metrik-𝐺 lengkap dan (𝑧𝑛) merupakan 

barisan Cauchy maka terdapat 𝜉 ∈ 𝑋 sedemikian hingga 

(𝑧𝑛) konvergen ke 𝜉. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 

𝜉  merupakan titik tetap. Jika  𝑞 = 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) 

maka  

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉))

≤ 𝛼 [(
min {𝑞, 𝑞}

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝜉)
)

+ 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑇(𝑧𝑛−1), 𝑖𝑇(𝑧𝑛−1)) (
min {𝑞, 𝑞}

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝜉)
)]

+ 𝛽𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)

≤ 𝛼 [(
𝑞

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝜉)
)

+ 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛) (
𝑞

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝜉, 𝜉)
)]

+ 𝛽𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)

≤ 𝛼 [(
𝑞

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
) (1 + 𝐺(𝑧𝑛−1,  𝑧𝑛 ,  𝑧𝑛))]

+ 𝛽𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)

≤ 𝛼 [(
𝑞(1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛))

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
)] + 𝛽𝐺(𝑧𝑛−1,   𝜉,   𝜉) 

karena (𝑧𝑛) konvergen ke 𝜉 maka 

lim
𝑛→∞

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 𝑞

≤ lim
𝑛→∞

(𝛼 (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1,  𝑧𝑛 ,  𝑧𝑛)]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝜉, 𝜉)
)

+ 𝛽𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉))                                                                       

≤ 𝛼 (
𝑞[1 + 𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)]

1 + 𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
) + 𝛽𝐺(𝜉, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉) 

≤ 𝛼𝑞                                                                                                    

≤ 𝛼𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉))                                                                                    

karena 𝛼 < 1  maka 𝜉 = 𝑇(𝜉) . Jadi 𝜉  merupakan titik 

tetap pada 𝑇. 

Teorema 3.5 

Misalkan 𝑋 ⊂ ℝ, (𝑋, 𝑖𝐺) adalah ruang metrik-𝐺  lengkap 

yang simetris, dan 𝑇: 𝑋 → 𝑋. Jika 𝑇 memenuhi kondisi: 

𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑐))

≤ 𝛼1 (
𝐺(𝑏, 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑏))[1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑎))]

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)                                    

+ 𝛼2 (
𝐺(𝑐, 𝑖𝑇(𝑐), 𝑖𝑇(𝑐))[1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑎))]

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)

+ 𝛼3𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) 

untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐 ∈ 𝑋  dengan 𝛼𝑖 ≥ 0 , 𝑖 = 1, 2, 3 

sedemikian hingga untuk sebarang 0 < 𝜆1 < 1, 

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = ∑ 𝛼𝑖

3

𝑖=1

≤ 𝜆1 

maka 𝑇 memiliki titik tetap di 𝑋. 

Bukti: 

Misalkan 𝑧0 ∈ 𝑋, dibentuk suatu barisan (𝑧𝑛) sedemikian 

hingga 𝑧𝑛+1 = 𝑇(𝑧𝑛). jika 𝑝𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛+1, 𝑖𝑧𝑛+1) maka 

𝑝𝑛 = 𝐺(𝑧𝑛,  𝑧𝑛+1,  𝑧𝑛+1) = 𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝑧𝑛), 𝑖𝑇(𝑧𝑛))

= 𝐺(𝑇(𝑧𝑛−1),   𝑇(𝑧𝑛), 𝑖𝑇(𝑧𝑛))

≤ 𝛼1 (
𝑝𝑛[1 + 𝑝𝑛−1]

1 + 𝑝𝑛−1

) + 𝛼2 (
𝑝𝑛[1 + 𝑝𝑛−1]

1 + 𝑝𝑛−1

) + 𝛼3𝑝𝑛−1

≤ 𝛼1𝑝𝑛 + 𝛼2𝑝𝑛 + 𝛼3𝑝𝑛−1            

≤ (𝛼1 + 𝛼2)𝑝𝑛 + 𝛼3𝑝𝑛−1

≤
𝛼3

1 − (𝛼1 + 𝛼2)
𝑝𝑛−1                                                               

≤ (
𝛼3

1 − (𝛼1 + 𝛼2)
)

𝑛

𝑝0                                                            

karena 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 < 1 maka 
𝛼3

1−(𝛼1+𝛼2)
< 1 sehingga 

lim
𝑛→∞

(
𝛼3

1 − (𝛼1 + 𝛼2)
)

𝑛

= 0. 

Untuk setiap 𝑛, 𝑖𝑚 ∈ ℕ, 𝑚 > 𝑛 diperoleh 

𝐺(𝑧𝑛,  𝑧𝑚,  𝑧𝑚) ≤ ∑ 𝐺(𝑧𝑛+𝑖 , 𝑖𝑧𝑛+1+𝑖 , 𝑖𝑧𝑛+1+𝑖)

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

≤ ∑ 𝑝𝑛+𝑖

𝑚−𝑛

𝑖=0

        

                        ≤ ∑ (
𝛼3

1 − (𝛼1 + 𝛼2)
)

𝑛+𝑖

𝑝0

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

karena lim
𝑛→∞

(
𝛼3

1−(𝛼1+𝛼2
)

𝑛

= 0 maka  

lim
𝑛,𝑚→∞

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑚, 𝑖𝑧𝑚)

≤ lim
𝑛,𝑚→∞

∑ (
𝛼3

1 − (𝛼1 + 𝛼2)
)

𝑛+𝑖

𝑝0

𝑚−𝑛

𝑖=0

 

≤ ∑ 0

𝑚−𝑛

𝑖=0

          

≤ 0.                

Jadi (𝑧𝑛)  merupakan barisan Cauchy. Karena (𝑋, 𝑖𝐺) 

merupakan ruang metrik-𝐺 lengkap dan (𝑧𝑛) merupakan 

barisan Cauchy maka terdapat 𝜉 ∈ 𝑋 sedemikian hingga 

(𝑧𝑛) konvergen ke 𝜉. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 
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𝜉  merupakan titik tetap. Jika  𝑞 = 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) 

maka 

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉))

≤ 𝛼1 (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑇(𝑧𝑛−1), 𝑖𝑇(𝑧𝑛−1))]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
)

+ 𝛼2 (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑇(𝑧𝑛−1), 𝑖𝑇(𝑧𝑛−1))]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
)

+ 𝛼3𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)

≤ 𝛼1 (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛)]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
)

+ 𝛼2 (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛, 𝑖𝑧𝑛)]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
) + 𝛼3𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)

≤ (𝛼1 + 𝛼2) (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛)]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉)
)

+ 𝛼3𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝜉, 𝑖𝜉) 

Karena (𝑧𝑛) konvergen ke 𝜉 maka  

lim
𝑛→∞

𝐺(𝑧𝑛 , 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉), 𝑖𝑇(𝜉)) = 𝑞

≤ lim
𝑛→∞

((𝛼1 + 𝛼2) (
𝑞[1 + 𝐺(𝑧𝑛−1,  𝑧𝑛 , 𝑖𝑧𝑛)]

1 + 𝐺(𝑧𝑛−1, 𝜉, 𝜉)
)

+ 𝛼3𝐺(𝑧𝑛−1, 𝑖𝜉, 𝑖𝜉))                                                                        

≤ (𝛼1 + 𝛼2) (
𝑞[1 + 𝐺(𝜉, 𝜉, 𝜉)]

1 + 𝐺(𝜉, 𝜉, 𝜉)
) + 𝛼3𝐺(𝜉,   𝜉,   𝜉)

≤ (𝛼1 + 𝛼2)𝑞                        

≤ (𝛼1 + 𝛼2)𝐺(𝜉, 𝑖𝑇(𝜉),   𝑇(𝜉)) 

Karena 𝛼1 + 𝛼2 < 1  maka 𝜉 = 𝑇(𝜉) . Jadi 𝜉  merupakan 

titik tetap pada 𝑇. 

PENUTUP 

A. Simpulan 

Misalkan (𝑋, 𝑖𝐺) adalah ruang metrik-𝐺 dan 𝑇: 𝑋 →

𝑋 . Jika untuk setiap 𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐 ∈ 𝑋,  𝑇  memenuhi 

kondisi: 

𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑐))

≤ 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖 𝑐)

× (
𝐺(𝑇(𝑎), 𝑏, 𝑖𝑐) + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑐) + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑇(𝑐))

2𝐺(𝑎, 𝑇(𝑎), 𝑇(𝑎)) + 𝐺(𝑏, 𝑇(𝑏), 𝑇(𝑏)) + 𝐺(𝑐, 𝑇(𝑐), 𝑇(𝑐)) + 1
) 

atau 

𝐺(𝑇(𝑥), 𝑖𝑇(𝑦), 𝑖𝑇(𝑧))

≤ 𝛼 [(
min {𝐺(𝑏, 𝑖𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑏)), 𝐺(𝑐, 𝑖𝑇(𝑐), 𝑖𝑇(𝑐))} 

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)

+ 𝐺(𝑎, 𝑇(𝑎), 𝑇(𝑎)) (
min {𝐺(𝑏, 𝑇(𝑏), 𝑇(𝑏)), 𝐺(𝑐, 𝑇(𝑐), 𝑇(𝑐))} 

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)]

+  𝛽𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) 

Dengan 𝛼 + 𝛽 < 1, 𝛼, 𝑖𝛽 ∈ ℝ+ 

atau 

𝐺(𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑏),   𝑇(𝑐))

≤ 𝛼1 (
𝐺(𝑏, 𝑇(𝑏), 𝑖𝑇(𝑏))[1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑎))]

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)

+ 𝛼2 (
𝐺(𝑐, 𝑖𝑇(𝑐), 𝑖𝑇(𝑐))[1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑇(𝑎), 𝑖𝑇(𝑎))]

1 + 𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐)
)

+ 𝛼3𝐺(𝑎, 𝑖𝑏, 𝑖𝑐) 

dengan 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 < 𝜆1 , 0 < 𝜆1 < 1,  maka 𝑇 

memiliki titik tetap. 

 

B. Saran 

Pada skripsi ini, hanya dibahas eksistensi titik tetap 

pada ruang metrik-𝐺 lengkap. Olehikarenaiitu, dapat 

dilakukannnpenelitian lebihnnilanjutnnimengenai 

ketunggalan titik tetap pada ruang metrik-𝐺 lengkap.  
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