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Abstrak 

 

Himpunan tak kosong 𝑋  dengan operasi biner “ ∗ ” dan elemen khusus 0 disebut BP-aljabar jika 
memenuhi aksioma 𝑥 ∗ 𝑥 = 0,  𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦 , dan (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ 𝑦,  untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.  Pada 
penelitian ini diperoleh sifat-sifat dan struktur yang terkait pada BP-aljabar. Sebagai tambahan, juga dibahas 
BP-aljabar kuadratik  dan akan ditunjukkan setiap BP-aljabar kuadratik adalah BCI-aljabar.  
Kata kunci: BP-aljabar, 0-komutatif, BP-aljabar kuadratik. 

 

Abstract 

A non-empty set 𝑿 with binary operation " ∗ " and 0 constant is called BP-algebra if satisfies 𝑥 ∗ 𝑥 = 0, 𝑥 ∗
(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦, (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ 𝑦, untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. In this research we investigated some properties and 

structure of BP-algebra. Moreover, we discuss a quadratic BP-algebra and show that every quadratic BP-algebra is a 

BCI-algebra. 

 

Keyword: BP-algebra, 0-commutative, quadratic BP-algebra. 

 

 

PENDAHULUAN 

Aljabar abstrak adalah bidang matematika 

yang mempelajari struktur aljabar. Struktur aljabar 

merupakan himpunan yang tak kosong dengan satu 

atau lebih operasi dan memenuhi aksioma-aksioma 

yang terkait. Beberapa kajian dalam struktur aljabar 

yaitu grup, ring, ideal. Adapun struktur aljabar lainnya 

yaitu B-aljabar, BP-aljabar. 

Pada tahun 1966 , Y. Imai dan K. Iseki 

memperkenalkan dua kelas dari aljabar abstrak, yaitu 

BCK-aljabar dan BCI-aljabar. BCK-aljabar merupakan 

subkelas dari BCI-aljabar. Selanjutnya pada tahun 

2002, Joseph Neggers dan Hee Sik Kim 

memperkenalkan tentang B-aljabar yang memenuhi 

aksioma (i)  𝑥 ∗ 𝑥 = 0, (ii)   𝑥 ∗ 0 = 𝑥, (iii)  (𝑥 ∗ 𝑦) ∗

𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑧 ∗ (0 ∗ 𝑦))  untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  dan 

dipelajari juga sifat-sifatnya.  

Pada tahun 2013, Sun Shin Ahn dan Jeong 

Soon Han memperkenalkan tentang BP-aljabar. BP-

aljabar adalah suatu himpunan tak kosong 𝑋  dengan 

operasi biner ∗ dan elemen khusus 0 yang memenuhi 
aksioma: (i) 𝑥 ∗ 𝑥 = 0, (ii) 𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦, 

(iii) (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ 𝑦  untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 . 

BP-aljabar merupakan generalisasi dari B-aljabar.  
H. K. Park dan H. S. Kim memperkenalkan 

tentang aljabar kuadratik. Suatu aljabar (𝑋,∗) dikatakan 

aljabar kuadratik jika 𝑥 ∗ 𝑦  didefinisikan oleh 𝑥 ∗ 𝑦 =

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹, dengan 

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 ∈ 𝑋 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Selanjutnya, 

Sun Shin Ahn dan Jeong Sun Han menerapkan aljabar 

kuadratik pada BP-aljabar. Aljabar kuadratik (𝑋,∗) 

dikatakan BP-aljabar kuadratik jika memenuhi 

aksioma-aksioma pada BP-aljabar. 

Dengan demikian, pada skripsi ini akan 

dibahas sifat-sifat BP-aljabar serta akan dibahas 

perluasan dari BP-aljabar yaitu BP-aljabar kuadratik. 

Setiap BP-aljabar kuadratik adalah BCI-aljaar. 

KAJIAN TEORI 

Operasi Biner 

Definisi 2.1 Misalkan 𝐺 adalah himpunan tak kosong. 

Operasi biner ∗ di 𝐺 adalah fungsi dari 𝐺 × 𝐺 → 𝐺. 

(Joseph A. Gallian, 2010: 40) 

BF-Aljabar 

Definisi 2.2 Suatu himpunan tak   kosong 𝑋  dengan 
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operasi biner ∗  dan elemen khusus 0 merupakan BF-

aljabar jika memenuhi aksioma berikut: 𝑥 ∗ 𝑥 = 0; 𝑥 ∗

0 = 𝑥;, 0 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ 𝑥 untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

(A. Walendziak, 2007: 120) 

 

Grup 

Definisi 2.3 Suatu grup adalah pasangan terurut (𝐺,∗), 

dengan 𝐺  adalah himpunan tak kosong dan operasi 

biner ∗  yang memenuhi aksioma-aksioma sebagai 

berikut:  

(i)  𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 , untuk semua 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝐺 (sifat asosiatif). 

(ii) Ada 𝑒 ∈ 𝐺 , yang disebut identitas dari 𝐺 

sedemikian hingga untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗

𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 (mempunyai identitas). 

(iii) Setiap  𝑎 ∈ 𝐺, ∃ 𝑎−1 ∈ 𝐺 yang disebut invers dari 

𝑎  sedemikian hingga 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒 

(mempunyai invers). 
Suatu grup yang dibentuk oleh himpunan 𝐺 dan operasi 

biner ∗ dinotasikan dengan (𝐺,∗). 

(Herstein, 1995 : 40) 

Grup Abelian 

Definisi 2.4 (𝐺,∗) disebut grup abelian jika memenuhi 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. 
(Herstein, 1995 : 40) 

BH-Aljabar 

Definisi 2.5 Suatu himpunan tak kosong 𝑋  dengan 

operasi biner ∗ dan  elemen khusus 0 merupakan BH-

aljabar jika memenuhi aksioma berikut: 𝑥 ∗ 𝑥 = 0;  𝑥 ∗

0 = 𝑥 ; 𝑥 ∗ 𝑦 = 0  dan 𝑦 ∗ 𝑥 = 0  maka 𝑥 = 𝑦  untuk 

setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

(Qun Zhang, Y. B.  Jun dan E. H. Roh, 2001: 971) 

B-Aljabar 

Definisi 2.6 Suatu himpunan tak kosong 𝑋   dengan 

operasi biner ∗ dan  elemen khusus 0 merupakan B-

aljabar jika memenuhi aksioma berikut:𝑥 ∗ 𝑥 = 0; 𝑥 ∗

0 = 𝑥;  (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑧 ∗ (0 ∗ 𝑦))  untuk setiap 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

(J. Neggers dan H. S. Kim, 2002: 22) 

 

B-Aljabar 0-Komutatif 

Definisi 2.7 B-Aljabar (𝑋,∗ ,0) dikatakan 0-komutatif 

jika untuk setiap , 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ∗ (0 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ (0 ∗ 𝑥). 

(H. S. Kim dan H. G. Park, 2005: 32) 

 

BCI-Aljabar 

Definisi 2.8 Suatu himpunan tak kosong 𝑋   dengan 

operasi biner ∗ dan elemen khusus 0 merupakan BCI-

aljabar jika memenuhi aksioma: 

((𝑥 ∗ 𝑦)) ∗ (𝑥 ∗ 𝑧)) ∗ (𝑧 ∗ 𝑦) = 0 ; (𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦)) ∗ 𝑦 =

0;  𝑥 ∗ 𝑥 = 0;  Jika 𝑥 ∗ 0 = 0  maka 𝑥 = 0;  𝑥 ∗ 𝑦 = 0 

dan  𝑦 ∗ 𝑥 = 0, maka 𝑥 = 𝑦, untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

(Young Bae Jun, Jie Meng dan Xiao 

Long Xin, 2000: 427) 

 

Field 

Definisi 2.9 Field adalah suatu himpunan tak kosong 

𝑋 yang tertutup pada operasi penjumlahan (+)  dan 

perkalian (⋅)  sehingga memenuhi aksioma-aksioma 

berikut: 

i. Komutatif terhadap penjumlahan, yaitu  𝑥 + 𝑦 =

𝑦 + 𝑥 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 

ii. Asosiatif terhadap penjumlahan, yaitu (𝑥 + 𝑦) +

𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋,  

iii. Ada 𝑒 ∈ 𝑋 , yang disebut identitas dari 

𝑋 sedemikian hingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋  berlaku 

𝑥 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑥 = 𝑥,  
iv. Setiap 𝑥 ∈ 𝑋, ada 𝑥−1 ∈ 𝑋 yang disebut invers dari 

 𝑥  sedemikian hingga  𝑥 + 𝑥−1 = 𝑒, 

v. Komutatif terhadap perkalian, yaitu 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,  

vi. Asosiatif terhadap perkalian, yaitu (𝑥𝑦) ⋅ 𝑧 = 𝑥 ⋅

(𝑦𝑧) untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋,  

vii. Ada 𝑒 ∈ 𝑋, yang disebut identitas dari 𝑋 

sedemikian hingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋  berlaku 𝑒 ⋅

𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑒 = 𝑥, 

viii. Setiap 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 0,  ada 𝑥−1 ∈ 𝑋 , yang disebut 

invers dari 𝑥 sedemikian hingga 𝑥. 𝑥−1 = 𝑒 

ix. Distributif, yaitu 𝑥(𝑦 + 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧untuk setiap 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.  

(Adi Setiawan, 2014: 153) 

Aljabar Kuadratik 

Definisi 2.10 Misalkan 𝑋  field. Aljabar (𝑋, ∗) 

dikatakan kuadratik jika 𝑥 ∗ 𝑦   didefinisikan oleh 𝑥 ∗

𝑦 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐹 dengan  

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 ∈ 𝑋 , untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

 (S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013:555) 

 

Karakteristik Field 

Definisi 2.11 Karakteristik dari field  𝐹  adalah 

bilangan bulat positif terkecil 𝑛  sedemikian hingga 

𝑛𝑥 = 0, untuk semua 𝑥  di 𝐹 . Jika tidak ada bilangan 

bulat yang seperti itu,   maka dikatakan bahwa 𝐹 

memiliki karakteristik 0.  

(Joseph A. Gallian, 2013:258) 

Pada pembahasan selanjutnya menggunakan 

field yang berkarakteristik 0. 

 

 



BP-ALJABAR 

10 

 

Lemma 2.1 

Misalkan 𝑋  field dengan 𝐴1𝑥2 + 𝐵1𝑥𝑦 + 𝐶1𝑦2 +

𝐷1𝑥 + 𝐸1𝑦2 + 𝐹1 = 𝐴2𝑥2 + 𝐵2𝑥𝑦 + 𝐶2𝑦2 + 𝐷2𝑥 +

𝐸2𝑦2 + 𝐹2 ,dimana 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 , … , 𝐹1, 𝐹2  ∈ 𝑋  untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 maka 𝐴1 = 𝐴2, 𝐵1 = 𝐵2 … 𝐹1 = 𝐹2. 

Bukti: 

Misalkan 

𝐴1𝑥2 + 𝐵1𝑥𝑦 + 𝐶1𝑦2 + 𝐷1𝑥 + 𝐸1𝑦2 + 𝐹1 = 𝐴2𝑥2 +

𝐵2𝑥𝑦 + 𝐶2𝑦2 + 𝐷2𝑥 + 𝐸2𝑦2 + 𝐹2  (1) 

Akan dibuktikan 

𝐴1 = 𝐴2  

𝐵1 = 𝐵2   

𝐶1 = 𝐶2  

𝐷1 = 𝐷2  

𝐸1 = 𝐸2  

𝐹1 = 𝐹2  

Misalkan 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 maka 

𝐶1 + 𝐸1 = 𝐶2 + 𝐸2  (2) 

Misalkan 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 maka 

𝐴1 + 𝐷1 = 𝐴2 + 𝐷2  (3) 

Misalkan 𝑥 = 1, 𝑦 = 1 maka 

𝐴1 + 𝐵1 + 𝐶1 + 𝐷1 + 𝐷1 + 𝐸1 = 𝐴2 + 𝐵2 +

𝐶2+𝐷2 + 𝐸2  (4) 

Subtitusi persamaan (2) dan persamaan (3) ke 

persamaan (4), diperoleh 

𝐵1 = 𝐵2  (5) 

Sehingga persamaan (1) menjadi 

𝐴1𝑥2 + 𝐶1𝑦2 + 𝐷1𝑥 + 𝐸1𝑦2 + 𝐹1 = 𝐴2𝑥2 + 𝐶2𝑦2 +

𝐷2𝑥 + 𝐸2𝑦2 + 𝐹2  (6) 

Misalkan 𝑥 = −1, 𝑦 = 0 maka  

𝐴1 − 𝐷1 = 𝐴2 − 𝐷2 (7) 

Misalkan 𝑥 = 0, 𝑦 = −1 maka 

𝐶1 − 𝐸1 = 𝐶2 − 𝐸2  (8) 

Eliminasi 𝐷1dan 𝐷2 dari persamaan (3) dan persamaan 

(7), diperoleh 

 𝐴1 + 𝐴1 = 𝐴2 + 𝐴2   

(1 + 1) 𝐴1 = (1 + 1)𝐴2  

  2𝐴1 = 2𝐴2   

Karena 𝑋 field berkarakteristik 0 maka diperoleh 

  𝐴1 = 𝐴2  (9) 

Eliminasi 𝐶1dan 𝐶2 dari persamaan (2) dan persamaan 

(8), diperoleh 

𝐶1 + 𝐶1 = 𝐶2 + 𝐶2   

(1 + 1) 𝐶1 = (1 + 1)𝐶2  

  2𝐶1 = 2𝐶2   

Karena 𝑋 field berkarakteristik 0 maka diperoleh 

  𝐶1 = 𝐶2  (10) 

Karena,  𝐴1 = 𝐴2 maka persamaan (3) menjadi 

 𝐷1 = 𝐷2  (11) 

Karena,  𝐶1 = 𝐶2  maka persamaan (2) menjadi 

 𝐸1 = 𝐸2  (12) 

Jadi, terbukti bahwa 𝐴1 = 𝐴2, 𝐵1 = 𝐵2 … 𝐹1 = 𝐹2.∎ 

 

PEMBAHASAN 

BP-Aljabar 

Definisi 3.1 BP-aljabar adalah himpunan tak kosong 𝑋 

dengan elemen khusus 0  dan operasi biner ∗  yang 

memenuhi aksioma: 𝑥 ∗ 𝑥 = 0;  𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦; 

(𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ 𝑦, untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 552) 

Misalkan  𝑋 = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐}  dengan operasi ∗  yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

Tabel Cayley dengan operasi ∗ 

∗ 0 𝑎 𝑏 𝑐 

0 0 𝑎 𝑏 𝑐 

𝑎 𝑎 0 𝑐 𝑏 

𝑏 𝑏 𝑐 0 𝑎 

𝑐 𝑐 𝑏 𝑎 0 

Maka (𝑋,∗ ,0) adalah BP-aljabar 

Teorema 3.1 

Jika (𝑋,∗, 0)  adalah BP-aljabar, maka untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, belaku: 

i. 0 ∗ (0 ∗ 𝑥) = 𝑥, 

ii. 0 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥) = (𝑥 ∗ 𝑦), 

iii. 𝑥 ∗ 0 = 𝑥, 

iv. Jika 𝑥 ∗ 𝑦 = 0 maka 𝑦 ∗ 𝑥 = 0 

v. Jika 0 ∗ 𝑥 = 0 ∗ 𝑦 maka 𝑥 = 𝑦 

vi. Jika 0 ∗ 𝑥 = 𝑦 maka 0 ∗ 𝑦 = 𝑥, 

vii. Jika 0 ∗ 𝑥 = 𝑥 maka 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 553) 

Bukti: 

i. Misal 𝑥 = 0  dan 𝑦 = 𝑥, berdasarkan definisi 3.1-

(ii). 

 𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦 maka 0 ∗ (0 ∗ 𝑥) = 𝑥 ∎ 

ii. 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧)  

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑥 ∗ 𝑥) ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)   

= 0 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥)  

Jadi, 𝑥 ∗ 𝑦 = 0 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥) ∎  

iii. 𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦  (Definisi 3.1-(ii)) 

𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑥) = 𝑥  (Misalkan  𝑦 = 𝑥) 

𝑥 ∗ 0 = 𝑥  (Definisi 3.1-(i)) 

Jadi, 𝑥 ∗ 0 = 𝑥 ∎ 

iv. Menggunakan Teorema 3.1-(ii) maka 

0 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ 𝑥   (Teorema 3.1-(ii)) 

0 ∗ 0 = 𝑦 ∗ 𝑥   (𝑥 ∗ 𝑦 = 0) 

0 = 𝑦 ∗ 𝑥 ∎  (Definisis 3.1-(i)) 

v. 0 ∗ 𝑥 = 0 ∗ 𝑦,  

0 ∗ (0 ∗ 𝑥) = 0 ∗ (0 ∗ 𝑦)  (Teorema 3.1-(iii)) (Teorema 3.1-(iii)) 
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𝑥 = 𝑦 ∎  (Teorema 3.1-(i)) 

vi. 0 ∗ 𝑥 = 𝑦  

0 ∗ (0 ∗ 𝑥) = 0 ∗ 𝑦  (Teorema 3.1-(iii)) 

𝑥 = 0 ∗ 𝑦 ∎ (Teorema 3.1-(i)) 

vii. 𝑥 ∗ 𝑦 = 0 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦)  (Teorema 3.1-(iii)) 

 = 𝑦 ∗ 𝑥   (Teorema 3.1-(ii)) 

Jadi, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 ∎   

Teorema 3.2 

Setiap BP-aljabar adalah BF-aljabar. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 553) 

 

Bukti: 

 Dari definisi 3.1-(i) 𝑥 ∗ 𝑥 = 0  menunjukkan 

definisi 2.2-(i) terpenuhi.  

 Setiap BP-aljabar memenuhi 𝑥 ∗ 0 = 0 , untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋  menunjukkan definisi 2.2-(ii) 

terpenuhi 

 Setiap BP-aljabar memenuhi 0 ∗ (𝑦 ∗ 𝑥) = 𝑥 ∗ 𝑦 , 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  menunjukkan definisi 2.2-

(iii) terpenuhi 

Karena, ketiga aksioma pada definisi 2.2 terpenuhi 

maka terbukti bahwa setiap BP-aljabar adalah BF-

aljabar. ∎ 

 

Definisi 3.2 

BP-aljabar  (𝑋,∗, 0)  dikatakan 0-komutatif jika 𝑥 ∗

(0 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ (0 ∗ 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 553) 

 

Proposisi 3.1 

Jika (𝑋,∗, 0) adalah BP-aljabar 0-komutatif, maka: 

(i) (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑧 ∗ 𝑦) ∗ (𝑧 ∗ 𝑥), 

(ii) 𝑥 ∗ 𝑦 = (0 ∗ 𝑦) ∗ (0 ∗ 𝑥). 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013:553) 

Bukti: 

(i) (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) 

= (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (0 ∗ (𝑧 ∗ 𝑦))  (Teorema 3.1-(ii)) (Teorema 3.1-(ii)) 

= (𝑧 ∗ 𝑦) ∗ (0 ∗ (𝑥 ∗ 𝑧) (0-komutatif)   

= (𝑧 ∗ 𝑦) ∗ (𝑧 ∗ 𝑥) ∎  (Teorema 3.1-(ii)) 

(ii) (𝑥 ∗ 𝑧) ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑧 ∗ 𝑦) ∗ (𝑧 ∗ 𝑥) 

(𝑥 ∗ 0) ∗ (𝑦 ∗ 0) = (0 ∗ 𝑦) ∗ (0 ∗ 𝑥)   

 𝑥 ∗ 𝑦 = (0 ∗ 𝑦) ∗ (0 ∗ 𝑥) ∎ 

Teorema 3.3 

Misalkan (𝑋,∘, 0) grup abelian dengan elemen 

identitas 0. Jika didefinisikan 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 ∘ 𝑦−1,  maka 

(𝑋,∗, 0) adalah BP-aljabar. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 554) 

Bukti: 

 𝑥 ∗ 𝑥 = 0 

 𝑥 ∘ 𝑥−1 = 0  

Definisi 3.1-(1) terpenuhi ∎ 

 

  𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) 

 = 𝑥 ∗ (𝑥 ∘ 𝑦−1)  (Definisi ∗ ) 

 = 𝑥 ∘ (𝑥 ∘ 𝑦−1)−1   (Definisi ∗ )   

 = 𝑥 ∘ (𝑦 ∘ 𝑥−1)  (Sifat invers produk) 

 = 𝑥 ∘ (𝑥−1 ∘ 𝑦)  (Sifat komutatif ∘) 

 = (𝑥 ∘ 𝑥−1) ∘ 𝑦 (Sifat Asosiatif ∘) 

 = 0 ∘ 𝑦 (0 identitas) 

 = 𝑦 ∘ 0 (Sifat komutatif ∘)  

 = 𝑦 (Teorema 3.1-(iii)) 

Definisi 3.1-(ii) terpenuhi ∎ 

 (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ (𝑧 ∗ 𝑦) 

= (𝑥 ∘ 𝑦−1) ∗ (𝑧 ∘ 𝑦−1)  (Definisi ∗ ) 

= (𝑥 ∘ 𝑦−1) ∘ (𝑧 ∘ 𝑦−1)−1  (Definisi ∗ ) 

= (𝑥 ∘ 𝑦−1) ∘ (𝑦 ∘ 𝑧−1)  (Sifat invers produk ∘) 

= 𝑥 ∘ (𝑦−1 ∘ 𝑦) ∘ 𝑧−1   (Sifat asosiatif ∘) 

= 𝑥 ∘ 0 ∘ 𝑧−1  (0 identitas) 

= 𝑥 ∘ 𝑧−1  (Definisi 3.1-(iii))  

= 𝑥 ∗ 𝑧 (Definisi ∗)  

Karena definisi 3.1-(i), (ii), (iii) terpenuhi maka (𝑋,∗,∘) 

merupakan BP-aljabar. ∎   

 

Teorema 3.4 

BP-aljabar (𝑋,∗, 0)   0-komutatif jika dan hanya jika 

(0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ 𝑥 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 554) 

Bukti: 

Misalkan bahwa (0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ 𝑥 untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Dari definisi 3.2 kita punya 

𝑥 ∗ (0 ∗ 𝑦) = 0 ∗ ((0 ∗ 𝑥) ∗ (0 ∗ 𝑦))  (Teorema 3.1-(i)) 

= 0 ∗ ((0 ∗ 𝑦) ∗ (0 ∗ 𝑥))  (0- komutatif) 

= 𝑦 ∗ (0 ∗ 𝑥)  ((Teorema3.1-(i)) 

Kebalikannya mengikuti proposisi 3.1 ∎ 

 

Proposisi 3.2 

Jika BP-aljabar (𝑋,∗, 0)  dengan (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑧 ∗

𝑦)  untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 , maka 0 ∗ 𝑥 = 𝑥  untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋. 

 (S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 554) 

Bukti: 

0 ∗ 𝑥 = 𝑥  (Hipotesis) 

(0 ∗ 𝑥) ∗ 0 = 𝑥  (Teorema 3.1-(iii)) 

(0 ∗ 𝑥) ∗ 0 = 0 ∗ (0 ∗ 𝑥) ∎ (Teorema 3.1-(i)) 

Teorema 3.5 

Setiap B-aljabar 0-komutatif adalah BP-aljabar. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 554) 

Bukti: 

 Definisi 2.6-(i) 𝑥 ∗ 𝑥 = 0 menunjukkan definisi 3.1-

(i) terpenuhi. 

 Setiap B-aljabar 0-komutatif memenuhi 𝑥 ∗

(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . Menunjukkan 

Definisi 3.1-(ii) terpenuhi.  
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 Setiap B-aljabar 0-komutatif memenuhi (𝑥 ∗ 𝑧) ∗

(𝑦 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ 𝑦,  untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 

menunjukkan definisi 3.1-(iii) terpenuhi. 

Karena memenuhi ketiga aksioma dari Definisi 3.1 

sehingga terbukti bahwa setiap B-aljabar 0-kommutatif 

adalah BP-aljabar.∎ 

 

Teorema 3.6 

Jika BP-aljabar (𝑋,∗, 0) dengan  (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑧 ∗

𝑦)  untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 , maka (𝑋,∗, 0)  adalah B-

aljabar. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 554) 

Bukti: 

Dari Definisi 3.1-(i) 𝑥 ∗ 𝑥 = 0  menunjukkan definsi 

2.6-(i) terpenuhi dan Teorema 3.1-(iii) 𝑥 ∗ 0 = 𝑥 

menunjukkan definisi 2.6-(ii) terpenuhi. 

(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑧 ∗ 𝑦)   (Hipotesis) 

= 𝑥 ∗ ((𝑧 ∗ 0) ∗ 𝑦) (Teorema 3.1-(iii))  (Teorema 3.1-(iii)) 

= 𝑥 ∗ (𝑧 ∗ (0 ∗ 𝑦))  (Sifat asosiatif) 

Menunjukkan definisi 2.6-(iii) terpenuhi. Sehingga 

(𝑋,∗ ,0) merupakan  B-aljabar. ∎ 

 

Teorema 3.7 

Setiap BP-aljabar adalah BH-aljabar. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 555) 

Bukti: 

 Dari definisi 3.1-(i) 𝑥 ∗ 𝑥 = 0  menunjukkan 

definisi 2.5-(i) terpenuhi 

 Setiap BP-aljabar memenuhi  𝑥 ∗ 0 = 𝑥 , untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝑋  menunjukkan definisi 2.5-(ii) 

terpenuhi. 
 Dari Teorema 3.1-(iv) dan 3.1-(v) menunjukkan 

definisi 2.5-(iii) terpenuhi 

Karena ketiga aksioma definisi 2.5 terpenuhi. 

Sehingga terbukti bahwa setiap BP-aljabar adalah BH-

aljabar. ∎ 

 

BP-Aljbar Kuadratik 

Aljabar kuadratik (𝑋,∗) dikatakan BP-aljabar kuadratik 

jika memenuhi definisi 3.1 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013:555) 

Pada pembahasan selanjutnya menggunakan aljabar 

(𝑋,∗, 𝑒), aljabar 𝑋 yang dibangun oleh operasi biner ∗ 

dan elemen khusus 𝑒 . Dalam pembahasan ini 0 

merupakan identitas pada field bukan elemen khusus 

pada aljabar 𝑋. 

 

Teorema 3.8 

Misalkan 𝑋  field dengan |𝑋| ≥ 3,  maka setiap BP-

aljabar kuadratik (𝑋,∗, 𝑒)  memenuhi 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 +

𝑒, dengan 𝑒 adalah identitas untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 555) 

Bukti: 

Didefinisikan 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 +

𝐹, dengan  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 ∈ 𝑋  dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Berdasarkan definisi 3.1-(i). 

𝑒 = 𝑥 ∗ 𝑥  

= 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥(𝑥) + 𝐶𝑥2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑥 + 𝐹  

= 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥2 + (𝐷 + 𝐸)𝑥 + 𝐹    

= (𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + (𝐷 + 𝐸)𝑥 + 𝐹  

 

Berdasarkan Lemma 2.1 diperoleh 

𝐹 = 𝑒,   

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0,  

𝐷 + 𝐸 = 0  

𝐷 = −𝐸  

Berdasarkan Teorema 3.1-(iii) 

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑥 = 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥𝑒 + 𝐶𝑒2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑒 + 𝑒  

Berdasarkan Lemma 2.1 diperoleh 

𝐴 = 0,  𝐶𝑒2 + 𝐸𝑒 + 𝑒 = 0.  

𝐵𝑒 + 𝐷 = 1  𝐵 + 𝐶 = 0  

𝐷 = 1 − 𝐵𝑒,  𝐶 = −𝐵, 

𝐷 = −𝐸  

𝐸 = 𝐵𝑒 − 1, 

Sehingga didapatkan persamaan: 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝐵𝑥𝑦 + 𝐶𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝑒  

= 𝐵𝑥𝑦 + (−𝐵)𝑦2 + (1 − 𝐵𝑒)𝑥 +

(𝐵𝑒 − 1)𝑦 + 𝑒  

= 𝐵(𝑥𝑦 − 𝑦2 − 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦) + (𝑥 − 𝑦 + 𝑒)  

= 𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) + (𝑥 − 𝑦 + 𝑒)  

Dari Teorema 3.1-(ii), setiap BP-aljabar memenuhi 

kondisi 𝑒 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑦 ∗ 𝑥, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.  

𝑒 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦) = 𝐵(𝑒 − 𝑥 ∗ 𝑦)(𝑥 ∗ 𝑦 − 𝑒) + (𝑒 − 𝑥 ∗ 𝑦 +

𝑒)   

= 𝐵[𝑒 − 𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) − (𝑥 − 𝑦 +

𝑒)][𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) + (𝑥 − 𝑦 + 𝑒) −

𝑒] + [𝑒 − 𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) − (𝑥 − 𝑦)]  
= 𝐵[−𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) − (𝑥 − 𝑦)][𝐵(𝑥 −

𝑦)(𝑦 − 𝑒) + (𝑥 − 𝑦)] + [𝑒 −

𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) − (𝑥 − 𝑦)]  

= −𝐵[𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) + (𝑥 − 𝑦)]2 −

[𝐵(𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑒) + (𝑥 − 𝑦)] + 𝑒  
= −𝐵(𝑥 − 𝑦)2[𝐵(𝑦 − 𝑒) + 1]2 − (𝑥 −

𝑦)[𝐵(𝑦 − 𝑒) + 1 +  𝑒.     

 

karena, 

 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝐵(𝑦 − 𝑥)(𝑥 − 𝑒) + (𝑦 − 𝑥 + 𝑒) 

= 𝐵(𝑦 − 𝑥)(𝑥 − 𝑒) + (𝑦 − 𝑥) + 𝑒,  
diperoleh, 

−𝐵(𝑥 − 𝑦)2[𝐵(𝑦 − 𝑒) + 1]2 − (𝑥 −

𝑦)[𝐵(𝑦 − 𝑒) + 1] + 𝑒 = 𝐵(𝑦 − 𝑥)(𝑥 − 𝑒) +

(𝑦 − 𝑥) + 𝑒.  
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Jika kita misalkan 𝑥 = 𝑒  dalam identitas diatas, 

maka kita punya 

−𝐵(𝑒 − 𝑦)2[𝐵(𝑦 − 𝑒) + 1]2 − (𝑒 −

𝑦)[𝐵(𝑦 − 𝑒) + 1] + 𝑒 = (𝑦 − 𝑒) + 𝑒.  

𝐵 = 0, karena 𝐶 = 0, 𝐸 = −1, dan 𝐷 = 1, sehingga 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 + 𝑒. ∎ 

  

Teorema 3.9 

Misalkan 𝑋  field dengan |𝑋| ≥ 3 , maka setiap BP-

aljabar kuadratik pada 𝑋 adalah BCI-aljabar. 

(S. S. Ahn dan J. S. Han, 2013: 556) 

Bukti: 

 ((𝑥 ∗ 𝑦) ∗ (𝑥 ∗ 𝑧)) ∗ (𝑧 ∗ 𝑦) 

= ((𝑥 − 𝑦 + 𝑒) ∗ (𝑥 − 𝑧 + 𝑒)) ∗ (𝑧 ∗ 𝑦)  

= ((𝑥 − 𝑦 + 𝑒 − (𝑥 − 𝑧 + 𝑒) + 𝑒) ∗ (𝑧 ∗ 𝑦)  

= ((−𝑦 + 𝑧 + 𝑒) ∗ (𝑧 − 𝑦 + 𝑒)  

= (−𝑦 + 𝑧 + 𝑒) − (𝑧 − 𝑦 + 𝑒) + 𝑒  

= 𝑒  

Definisi 2.9-(i) terpenuhi 

 (𝑥 ∗ (𝑥 ∗ 𝑦)) ∗ 𝑦 = (𝑥 ∗ (𝑥 − 𝑦 + 𝑒)) ∗ 𝑦 

 = (𝑥 − (𝑥 − 𝑦 + 𝑒) + 𝑒) ∗ 𝑦  

 = 𝑦 ∗ 𝑦  

 = 𝑦 − 𝑦 + 𝑒  

 = 𝑒  

Definisi 2.9-(ii) terpenuhi 

 

 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝑥 − 𝑥 + 𝑒 

= 𝑒  

Definisi 2.9-(iii) terpenuhi 

 Misalkan 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒, 

𝑥 − 𝑒 + 𝑒 = 𝑒   

𝑥 = 𝑒  

Definisi 2.9-(iv) terpenuhi 

 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑒  

𝑥 − 𝑦 + 𝑒 = 𝑒  

 𝑥 − 𝑦 = 0  

 𝑥 = 𝑦  

 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑒 

𝑦 − 𝑥 + 𝑒 = 𝑒  

 𝑦 − 𝑥 = 0  

𝑦 = 𝑥  

Definisi 2.9-(v) terpenuhi. 

Karena 𝑋 memenuhi kelima aksioma pada definisi 2.9 

maka setiap BP-aljabar kuadratik pada  𝑋 adalah BCI-

aljabar.∎ 

PENUTUP 

SIMPULAN 

Berdasarkan pembahasan yang sudah dijabarkan 

pada skripsi yang berjudul BP-aljabar, bahwa sifat-sifat 

dan struktur yang terkait pada BP-aljabar adalah 

sebagai berikut: 

1. Setiap BP-aljabar adalah BF-aljabar. 

2. Setiap B-aljabar 0-komutatif adalah BP-aljabar. 

3. Jika (𝑋,∗ ,0)  adalaha BP-aljabar dengan (𝑥 ∗ 𝑦) ∗

𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  maka (𝑋,∗

, 0) adalah B-aljabar. 

4. Setiap BP-aljabar adalah BH-aljabar. 

5. Misalkan 𝑋 field dengan |𝑋| ≥ 3, maka setiap BP-

aljabar kuadratik (𝑋,∗, 𝑒)  memenuhi 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 −

𝑦 + 𝑒. 

6. Misalkan 𝑋 field dengan |𝑋| ≥ 3, maka setiap BP-

aljabar kuadratik pada 𝑋 adalah BCI-aljabar. 

SARAN 

Pada skripsi ini penulis membahas tentang sifat-

sifat dan struktur aljabar yang terkait pada BP-alajabar 

dan sebagai tambahan membahas BP-aljabar kuadratik 

serta menunjukkan menunjukkan bahwa setiap BP-

aljabar kuadratik adalah BCI-aljabar. Penulis 

menyarankan pembaca untuk penelitian selanjutnya 

membahas yang belum dibahas pada skripsi ini. 
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