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ABSTRAK

Jika bilangan real dengan 0 < < 1, maka
integral eliptik lengkap pertama, ( )
didefinisikan sebagai( ) √1 −
bilangan real disebut modulus dari integral
eliptik. Komplemen dari modulus tersebut adalah= √1 − . Karena bilangan real dengan0 < < 1, maka ′ juga merupakan bilangan real
dengan 0 < < 1. Dengan demikian integral
eliptik lengkap pertama yang terkait dengan ′
adalah ∫ . Akibatnya, ( ) dapat

disajikan sebagai ( ) = √ ( ) untuk suatu
bilangan bulat positif . Suatu bilangan real ( )
disebut modulus singular dari ( ) yang
memenuhi persamaan ( ) = √ ( ). Notasi( ) menyatakan bentuk grup dari diskriminan .
Dengan menggunakan beberapa nilai dari fungsi
Dedekind eta pada kuadratik irasional, sebuah
rumus diberikan untuk modulus singular ( ).
Secara umum, rumus ini diberikan untuk integral
eliptik lengkap pertama √ ( ( )) pada
suku yang berkorespondensi. Seperti contoh pada
integral eliptik lengkap pertama [√17] yang
ditentukan secara khusus pada suku dari fungsi
Gamma.

Kata kunci: Integral eliptik lengkap pertama,
Modulus singular, Fungsi Dedekind Eta, Fungsi
Weber.

PENDAHULUAN

Bentuk bumi yang faktanya tidak datar,
memberikan pengetahuan bahwasanya tidak ada
garis lurus (geometri non Euclid). Salah satu
bentuk yang menarik untuk ditelusuri adalah
bentuk Integral Eliptik. Rumusan masalah pada
jurnal ini adalah bagaimana proses dan evaluasi
nilai integral eliptik lengkap pertama pada moduli

singular = √17 menggunakan moduli singular,
teori bilangan, aljabar, analisis kompleks dan
kajiannya dalam deret Fungsi Gamma.

KAJIAN TEORI

2.1 LAPANGAN KUADRATIK

Definisi 2.1.1 Misalkan bilangan prima ganjil
dan adalah bilangan bulat yang relatif prima
terhadap . Jika ∈ dengan ≡ ( )
mempunyai solusi bulat, maka dikatakan kuadrat
residu modulo . Jika tidak demikian, disebut
kuadrat nonresidu modulo .

Definisi 2.1.2 Misalkan bilangan prima ganjil
dan adalah bilangan bulat yang relatif prima
terhadap . Fungsi Legendre adalah fungsi dari→ {−1,0,1} yang dinotasikan dengan dengan

( ) = 1,−1, 0, |( ) sering dituliskan dengan ( ) .

Teorema 2.1.1 Diketahui ∈ . Jika untuk setiap
dengan ( ) > 0 maka

a). ( − ) ( − ) ( − ) = √2). ( − ) = ( − ) + ( − )
dengan ( ) = (1 − )

( ) = 1 +2( )
( ) = 2( )
( ) = √2 (2 )( )

Definisi 2.1.3 Kuadrat biner = + +
yang memenuhi definit positif, primitive

dinotasikan dengan ( , , ). Jika ( = −
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4 ) adalah diskriminan yang memenuhi< 0, ≡ 1 atau 0 4 , maka kelas dari( , , ) didefinisikan sebagai[ , , ] = ( , ), ( , , , ), ( , ), , , , − = 1},
dengan ( , ) = + +( , , , ) = 2 + + + 2( , ) = + +
Definisi 2.1.4 Grup Modular adalah subgrup(2, ) pada (2, ) yang terdiri dari matriks
dengan koefisien di yang ekuivalen dengan ±1,
dengan(2, ) = | , , , ∈ , − = 1
dan (2, ) = | , , , ∈ , − = ±1
Definisi 2.1.5 (i). disebut lapangan imajiner
kuadrat jika diskriminan memenuhi < 0 dan≡ 0 atau 1 ( 4).
(ii). disebut konduktor dari diskriminan jika
merupakan bilangan bulat terbesar dengan |
dan ≡ 0 atau 1 ( 4)
(iii). Himpunan disebut diskriminan fundamental

dengan = . Akibatnya = , ≡0 atau 1 ( 4).

Definisi 2.1.6 Diketahui suatu bilangan prima ,( ) adalah bilangan bulat nonnegatif dengan( )| , ( ) . Jika adalah simbol
Legendre modulo maka himpunan
didefinisikan sebagai

( , ) = ( ( ) − 1)(1 − )
( ) ( − 1)( − )

Definisi 2.1.7 Jika adalah diskriminan yang
memenuhi < 0, ≡ 1 0 4 , maka
identitas dari Grup ( ) didefinisikan sebagai

= 1,0, − 4 , ≡ 0 ( 4)1, 1, (1 − )4 , ≡ 1( 4)
Definisi 2.1.8 Jika adalah diskriminan yang

memenuhi < 0, ≡ 1 0 4 , maka
invers dari kelas = [ , , ] ( ) yang
dinotasikan dengan didefinisikan sebagai= [ , − , ] ( ).

Definisi 2.1.9 Misalkan prima dengan simbol
Kronecker = 1 . Jika dan adalah solusi

dari ≡ 4 , 0 ≤ < 2 , dengan <
dan + = 2 , maka kelas dan invers kelas= dari ( ) didefinisikan sebagai= [ , , −4 ]= , − , −4
Definisi 2.1.10 Diketahui adalah bilangan bulat
terbesar yang didefinisikan pada Definisi 2.1.6.
Jika prima dengan = 0, , kelas dari( ) didefinisikan sebagai

=
, 0, − 4 , > 2, ≡ 0 ( 4), , −4 , > 2, ≡ 1 ( 4)2,0, − 8 , = 2, ≡ 8 ( 16)2,2, 4 −8 , = 2, ≡ 12 ( 16)

Definisi 2.1.11 Bilangan kelas (class number)( ) dari lapangan kuadratik dengan
diskriminan < 0 sama dengan banyaknya
bilangan dari bentuk reduksi kuadratik biner
dengan diskriminan tersebut.

Definisi 2.1.12 Misalkan himpunan [ , ]
menyatakan jumlah indeks perkalian anggota ( )
dibagi banyaknya kelas dengan[ , ] = ( ) ( )
Jika , ∈ ( ), maka fungsi didefinisikan
oleh [ , ] = [ , ]
Definisi 2.1.13 Diketahui kelas , adalah
diskriminan , Fungsi didefinisikan pada
Definisi 2.1.12 dan prima dengan = 0).
Nilai dari fungsi Dedekind Eta yang dinotasikan
didefinisikan sebagai( , ) = (1 + , )
dengan = ∏ ( , ) , = 0, … , 2, − 1

, = ∑ ,
= (−1)∑ ( , ) = ±1

Akibat 2.1.1 Diketahui suatu lapangan kuadratik
, adalah diskriminan , Fungsi didefinisikan
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pada Definisi 2.1.12 dan prima dengan = 0.
Jika nilai dari fungsi Dedekind Eta adalah , makaj(K , d) = 1 + X K, Kp,
Bukti. Berdasarkan definisi nilai dari fungsi
Dedekind Eta (Definisi 2.1.13), diperolehj(K , d) = 1 + X K , Kp,

= 1 + X K, Kp,
= 1 + X K, Kp,

Jadi, j(K , d) = j(K, d). ■

Akibat 2.1.2 Diketahui suatu lapangan kuadratik≠ ∈ ( ), adalah diskriminan , Fungsi
didefinisikan pada Definisi 2.1.12 dan prima
dengan = 1. Jika > 1, makalim→ j(K, d) = lim 1 − X K, Kp, (1 − X(K , K )p )
Definisi 2.1.13 Jika adalah diskriminan , fungsi

didefinisikan pada Definisi 2.1.12 dan nilai dari
fungsi Dedekind Eta , maka untuk , ∈ ( )
didefinisikan himpunan( , ) = | | ( )( ) ( , ) ( )( , ) ( , )∈ ( )
dengan ( ) = 2, < −44, = −46, = −4−3, < 0
dan ( ) ∏ (1 − )
memenuhi( ) ( ) ( ) = ∏ (1 − ) = .

2.2 FUNGSI WEBER PADA KUADRATIK
IRRASIONAL

Proposisi berikut ini menyatakan nilai dari
fungsi Dedekind Eta dan keterkaitannya dengan
grup ( ).

Proposisi 2.2.1 Jika = [1,0, ] ∈ ( ), maka
nilai dari fungsi Dedekind Eta pada kuadratik
irrasional adalah√− = 2 ∏ ( , )| (∏ (| || | ) ) ( )( ) ( , )
dengan (| |) menyatakan fungsi Gamma(△) class number of △(△) number of roots of unity in △
Proposisi 2.2.2 Misalkan ∈ , = −4 = ,
dan = [1,0, ] ∈ ( ).
(a).Untuk ≡ 0 4 terdapat himpunan= [4,4, + 1] ∈ (4 )= 1,0, 4 ∈ 4= [1,0,4 ] ∈ (4 ).
Misalkan adalah bilangan bulat positif dan= 4 , maka ≡ 1,2, 3 ( 4).
(i). Untuk ≡ 1,2 ( 4), diperoleh Δ genap dan( ) = . Akibatnya√− = 2 ( , ) ( , )√− = 2 ( , ) ( , / )√− = 2 ( , ) ( , )
(ii). Untuk ≡ 3 4 , diperoleh ∆ ≡ − ( 8)

dan ( ) = + 1.
Jika ≡ 3 ( 8), berlaku√− = 2 ∗ ( , ) ( , )√− = 2 ∙ ∙ ( , ) ( , / )√− = 2 ∙ ( , ) ( , )

Jika ≡ 7 ( 8), berlaku√− = ( , ) ( , )√− = √2 ( , ) ( , / )√− = ( , ) ( , )
b). Jika ≡ 1 4 diperoleh ∆ genap dan

ganjil, terdapat himpunan= [2,2, + 12 ] ∈ ( )= [4,0, ] ∈ (4 )= [1,0,4 ] ∈ (4 )
Akibatnya√− = 2 / ( , ) ( , )√− = 2 / ( , ) ( , )√− = 2 / ( , ) ( , )

(c). Jika ≡ 2 4 diperoleh ∆ genap dan
ganjil, terdapat himpunan= [4, 4, + 1] ∈ (4 )= 2, 0, 2 ∈ ( )= [1,0,4 ] ∈ (4 )

Akibatnya√− = 2 / ( , ) ( , )√− = 2 / ( , ) ( , )
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√− = 2 / ( , ) ( , )
d). Jika ≡ 3 4 diperoleh ≡ −∆ ( 8)

dan ≡ 2 ( 4), terdapat himpunan= [1, 1, + 14 ] ∈ (4)= [4, 0, ] ∈ (4 )= [1,0,4 ] ∈ (4 )
Akibatnya, untuk ≡ 3 ( 8), berlaku:√− = 2 / ( , ) ( , / )√− = 2 / ( , ) ( , )√− = 2 / ( , ) ( , )
dan untuk ≡ 7 ( 8), berlaku:√− = √2 ( , ) ( , / )√− = ( , ) ( , )√− = ( , ) ( , )
2.3 BENTUK ( ) DAN [√ ]
Teorema 2.3.1 Diketahui suatu bilangan asli ,
diskriminan = −4 = , dengan Δ dan
didefinisikan pada Definisi 2.1.5, adalah
bilangan prima, (∆, ) didefinisikan pada
Definisi 2.1.6, ( , ) didefinisikan pada Definisi
2.1.13. Misalkan = [1,0, ] ∈ ( ), (△) class
number of △, (△) number of roots of unity in △
a). Jika ≡ 0 4 untuk himpunan= 4, 4, + 1 (4 ),= [1, 0, 4 ] (4 )

berlaku( ) = ( ( , ) ( , )
Misalkan adalah bilangan bulat positif dan= 4 , dengan ≡ 1,2 3 4 .Maka
nilai integral eliptik lengkap pertama √
adalah2 (∆, )

| ( (|∆|)( ∆ )|∆| ) (∆)(∆) ( , ) ( , )
dengan (|∆|)menyatakan fungsi Gamma

=
12 − 52 , ≡ 1 2 ( 4)13 ∙ 2 − 52 , ≡ 3 ( 8)− 52 , ≡ 7 ( 8)

b). Jika ≡ 1 ( 4) dengan= 2, 2, ( )= [1, 0, 4 ] (4 )
maka ( ) = 2 / ( ( , ) ( , )
dan nilai integral eliptik lengkap pertama √

adalah2 (∆, )
| ( (|∆|)( ∆ )|∆| ) (∆)(∆) ( , ) ( , )

Jika = 4, 4, + 1 (4 )= [1, 0, 4 ] (4 )
dengan ≡ 2 4
maka ( ) = ( ( , ) ( , )
dan dan nilai integral eliptik lengkap
pertama √ adalah2 (∆, )

| ( (|∆|)( ∆ )|∆| ) (∆)(∆) ( , ) ( , )
c). Untuk ≡ 3 4 , terdapat himpunan= 1, 1,= [1, 0, 4 ] (4 )
sedemikian hingga

untuk ≡ 3 ( 8), berlaku( ) = 2 ( ( , / ) ( , )
dan nilai integral eliptik lengkap pertama √
adalah2 ∏ (∆, )| (∏ (|∆|)( ∆ )|∆| ) (∆)(∆) ( , ) ( , / )
untuk ≡ 7 ( 8), berlaku( ) = 2 ( ( , / ) ( , )
dan nilai integral eliptik lengkap pertama √
adalah2 (∆, )

| ( (|∆|)( ∆ )|∆| ) (∆)(∆) ( , ) ( , / )
PEMBAHASAN

3.1 INTEGRAL ELIPTIK

Definisi 3.1.1 Jika ( , ) adalah suatu fungsi
rasional dari dan , dimana adalah
polinomial pangkat dua atau empat dalam, bentuk integral ( , )
disebut integral eliptik.

Definisi 3.1.2 Diketahui ∈ dengan 0 < < 1.
Integral eliptik lengkap pertama ( ) didefinisikan
sebagai ( ) = ∫ .

bilangan disebut modulus dari integral eliptik dan
disebut amplitudo integral eliptik .

3.2 EVALUASI INTEGRAL ELIPTIK

Pada bagian ini penulis akan memaparkan
cara mengevaluasi nilai integral eliptik lengkap
pertama √17 dengan menggunakan Definisi
yang sudah ada pada sub bab dalam kajian teori.= 17, = −4 = −68, = = −68, dan= 1.

Grup dari (−68) yang memenuhi
definite positif, primitive, kuadratik biner dari
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diskriminan −68 di bawah komposisi grup
modular adalah{ , , , }, =
dengan= [1,0,17], = [3, −2,6],= [2,2,9], = [3,2,6].
Lemma 3.2.1 Misalkan prima ≠ 2, 17
(i). Jika = = 1 dan = + 17
untuk suatu bilangan bulat dan maka= ,( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ,
dengan , , , adalah ideal prima berbeda dari

.
(ii). Jika = = 1 dan = 2 + 2 + +9
untuk suatu bilangan bulat dan maka=( ) = ( ) = ,
dengan , adalah ideal prima berbeda dari .
(iii). Jika = −1, = 1 maka= , ( ) = ( ) = ,
dengan , adalah ideal prima berbeda dari .
(iv). Jika = 1, = −1 maka=( ) = ( ) =( ) =
dengan , , adalah ideal prima berbeda dari

.
(v). Jika = = −1 maka= , ( ) =
dengan adalah ideal prima dari .
(vi). 2 = , ( ) = 2 , adalah ideal prima.
(vii). 17 = , ( ) = ( ) = ( ) = 17
dengan , , adalah ideal prima berbeda dari

.

Lemma 3.2.2 Jika prima untuk suatu bilangan
bulat dan dengan = −1, maka
(i). = ⇔ = + 17
(ii). = ⇔ = 2 + 2 + 9
(iii). = = ⇔ = 3 ± 2 + 6
Bukti. Menggunakan Definisi 2.1.4, dan Lemma
3.2.1

Definisi 3.2.1 Untuk > 1 dan , ∈ {−1, + 1}
didefinisikan

, ( ) = (1 + 1 ),,
dan

, ( ) = (1 − 1 ),,

selanjutnya hanya akan dituliskan , ( ),, ( ), … berurutan dengan ( ), ( ), … .

Lemma 3.2.3 Untuk > 1 maka

, ( ) = , ( ), ( ) dengan , ∈ {−1, +1}= (2 )( ) ,
dan

= (2 )( )
Bukti Menggunakan definisi himpunan A pada
Definisi 3.2.1

Definisi 3.2.2 Untuk > 1 fungsi Riemann Zeta
didefinisikan sebagaiϚ( ) = (1 − 1 )
Definisi 3.2.3 Misalkan prima. Jika adalah
bilangan bulat dengan ≡ 0 1 ( 4)
dan ( ), untuk > 1 deret L-Dirichlet yang
dinotasikan dengan didefinisikan( , ) = ∏ (1 − ( )) untuk > 0
Lemma 3.2.4 Untuk > 1, maka
(i). Ϛ( ) = 1 − 1 − —( ) ( ) ( ) ( )
(ii). ( , −4) = 1 − ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
(iii). , 17 = 1 − ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
(iv). , − 68 = —( ) ( )( ) ( )( ) ( )
Bukti (i). Dengan menggunakan Definisi 3.2.2 dan
mengalikannya dengan 1 − 1 − serta
menyubstitusikan pada Definisi 3.2.1
(ii). Menggunakan Definisi 3.2.3 dan Definisi 3.2.1
(iii). Menggunakan Definisi 3.2.3 dan Definisi
3.2.1
(iv). Menggunakan Definisi 3.2.1 dan Definisi
3.2.3

Lemma 3.2.5 Untuk > 1, maka
(i). —( ) = ( , −4) ( , 17)( , −68) (2 ) Ϛ( )
(ii). ( ) = 1 − ( , −4)( , 17) ( , −68) (2 ) Ϛ( )
(iii). ( ) = 1 − ( , −4) ( , 17)( , −68) (2 ) Ϛ( )
(iv). ( ) = 1 − 1 − ( , −4)( , 17) ( , −68) (2 ) (2 )(2 ) Ϛ( )
Bukti Menggunakan Lemma 3.2.4.
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Lemma 3.2.6 Untuk > 1 berlakuϚ ( ) = 1 − 12 1 − 117 (4 )(2 ) (2 ) (2 ) ( ) ( )
Bukti. Berdasarkan Definisi 3.2.2, perkalian suku
di bawah semua ideal prima , ada 7 kemungkinan.
Lalu menggunakan Lemma 3.2.1 kemudian dengan
mengalikan semua kemungkinan tersebut secara
bersama-sama.

Lemma 3.2.7 Untuk > 1 berlaku

(i). ( ) = 1 − 1 + 1 −( , −4) ( , 17) ( , −68) (4 )(2 ) (2 ) Ϛ ( ) Ϛ( )
(ii). ( ) = 1 − 1 + ( , −4)( , 17) ( , −68) (4 ) (2 )(2 ) Ϛ ( ) Ϛ( )
Bukti. (i). Dengan menggunakan Lemma 3.2.6.
dan Lemma 3.2.5 bagian (iii)
(ii).Menggunakan Definisi 2.4.2, Teorema 2.1.1,
Definisi 3.2.1, Lemma 3.2.5(iv) dan Lemma 3.2.6.
serta Lemma 3.2.5(iii).

Lemma 3.2.8
(i). (2) (2) (2) (2) =
(ii). (−68) = (2) (2)
Bukti.(i). Menggunakan Lemma 3.2.4 bagian (i)
dan fungsi Riemann Zeta (Kenneth, 1999:182)
(ii). Menggunakan Definisi 2.1.13 dan Definisi
3.2.1 serta Lemma 3.2.8 (i)

Lemma 3.2.9lim→ Ϛ ( )Ϛ( ) = 4√17 log (1 + 2 + 2√17 + √174 )
Bukti. Dengan menggunakan sifat lim→ ( −1)Ϛ( ) = 1 (Siegel, 1961:53), Definisi 3.2.2
(regulator) dan sifat limit.

Lemma 3.2.10 (i). (1, −4) =
(ii). (1,17) = log(4 + √17)
(iii). (1, −68) = √
Bukti. Bentuk bilangan dari deret Dirichlet untuk
suatu lapangan kuadratik (√ ) dari diskriminan

diberikan oleh:

(1, ) = ( ) log ( )√ , > 02 ( )( ) | | , < 0
denganh(d) adalah class number dari √d

η(d) adalah fundamental unit dari √d
( ) = 2, < −44, = −46, = −4−3, < 0

Sehingga, (−4) = 1, (17) = 1, (−68) = 4
dan berdasarkan tabel fundamental unit didapatkan(17) = 4 + √17.(1, −4) = 2 ( )( ) | | = 2 . 14 |−4|= 24 2 = 4 █(1,17) = ( ) log ( )√= 2 1 log 4 + √17√17= 2√17 log(4 + √17) █(1, −68) = 2 ( )( ) | | = 2 42 |−68|= 2√17 █
Lemma 3.2.11lim→ ( ( )( )) = 17√17 ( ) (2) (2)4 log(4 + √17)
Bukti. Dari Lemma 3.2.5 dengan → 1 dan
Lemma 3.2.10.

Lemma 3.2.12lim→ ( ( )) = 2417√17 log(1 + 2 + 2√17 + √174 )(4) (2) (2) (2) (2)
Bukti. Menggunakan  Lemma 3.2.7 dan Lemma
3.2.9

Lemma 3.2.13

(i). ( , −68) = √ ( ) ( )( √ √ )
(ii). ( , −68) = √ ( ) ( )( √ )
Bukti ( ). Menggunakan  Akibat 2.1.2 dan
Lemma 3.2.3 serta Lemma 3.2.11( ). Menggunakan Definisi 2.1.12 dan Akibat 2.1.1
serta dengan menerapkan Lemma 3.2.12.

Lemma 3.2.14( , −68) = 14 log(1 + 2 + 2√17 + √174 )+ 116 log(4 + √17)
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( , −68) = − 14 log(1 + 2 + 2√17 + √174 )+ 116 log(4 + √17)
Bukti. (i). Menggunakan Definisi 2.1.13 dan
Lemma 3.2.10 (ii). untuk = 2, serta
menggunakan Lemma 3.2.13 untuk ∈ dengan= 0,1,2,3
Teorema 2 Nilai dari integral eliptik lengkap

pertama pada moduli singular = √17 dalam
deret Fungsi Gamma adalah

2 17 √17 − 4 1 + 2 + 2√17 + √17 { (68)( )} /
Bukti. Menggunakan Teorema 2.6.1(b), Definisi
2.1.13, Definisi 2.1.6 dan Lemma 3.2.14

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab
III, maka diperoleh kesimpulan bahwa nilai dari
integral eliptik lengkap pertama pada moduli
singular = √17 adalah

2 17 √17 − 4 1 + 2 + 2√17 + √17 { (68)( )} /
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