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Abstrak

Suatu ruang metrik (X, d) dengan struktur konveks W disebut ruang metrik konveks dan dinotasikan dengan
(X, W, d). Suatu fungsi di dalam ruang metrik konveks perlu di analisis kekonveksannya. Hal ini dapat diketahui
menggunakan sifat-sifat fungsi di dalam ruang metrik konveks. Artikel ini relevan dengan penelitian Ahmed A.
Abdelhakim yaitu menjelaskan tentang sifat-sifat kekonveksan suatu fungsi pada ruang metrik konveks,
diantaranya adalah komposisi fungsi W-konveks, penjumlahan fungsi W-konveks dan perkalian skalar dengan
fungsi W-konveks adalah W-konveks.

Kata kunci: ruang metrik konveks, kekonveksan

Abstract
A metric spaces (X, d) with convex structure W is called convex metric spaces and denoted by (X,W,d).
Convexity of some functions in convex metric spaces is needed to be analyzed. It can be proved by some properties
of function in convex metric spaces. This article is relevant to Ahmed A. Abdelhakim research that explain about
convexity’s properties of some functions in convex metric spaces, some of them are composition of W-convex
functions is W -convex, sum of W -convex functions is W-convex and scalar multiplication with W -convex

function is W-convex.

Keywords : convex metric spaces; convexity

1. PENDAHULUAN

Himpunan konveks merupakan himpunan yang
unik, yakni himpunan yang memuat penggal garis antara
kedua titik di dalam himpunan tersebut. Pada tahun 1970,
Takahashi memperkenalkan suatu konsep konveksitas
dalam ruang metrik yang di sebut struktur konveks. Suatu
ruang metrik yang memenuhi struktur konveks disebut
ruang metrik konveks.

Dalam artikel ini akan dibahas lebih rinci mengenai
sifat-sifat kekonveksan suatu fungsi pada ruang metrik
konveks yang relevan dengan penelitian Ahmed. A.
Abdelhakim (2016).

2. KAJIAN TEORI
A. Ruang Metrik

Definisi 2.1
Diberikan suatu himpunan tak kosong X. Fungsi
d: X xX - R disebut fungsi jarak atau metrik
pada X jika untuk setiap x,y,z € X berlaku :
i) dx,y)=0
ii) d(x,y) = 0jikadan hanya jikax =y
iii) d(x,y) = d(y,x) (simetris)
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iv) d(x,y) <d(x,z)+ d(z y)(ketaksamaan
segitiga)
d(x,y) disebut jarak dari x ke y dan pasangan
(X, d) disebut ruang metrik.
(Kreyszig, 1978:3)

Definisi 2.2 (Bola Terbuka)
Diketahui ruang metrik (X,d),p € X dan € €
R, € > 0. Bola terbuka dengan pusat p dan jari-
jari € dinotasikan dengan B.(p) ={x € X:
d(x,p) < €}.

(Manuharawati, 2013:197)

Definisi 2.3 (Sphere)
Diketahui ruang metrik (X,d),p € X dan
dan € € R,€ > 0. Sphere dengan pusat p dan
jari-jari & dinotasikan dengan S.(p) ={x € X :
d(x,p) = €}.

(Sohrab, 2014:185)

Definisi 2.4 (Kombinasi Kerucut)
Diberikan x4, x5, ..., x; € R™ dan
A, 245, .., A ER
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k | A;x; disebut kombinasi kerucut jika 4; >
0.
(Paffenholz, 2010:1)

Fungsi

Definisi 2.5 (Fungsi Kontinu)

Diketahui suatu himpunan X e Rdan/ =[ 0,1 ]
A ={(x,y;t): x, yeX, t €I} dan metrik
pada A dan X berturut-turut adalah dg,, dy.
Fungsi f:A— X dikatakan kontinu di
(x0,¥0;t) € A jika untuk sebarang € € R, & > 0,
terdapat § € R, § > 0 sedemikian hingga untuk
semua

(x, y; t) € A, dA((x, v; t), (X0, Yoi t)) <4

berlaku dy (f (x, y; t),f (X0, yo; 1)) <.
(Kreyszig, 1978:20)

Definisi 2.6 (Kontinu Lipschitz dan Lipschitz
Lokal)
Diberikan ruang metrik (X, dy) dan (Y, dy).
Fungsi f: X - Y dikatakan kontinu Lipschitz
jika terdapat suatu konstanta K€ R,K >0
sedemikian hingga untuk semua xq,x; € X
berlaku dy (f (x1), f(x2)) < Kd(x4, x,).
Fungsi f dikatakan Lipschitz lokal jika untuk
suatu x4, x, € X terdapat suatu konstanta K €
R,K > 0 dan & € R § > 0 sedemikian hingga
d(xq,x;) < 8= dy(f(xl):f(xz)) <
Kd(x4,x5).

(Sohrab, 2014:163)

3. PEMBAHASAN
A. Ruang Metrik Konveks

Definisi 3.1
Diketahui (X,d) suatu ruang metrik dan [ =
[0,1]. Suatu fungsi kontinu W : X XX X1 > X
disebut struktur konveks pada X jika untuk setiap
x,y €X dan untuk semua t €l , berlaku
d(v,W(x, v; t)) <(1-t)dw,x)+tdw,y) (1)
untuk semua v € X. Suatu ruang metrik (X,d)
dengan struktur konveks disebut ruang metrik
konveks dan dinotasikan dengan (X,W;d) .
Himpunan X disebut konveks jika untuk setiap
x,y € X dan t € I berlaku
Wky;t) =1 —-t)x+ty € X.

(Abdelhakim, 2016:348)

Contoh 3.1

Diketahui X c R, I =[0,1] dan A=
{(x,y;t): x, y€ X, t €I} . Diberikan fungsi
W:A - X dengan W(x,y;t) = (1 —t)x + ty.
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Jika diberikan ruang metrik (X, d) dengan
d(x,y) = |x — y|, dapat dibuktikan dengan
mudah bahwa W adalah fungsi kontinu.
Selanjutnya ambil suatu x,y € X dant € I.
untuk semua v € X,

d(v, W(x,y; t))
=|1.7 —W(X, i t)l
=|v—((1—t)x+ty)|
=12v —(1-t)x—v—ty]|
=2v —-(1-t)v+(Q-t)v—-(A-t)x—v
—tv+tv—ty|
=2v—v +tv+(1—-t)v—x)— v—tv
+t(v -yl
=|lv+tv—v—tv+0—-t) (v—x)
+t -yl
[(1-t) v—x)+t -y
<|A-t) w=—x)|+ [t (u—y)l
=A-t)|lv—xl+t|v-yl
=A-t)dWw, x)+td(, y)
ruang metrik (X,d) memenuhi

Karena
struktur konveks W (bersadarkan Definisi
3.1), maka (X, W, d) merupakan suatu ruang
metrik konveks.

Untuk kasus yang sama dengan metrik yang
berbeda, misalkan d(x,y) = \/m . Dapat
dibuktikan dengan mudah bahwa W adalah
fungsi kontinu dan

d(v,W(x,y; 0))

= Vu=W(x y;t)

Analog dengan cara di atas diperoleh

d(v, W (x,y; t))

=V1A - D@ =) +tw -y

<VIA =@ -+t -yl
=JA-0Olv—x|+tlv—y|
<A-tlv—xl+t/lv—y]

<A -8dw,x)+tdw,y)

Karena ruang metrik (X, d) dengan d(x,y) =
JIx —y| memenuhi struktur konveks W
maka (X,W,d) merupakan ruang metrik

konveks.

Lemma 3.1

Diberikan ruang metrik konveks (X, W, d).

Untuk sebarang x,y € X dan sebarang t € I

berlaku

d(x, W(x,y;t)) =t d(x,y),

d(y, W(x,y;t)) = (1 —t) d(x,).
(Abdelhakim, 2016:349)

Bukti :

Ambil sebarang x,y € X dan t €]
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Misalkan d(x, W (x,y; t)) = k,
d(y,W(x,y; t)) =ldand(x,y) = m.
Berdasarkan Definsi 3.1,
d(v,W(x,y; t)) <1 -t)dw,x)+tdw,y),
untuk setiap v € X.
Selanjutnya, untuk v = x,
d(x, W(x,y; t)) <(1-t)d(x,x)+td(x,y)
d(x, W(x,y; t)) < td(x,y)

k <tm 2)
Untukv =y,
d(y, W(x,y;0)) < (1 = )d(y,x) + td(y, y)
d(y,W(x,y;t)) < (1 - t)d(x,y)

1 <(1-tm 3)
Dari (2) dan (3) diperoleh
k+I1<sd-t)m+tm
k+1<m 4)
Dari ketaksamaan segitiga diperoleh
dx,y) < d(x,W(x,y; t)) +dW(x,y;t),y)
d(x,y) <d(x, W(x,yt) +d(y, W(x,y; 1))

m <k+1 (5)
Dari (4) dan (5) diperolehm < k + [ < m,
akibatnyak + 1 =m (6)

Andaikan k # tmdanl # (1 — t)m,

maka k < tmatauk >tmdani < (1 —t)m
ataul > (1 —t)m, sehinggak + 1l < (1 —t)m +
tmdank+1> 1 —-t)m+tm.
k+l<m—-—tm+tm

k+l<m (7
dan

k+l>m—tm+tm

k+l>m (8)

Pernyataan (6) dan (7) adalah suatu kontradiksi.
Pernyataan (6) dan (8) adalah suatu kontradiksi.
Oleh karena itu, yang benar adalah k = tm dan
l=0-t)m.

Dengan kata lain,

d(x,W(x, y; t)) = td(x,y),

dly, W(x,y;t)) = (1 = t)d(x,y)

Jadi, Lemma 3.1 terbukti.

Kekonveksan Fungsi

Definisi 3.2

Suatu fungsi f: X - R pada ruang metrik
konveks (X, W, d) adalah konveks jika untuk
semua x,y € X dant € I = [0,1] berlaku
fW, y; ) <A =1t) fx)+t ().
Fungsi f disebut W-konveks kuat

Jika untuk semua x,y € X dan setiapt € I° =
(0,1) Dberlaku f(W(x, v, t)) <(A-vfx)+
tf (x).
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(Abdelhakim, 2016:349)

Contoh 3.2

Diberikan X c R dan untuk setiap x,y € R
metrik d didefinisikan dengan d(x,y) = |x —
y|. Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa (X, d)
merupakan suatu ruang metrik. Diberikan suatu
pemetaan  kontinu W:X XX XI—>X dan
didefinisikan dengan W(x,y;t) = (1 —1t) x +
ty.

Karena untuk semua t € I = [0,1] dan sebarang
vE X,d(v, W(x,y; t)) =|v—-W(,y;t)l|
Berdasarkan Contoh 3.1, (X,W,d) merupakan
ruang metrik konveks. Fungsi f:X — R yang
didefinisikan dengan f(x) = |x| adalah W —
konveks.

Proposisi 3.1 (Komposisi fungsi konveks naik)
Diberikan f : X — R suatu fungsi W -konveks
pada ruang metrik konveks (X, Wy, dy) dan g :
f(X) >R naik dan konveks, maka gof
adalah W-konveks. Komposisi g o f W -konveks
kuat jika g W-konveks kuat atau f W -konveks
kuat dan g naik kuat.
(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti :
Misalkan x,y € X dan t € I, f fungsi W-konveks,
maka berdasarkan Definisi 3.2 berlaku
f(Wx(xy;0)) < (1 - Of () +tf ().
Misalkan x,y € X.
Diketahui g : f(X) = R naik , maka untuk setiap
G, f ) € F(X), f(x) < f(y) berlaku
9(f)) < g(f»).
Karena g fungsi W-konveks, maka
W @), f»);0)
<1 -Dg(F@) +t g(F ).
Oleh karena itu,
(g ° HW(x,y:0)
= g (F(Wx(x,y;)))
<g(A-f ) +tf()
=g(W({F ), f); D))
<1-g(fx) +tg(f ).
Jadi g o f fungsi W-konveks.
Akan dibuktikan jika g W-konveks kuat atau f
W -konveks kuat dan g naik kuat maka g o f W-
konveks kuat. Karena f W-konveks kuat, maka
F(Wy G y: ) < (1= F () +t f ).
Karena g W-konveks kuat , maka
gW (), f3); 1))
<1 =-0g(f)) +tg(f»m).
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Karena g naik kuat, maka untuk setiap
fC, f() € F(X), f(x) < f(y) berlaku
9(f@) <g(f»).
Kasus 1 (g W-konveks kuat, f W-konveks kuat
dan g naik kuat)
(g NW(x,y;0))
= g (F(Wx(x 3 0)))
<g(A=0f ) +tf(x)
=g(W({f ), fO); )
<1 -0g(f(@) +tg(f0).
Kasus 2 (g W-konveks kuat, f W-konveks dan g
naik kuat)
(g HW(xy; )
= g (f(Wx(x,y;0))
<g(A-f ) +tf(x)
=g(W(@), f);0)
<@ -0g(f@) +tg(f(0).
Kasus 3 (g W-konveks, f W-konveks kuat dan g
naik kuat)
(g NW(xy;0)
= g (f(Wx(xey;0)))
<g(@-0f(@) +tf(x)
= g(WF@, ;D)

<1 =0g(fx)) +tg(f(x)).
Jadi, proposisi 3.1 terbukti.

Proposisi 3.2

Diketahui (X, W, d) suatu ruang metrik konveks.

Jika fungsi f: X - R W -konveks dan C c X,

maka fungsi g = f|. : C = R adalah W-konveks.
(Abdelhakim, 2016:350)

Bukti :

Ambil sebarang x,y € C.

Karena f W-konveks,

maka f(W(x, y;8)) < (1 — Of () + tf ).

Karena fungsi C c X,

maka g(W (x,y;t)) < (1 — t)g(x) + tg(v).

Jadi, terbukti bahwa fungsi g W-konveks.

Proposisi 3.3
Diketahui (X, W, d) suatu ruang metrik konveks.
Jika f suatu fungsi W-konveks pada X dan « € R,
a >0, maka af juga suatu fungsi W -konveks
pada X.

(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti :
Misalkan x,y € X dan t = [0,1].
f fugsi W-konveks pada X,
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maka f (W (x, ;1)) < (1 = )f (x) + tf ).

Diketahui, @ = 0,

af(W(x,y;0) < a((1 - Of () +tf (1))
< (1 -taf(x) +taf ().

Jadi, terbukti bahwa af fungsi W-konveks.

Proposisi 3.4
Jumlah berhingga fungsi W -konveks pada X
adalah W-konveks.

(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti :
Misalkan f3, f2, f5, -, f @dalah fungsi-fungsi W -
konveks.
Jika fi(W(x, ;) < (1 = ) f;(x) + t£,(¥)
LW (xy:0) <A -0 +th©)

Wy D) < (1 - 0f () + tf(y)

maka

f1(W(x'}’i t)) + fz(W(x'YJ t)) + -
+ L(Wxy; 1)

< (1= 0f() +th())
+ ((1 —t)f2(x) + tfz()’)) +
+ (A~ D) +t£,00)

(it fotfs+ -+ Wy D)

< (A -D(AG) + £(0) + f:(0) + - + fo(x))
+t(A0) + L0) + () + -
+£0))

Jadi, terbukti bahwa jumlah berhingga fungsi W-

konveks adalah W-konveks.

Proposisi 3.5
Kombinasi kerucut fungsi W-konveks adalah W -
konveks.
(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti :
Ambil sebarang x,y e X dan t € I.
Jika diketahui fi, f, f5, ., fn € R™ fungsi W -
konveks dan a4, a;, a3, ... ,a, € R, a; = 0. Akan
dibuktikan kombinasi kerucut dari fungsi W -
konveks adalah W -konveks. Misalkan x €
R, f;(x) = z;, maka
Mz =02 F ApZy + a3z o+ a2,

Kombinasi kerucut fungsi W -konveks sebagai
berikut,
a1Z1(W(x’Y2 t)) + azzz(W(x' y; t))

+ a3z3(W(x, v; t)) + -

+ anZn(W(x' Y; t))
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< a1((1 —-t)z;(x) + tZ1()"))
+ az((l —t)z,(x) + tzz()’))
+ as((l —t)z3(x) + tz3(y))
+ an((l — )z, (x) + th(J’))
< (A= 8ayzy (%) + tayz(¥) + (1 — ayz,(x)
+ tayz,(y) + (1 — t)azzs(x)
+ taszzs(y) + -
+ (1 = apz,(x) + tanz,(y)
<(1- t)(alzl(x) + ayz,(x) + azzz(x) + -
+ 2, (%))
+ t(a12, () + 222, (¥)
+azzz(y) + -+ anzn(y))
Jadi, terbukti bahwa kombinasi kerucut fungsi W -
konveks adalah W-konveks.

Proposisi 3.6
Maksimum sejumlah berhingga fungsi W-konveks
adalah W -konveks.

(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti :
Ambil sebarang x,y € X dant € I.
Misalkan  fi, f>, f3, ., fn adalah  fungsi W -
konveks,

maka f;(W (x, y;0)) < (1 — Ofi(x) + t/1(y)
LWy ) <A -0 +tho)

LWy D) < A =0f0) + thi()
Karena fungsi g = maks {f, f2, f3, ---» fn}, maka
9=<fi i=123..n
gW e,y 0) < fi(W(xy; 1)

<A -9fi(0) + tfi(y).
Jadi, terbukti bahwa maksimum dari sejumlah
berhingga fungsi W-konveks adalah W -konveks.

Proposisi 3.7

Jika (f;,) suatu barisan fungsi W -konveks dan

f(x) = lim(f,,(x)), maka f (x) W-konveks.
(Abdelhakim, 2016:350)

Bukti :

Misalkan f,, fungsi W -konveks, untuk setiap n €

N. Akan dibuktikan lim (f,,(x)) = f(x) fungsi

W -konveks.

Ambil sebarang x,y € X dant € I = [0,1]

Karena fungsi f;,, W-konveks,

maka f,(W(x, ;1)) < (1 = )f,() +t f, ().

Berdasarkan sifat limit barisan, diperoleh

lim (£,(W (6, ;)
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<1im (1 = (/@) + ¢ (L,0)))
=(1-1t) lim(fn(x)) +t lim(fn(y))
Karena lim (f,,(x)) = f(x),
lim (f,(¥)) = £ (v) maka lim (f,(W (x, y; £)) ) =

f(W(x,y;0)).
Sehingga, f(W (x,y;t)) < (1 — 6)f (x) + tf(¥)
Jadi, terbukti bahwa f (x) fungsi W-Konveks.

Proposisi 3.8

Misalkan (Y,) adalah suatu barisan himpunan

konveks, Y, c X, f,, adalah fungsi W -Konveks

pada Y,,, untuk setiap n € N.

Jika S = N,en(Yy) dan M = {x € X:sup f,(x) <

o0}, maka :

a. M NS adalah konveks

b. f(x) =sup{f,(x): x € X,n e N}
merupakan fungsi W-Konveks.

(Abdelhakim, 2016:350)

Bukti :

Ambil x,y € S, maka x,y € Y,, untuk semua n >

1, sup f,,(x) < oo dan sup f,,(y) < oo.

Karena Y;, konveks, maka Y,, memuat W (x, y; t),

sehingga W (x, y; t) € S.

a. Akan dibuktikan M n S konveks.
Sebelumnya harus dibuktikan bahwa
W(x,y;t) € M.

Karena f,, fungsi konveks pada Y, , maka
frn(xx) merupakan fungsi W-konveks pada Y,
dengan x € X, sehingga,

M = {x € X:sup, f,(x) < oo} merupa-kan
himpunan W -konveks, sehingga jika diambil
x,y € X dengan supy, f (x), sup, f(y) < o0,
maka W (x,y; t) € M.

Jadi, W(x,y; t) € M n S dan terbukti bahwa
M n S konveks.

b. Akan dibuktikan f(x) = sup{f,(x): n € N}
merupakan fungsi W-Konveks.

Karena fungsi f;, W-konveks, maka
W@y 0) < A = () + th()
Berdasarkan sifat supremum,
sup f (W (x, ;)

<@ —=t)sup fr () + tsup f ()
fW,y;0) < (1 =0f )+t fB).
Jadi, terbukti bahwa f merupakan fungsi W-
Konveks.
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Proposisi 3.9
Jika f: X — R suatu fungsi W-konveks kuat maka
f mempunyai paling banyak satu peminimum
global.

(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti:
Diketahui fungsi f W-konveks kuat.
Akan dibuktikan bahwa f mempunyai paling
banyak satu peminimum global. Andaikan f
mempunyai 2 peminimum global x,y € X, x # y,
maka f(x) = f(¥) = minyey f (x).
Ambil t =~
Karena X konveks, maka untuk setiap x,y €

Xdantel=[01],W (x,y; %) €X.
Karena f W-konveks kuat, maka diperoleh

FW @ y;0) < (1= Of @)+t @)
1 1 1
f (W (.7 5)) <(1-3)f@+3f®

1 1 1 !
f (W (3 z)) <3G +5f() = min f(x)

Karena min,cy f(x) merupakan nilai paling
minimum, maka perolehan di atas salah, yang
benar adalah x =y, sehingga f(x) = f(y) =
miney f(x).

Jadi, terbukti bahwa f mempunyai paling banyak
satu peminimum global.

Proposisi 3.10

Diketahui (X, W, d) suatu ruang metrik konveks.

Jika untuk setiap x,y € X dan x # y, maka fungsi

W -konveks f: L(x,y) - R dengan L(x,y) =

{W(x,y;A): 0 <A < 1} adalah kontinu Lipschitz

pada L(x,y). Selanjutnya, jika untuk suatu a €

R,a >0 berlaku [f(x) = fO)| < ad(x,y),

maka |f(z) — f(w)| < ad(z,w) untuk semua

zZ,w € L(x,y).

(Abdelhakim, 2016:350)
Bukti :
Diketahui L(x,y) = {W(x,y; 1) :0< A< 1}
={W,x;1-21):0<1<1}
=L(y,x)
Karena L(x,y) = L(y,x),
maka berdasarkan Definisi 3.1 dan Lemma 3.1,
d(W Gy D, W (@, x1 - 2))
<(1- A)d(y, W(x,y; /1)) +4 d(x, W(x,y; /1))
=1 -1 -Ddx,y) +A(rd(x,y))
=1 -D)%d(x,y) +22d(x,y)
= (1 - D%+ 2%)d(x,y)
=d(x,y)

d(W(x,y; DWWy, x1— A)) <2d(x,y)
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Karenav € L(x,y),

maka dapat dinyatakan v = W (x -d(x'”)).

4 d(x,y)
Berdasarkan Lemma 3.1,

d(x,v) =d W( d(x’v)>
x,v) =df x, xY;
Y@, y)
d(x,v)
< d(x,
d(x,y) ()
<d(xy).
Jika (z,) suatu barisan dengan z,, € L(x,y), maka

_ L d(xzn)
zZ, =W (x, v; d(x’y)) untuk n > 1.

Jika z, — z dengan n — oo,
maka z = lim W (x,y- d(x'z"))

n-oo " d(xy)

=W (JC,y; d (x, Tlll—I;I(}OZn))

d(x,y)

A2 _d(x, z)

K (x’y’d(x,y)>

Akan dibuktikan bahwa z € L£(x,y). Karena
d(x,z,) <d(x,y), maka diperoleh d(x,z) <
id(x,y). Jadi, terbukti bahwa z € L(x, y).
Selanjutnya, ambil sebarang x,y € X sedemikian
hingga d(x,y) > 0. Misalkan z,w € L(x,y)
dengan z # w.

Berdasarkan kekonveksan fungsi f (Definisi 3.2),
diperoleh

d(x,2)
f@@)= f(W (%%m))

d(x,z) d(x,z)
= <1 N d(x,y)>f @+ 26y

dan f(w) =f (W (x, v; d(x’W))>

fo (9

axy)
< (1 B d(x,w)
d(x,y)

)i

20w e o)
A,y
Berdasarkan (9) dan  (10) diperoleh 2
kemungkinan,
—d(x, d(x,
£ - flon) < “ED L g
d(x,z) —d(x,w)
d(x,y)
_ d(x,w) —d(x,2)
o dxy)
d(w,x) + d(x,z)
d(x,y)
1

= 20y @)~ fDldzw)A1)

+

f)

(F) = FO)

(fe) = fF)
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dan

o) - iy « DL LD
28T (1) - £0))

D (0 - 1)

< 205 1F0) ~ 1O dew) (12)

Dari (11) dan(12) diperoleh

FG) = FWI < 55— 1700 = £ dw)

11 - o < 2O 4y

@) = fonl < 52 dew)

If (@) — fwW)| < ad(z,w)
Jadi, Proposisi 3. 10 terbukti.

Akibat 3.1
Diketahui (X, W, d) suatu ruang metrik konveks.
Jika suatu fungsi W -konveks f: L(x,y) » R
sedemikian hingga f(x) = f(y) maka f konstan
pada L(x,y).

(Abdelhakim, 2016:351)

Bukti :
Berdasarkan Proposisi 3.3,
) = Foml < S 160 — py
T dxy)
Karena f(x) = f(y), maka
d(z,w)
() = Nl < g SIF@ = FO
<2 ey~ foo
T dxy)
d(z,w)
= aGn
<0
lf(z)— fw)l=0

Jadi, terbukti bahwa f konstan pada L(x, y).

Proposisi 3.11

Diketahui (X, W,d) suatu ruang metrik konveks
dan suatu fungsi f : X - R kontinu pada X.

Jika untuk setiap x,y € X, u, v € I, berlaku

f (W (x, y; "T“’)) < f(WGy;m) +

~f(W (@, y;v)),
maka f merupakan fungsi W-konveks.
(Abdelhakim, 2016:352)
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Bukti :
Ambil sebarang x,y € X.
Diberikan n suatu bilangan bulat tak negatif dan

An={Bem =0,12,..., 2"},
Berdasarkan Definisi 3.2,

untuk setiap x,y € X dan 1 €A,,, berlaku
fW@EyD)<A-DF@+A1f@)  (13)
Berdasarkan Lemma 3.1, misalkan n = 0, maka

x =W(x,y;0)dany = W(x,y;1).
Olehkarenaitu, f(W(x,y;1)) < (1—2) f(x) +
A f(¥) benar untuk n = 0, A,={0,1}.
Diasumsikan (13) benar untuk sebarang 4 €
Av, k €N,

Diberikan x,y € X dan misalkan A €Ay,

Terdapat u,w €Ay, sedemikian sehingga 1 =
ww

e
Induksi di atas mengakibatkan
W y;v) < (1 =v)f(x) +v () (14)
dengan v € {u, w}.
Berdasarkan asumsi pada (13), diperoleh

fW (x,y; 1)

1 1

<s fWeyw)+5f(Wyv) (15)

Akan dibuktikan bahwa (W(x,y;4)) < (1 -
Af(x) +Af(y) berlaku untuk setiap p,w €
Aw+1 Sedemikian hingga A = ’”TW
Dari (2) dan (3) diperoleh,
fW (x,y;4)

1
<5 (fWe,y;m) + f(W e y;w)))

1
= 5((2 =+ O) () + (u+wf ()

= (1-2) 0 + 2 5 o)
=1 -Df(x)+Af )
Jadi, terbukti bahwa (W (x,y;1))<(1 -
A)f(x) + A f(y) berlaku untuk setiap p, w €Ay 41

sedemikian sehingga A = ’”TW

Lemma 3.2

Diberikan ruang metrik konveks (X,W,d) dan
Xo € X. Jika f : X — R adalah fungsi W-konveks
sedemikian hingga |f(x)| <M pada B(x,,71),
maka

f  merupakan %—Lipschitz pada

B(x,, 7 — p), untuk sebarang p dengan 0 < p <
r.

(Abdelhakim, 2016:352)
Bukti :
Diketahui ruang metrik (X, W, d). Ambil sebarang
x,y € X , x # y sehingga untuk setiap 1 € (0,1)
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terdapat &, u € X sedemikian hingga

x=Wu.&D (16)
dany = W(x,u; 1) 17
Andaikan &, u € X (18)

maka ¢ dan y tidak memenuhi (16) dan (17).
KarenaW (x,y;t) = (1 —t) x +t y, maka

x =1-Dy+4+1 dan y=Q0Q-Dx+u
x =y—Ay+A¢ y=x—Ax+u
Ay—A=y—x Ax—=Au=x-—y
Ay-8 =y—x Ax—pw=x—-y
y=§=2"10y—x) x—p=2A"(x-y)
E=1"(x—y) +yeX (19)
danpu=2*(y—-x)+xeX (20)
Karenaé =171 (x —y) + y € X dan
u=A1ty—-x)+x€Xx

Karena (18) dan (19),(20) adalah suatu
kontradiksi maka pengandaian salah, sehingga
yang benar adalah terdapat &, u € X sedemikian
hingga

_ L Ay
=W (y' & p+d(x, y)) dan

y = W(x u,p+d(xy)) x,y € X.
Karena f merupakan fungsi W-konveks, maka
fx) < (1 - M)f(y)
- p+ dxy)
d(x,y)
p+dGey) )

_pt+dxy) —dxy) d(x,y)
ST orden. P prdey
- _fu )+Mf(f) (21)

p+dxy) p+dxy)
Dengan cara yang sama diperoleh

d(x,y)
f) < mf(x)

£

+ mf(ll) (22)

Dari (21) dan (22) diperoleh

(F0) - f0)) < @—;ﬂx—) dx, )

dan
fw -1
FO)—-fx) < W

Selanjutnya, akan dibuktikan & € B(x,,1).
Berdasarkan Lemma 3.1, diperoleh

B - dxy)
d¢,x) =d (f'W <y,f,m)>
_ d(x,y)
3 (1 _ m) 4 y)
-
T d(x y)d(f,y)
(d(g y) +d(x,y))

<—
p+ d(x,

p
=P+ dny) 460

p
d(&,x) —md(f,x) <0
d(x,y)

md(& x)<0

d(é,x)<0

di¢,x)<p

Sehingga,

d(é,xy) <d(E,x)+dx,xp) <p+r—p=r.
Jadi, terbukti &€ € B(x,,1).

Karena ¢ € B(xy, 1), maka |f(x)| < M.

Oleh karena itu,

1 - o < [FELE gy

< 1) - fI
p
\ lf O+ 1f )l

p
2M d(x,y)
= — x'
B y

Jadi, terbukti bahwa fungsi f merupakan %—

d(x,y)
d(x,y)

Lipschitz pada B(x,,r — p), untuk sebarang p
dengan 0 < p < r.

Definisi 3.3
Suatu ruang metrik konveks (X, W, d) adalah kuat
jika untuk setiap x, € X dan dua titik berbeda
X,y €S(xy,p) dengan p € R,p > 0 dan untuk
setiaqp t€1°=(0,1) berlaku W(x,y;t) €
B(x, p)-

(Abdelhakim, 2016:354)
Contoh 3.3
Diketahui (X, W,d) ruang metrik konveks. Jika
diberikan X =[a,c],x,y € X,x,y € S(x,, |c —
Xol) v %o €X dan fungsi W:XXXXI->X
dengan W(x,y;t) = (1 —t)x+ty,x,y € X dan
t €(0,1) maka (X,W,d) adalah ruang metrik
konveks kuat.
Bukti :
Ambil x=a,y=c€eX dan x=ay=cE€
S(xq,p),dant € (0,1)
W(a,c;t) = (1 —t)a+tc
Karena untuk t € (0,1),W(a,c;t) € X maka
B(xg, |c — %) pasti memuat W (a, c; t).
Jadi, terbukti bahwa (X,W,d) ruang metrik
konveks kuat.

Definisi 3.4
Diberikan (X, W, d) suatu ruang metrik konveks.
Xo €X,p>0dan ¢ € (0,p). Fungsi real pada
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B(x,, p) dikatakan W -konveks pada sphere jika
Vx,y € S(xy,0),t €1,
fWhy) <A -0f () +tfx)
dan dikatakan W -konveks kuat pada sfer jika
untuk setiap x,y € S(x,,0), x =y, vVt € I°,
fWxy0) <@ =6)f )+t f(x).
(Abdelhakim, 2016:350)

Contoh 3.4
Diketahui (X,W,d) ruang metrik konveks.
Diberikan X = [a,c] € B(xy,p) dan a,c€
S(xg,p), xo €EX,p ER,p >0 dan suatu fungsi
W:XxXxI—->X dengan W(x,y;t) =(1—
t)x +ty,x,y € S(xo,p), t €1 =1[0,1].
Jika fungsi f: X — B(x,,p) dan f(x) =x,x €
X, maka f merupakan fungsi W -konveks.
Bukti :
Ambilx =a,y=b € S(xg,p)dant € I
W(x,y;t) = (1 —t)a+ th € B(xo,p)
Karena W (x,y; t) € B(xy, D),
maka W (x,y;t) = W(a, b;t)

={1-t)a+th

<A -9f(a) +tf(b)

Jadi, f merupakan fungsi W-konveks pada sphere.

Proposisi 3.12
Diberikan (X, W,d) suatu ruang metrik konveks
dan fungsi f : X — [0, ) didefinisikan dengan
f(x) =d(x,xy) untuk setiap x, € X . Jika f
merupakan fungsi W -konveks kuat pada S(x,, o)
dengan € R, >0 maka ruang metrik
(X, W, d) adalah W-konveks kuat.
Bukti :
Ambil sebarang x,y € S(x5,0) dan tel® =
(0,1).
Karena f(x) = d(x,x,) merupakan fungsi W -
konveks kuat pada S(x,, g), maka
fW,y;0) < (1=0f0) +tf(y)
= (1 - t)d(x,x) + td(¥,¥0)
Karena d(y, y,) < d(y,x) + d(x,y,), maka
fW(x,y;0)
<A -0)d(x,x) +t (d(x, y) + d(x,yo))
=1 —-t)d(x,xy) +td(x,y,) +td(x,y)
fWe,y;6) —td(x,y)
< (1 —-t)d(x,xp) +td(x,y,)
f(W(x,y; t)) — d(x, W(x,y; t))
< (1 —-t)d(x,xp) +td(x,y,)
d(W (x0,y0; 1), W(x,y;1)) — d(x, W(x,y;t))
< (1 —-t)d(x,xp) +td(x,y,)
d(W (x0,y0; 1), W(x,y; 1)) — d(x, W(x,y;t))
<(A—-1t)d(x,x)+td(xyy)
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Kasus 1 :
d(W (x0,y0; 1), W(x,y; 1)) — d(x, W(x,y;t))
> d(x, W(xo,yo;t))
d(W (x,0; ), W(x,y; 1))
> d(x, W (xo, Vo; t)) + d(x, W (x,y; t))
d(W (xo, 0; ), W(x,y; 1))
> d(W (x0,¥0; ©), x) +d(x, W(x,y;t))
Andaikan terdapat x, = 2,y, =3, x =1,y=5€
Xdant = % maka

(W (rosz) w (s:3)
xO)yOJZ ’ xlyiz
1 1
> d(W (xo,J/o;E).x) + d(x,W(X,y;§)>

d(xg +ye, x+y) =d(xg +yo,x) +d(x, x+7)
d2+31+5) >d2+31)+ d(1,1+5)
d(5,6) = d(51)+ d(1,6)
1>4+5 (*)
Karena (*) tidak sesuai dengan ketaksamaan
segitiga, maka kasus 1 salah.

Kasus 2 .
d(W (x0,y0; ), W(x,y58)) —d(x, W(x,y;t))
< d(x, W (xg, Yo; t))
d(W(xo,yo; ), W(x,y; t))
< d(x, W(xo,yo; 1)) + d(x, W(x,y;t))
d(W (xo, y0; £), W (x, ¥; £)
< dW(xg, yo; ), x) + d(x, W(x,y; t))
Sesuai dengan sifat ruang metrik (ketaksamaan
segitiga), sehinngga
d(W (x,50; ), W (x, y;8)) — d(x, W(x,y; 1))
< d(x,W(xo,yo; t))
< (1 —-t)d(x,xp) +td(x,vp)
Jadi, terbukti bahwa ruang metrik (X, W, d) adalah
W-konveks kuat.

4. PENUTUP

Simpulan

Beberapa sifat kekonveksan suatu fungsi yang telah

dibahas dalam artikel ini adalah sebagai berikut.

a. Komposisi fungsi W -Konveks, fungsi W -Konveks
kuat dan fungsi naik kuat adalah W-Konveks.

b. Restriksi suatu fungsi W -Konveks adalah W -
Konveks.

c. Perkalian scalar dengan suatu fungsi W -Konveks
adalah W-Konveks.

d. Jumlah berhingga fungsi W -Konveks adalah W -
Konveks. Kombinasi kerucut dari fungsi W-Konveks
adalah W-Konveks.
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e. Kombinasi kerucut dari fungsi W -Konveks adalah
W-Konveks.

f.  Maksimum dari sejumlah berhingga fungsi W -
Konveks adalah W-Konveks.

g. Limit suatu barisan fungsi W -Konveks adalah W -
Konveks. Irisan dua himpunan konveks adalah
konveks dan supremum dari barisan fungsi W -
Konveks adalah W -Konveks.

h. Suatu fungsi W -Konveks kuat mempunyai paling
banyak satu x € X yang membuat nilai f paling
minimum.

i.  Suatu fungsi W-Konveks adalah kontinu Lipschitz.

j. Suatu fungsi kontinu dikatakan W -konveks jika
untuk setiap x,y € X, u, v € I, berlaku

o rt2?)

1 1
<SfW Gy ) +5f(W (x,y;v)
k. Jika suatu fungsi merupakan fungsi W-konveks pada

sfer, maka ruang metrik (X, W, d) adalah fungsi W -
konveks kuat.

Saran

Artikel ini  hanya dibahas mengenai sifat-sifat
kekonveksan suatu fungsi dengan kodomain himpunan
semua bilangan real pada ruang metrik konveks. Oleh
karena itu, dapat dilakukan penelitian lebih lanjut
mengenai sifat-sifat lain pada kekonveksan fungsi dengan
domain dan kodomain himpunan bilangan real atau
domain dan kodomain selain himpunan bilangan real.
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