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Abstrak

Konektivitas aljabarik sebuah graf ((a(G)) merupakan nilai eigen terkecil kedua matriks Laplacian grafG. Nilai
a(G) merupakan parameter yang dapat digunakan untuk mengukur seberapa baik konektivitas graf. Penelitian ini
menganalisis konektivitas aljabarik dua graf spesial , yaitu sebarang graf yang memiliki komplemen sebuah pohon
tetapi bukan graf bintang (K; ,_1), dan sebarang graf yang memiliki komplemen sebuah graf unisiklik tetapi bukan
graf bintang yang ditambah dengan mengaitkan dua titik yang belum terhubung dengan sisi baru (K; ,,—; + e).
Metode yang dilakukan pada penelitian mengacu pada persamaan nilai eigen Laplacian, sifat-sifat a(G), dan sifat
urutan barisan bilangan. Graf pohon spesial T(n — 3,1) adalah graf dengan n titik yang diperoleh dari dua bintang
tak-terhubung K; ,,_5 dan K; ;, dengan mengaitkan pusat K; ,,_3 dan pusat K, ,. Konektivitas aljabarik graf dengan
n titik yang memiliki komplemen pohon T, selain bintang, lebih besar atau sama dengan konektivitas aljabarik graf
yang memiliki komplemen berupa pohon spesial T(n — 3,1), dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika T =
T(n — 3,1). Graf unisiklik spesial G;(n — 4,0) adalah graf dengan n titik yang diperoleh graf sikel C, dengan
mengidentifikasi satu titik sebagai titik pusat K ,. Konektivitas aljabarik graf dengan n titik yang memiliki
komplemen graf unisiklik G selain K; ,_; + e lebih besar atau sama dengan konektivitas aljabarik graf yang
memiliki komplemen berupa graf unisiklik spesial G5(n — 4,0), dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika G =
Gs(n — 4,0).

Kata Kunci : Konektivitas aljabarik graf, graf pohon, graf unisiklik.

Abstract

The algebraic connectivity of a graph (a(G)) is defined as the second smallest eigenvalue of the Laplacian matrix
of the graph G. The value of (a(G)) is parameter to measure how well a graph connected. This sudy analyzes
algebraic connectivity of two unique graph, that is all graphs whose complement are trees, but not stars (K; ,,_1),
and all graphs whose complement are unicyclic graphs, but not stars added one edge (K; ,—; + e). The method in
this study refers to Laplacian eigenvalue-equation, properties of a(G) and the sequence of numbers. The special tree
T(n — 3,1) is a graph with n vertices, which is obtained from two disjoint stars K; ,,_; and K; ; by joining the center
of K; ,—3 and K; ;. Algebraic connectivity of a graph with n vertices whose complement are trees T, but not stars, is
greater than or equal to algebraic connectivity of a graph whose complement is special tree T (n — 3,1), with equality
holds if anf only if T = T(n — 3,1). Special unicyclic graph G;(n — 4,0) is a graph with n vertice, which is
obtained from cycle C, by identifying one vertices with the center of K, ,,_,. Algebraic connectivity a graph with n
vertices whose complement are unicyclic graph G, but not K; ,_, + e, is greater than or equal to algebraic
connectivity graph whose complement is special unicylic graph G;(n — 4,0), with equality holds if only if G =
Gs(n — 4,0).

Keywords : Algebraic connectivity of a graph, tree, unicylic graph.

1. PENDAHULUAN

Graf G dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks.
Terdapat dua representasi matriks untuk sebuah graf;
yaitu, matriks keterhubungan langsung (adjacency matrix)
dan matriks keterkaitan (incidency matrix). Matriks
keterhubungan langsung graf G adalah matriks persegi
A(G) = (a;j) berordo n X n yang baris dan kolomnya
dilabeli dengan titik-titik graf G sedemikian hingga
elemen a;; menyatakan banyak sisi G yang
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menghubungkan titik v; dan v; . Sedangkan matriks
keterkaitan graf G adalah matriks M(G) = (a;;)
berordo n x t yang barisnya dilabeli dengan titik G dan
kolomnya dengan sisi G.

Derajat titik v adalah banyaknya sisi G yang terkait
dengan titik v . Matriks derajat G adalah D(G) =
diag(dg(vy),dg(vy),--.,dg (1)), dengan d; (v;) adalah
derajat titik v; pada graf G. Matriks Laplacian graf G,
adalah L(G) = D(G) - A(G). Karena A(G) dan L(G)
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matriks real dan simetris, maka nilai eigennya real (Anton
& Rorres, 2005).

Nilai eigen A(G) disebut nilai eigen graf G, nilai eigen
terbesar graf G disebut jari-jari spektrum G (Biggs, 1993).
Nilai eigen L(G) disebut nilai eigen laplacian G. Nilai
eigen terkecil kedua laplacian G disebut konektivitas
aljabarik G yang dinyatakan dengan a(G). Vektor eigen
yang bersesuaian dengan a(G) disebut vektor fiedler G
(Godsil & Royle, 2001).

Bilangan a(G) merupakan parameter yang baik untuk
menentukan seberapa baik keterhubungan suatu graf dan
berperan penting pada teori kontrol dan komunikasi dan
lainnya. Konektivitas aljabarik telah diaplikasikan pada
pembentukan jaringan kerja yang terorganisisasi agar
menghasilkan kinerja yang maksimal (Saber, Fax, &
Murray, 2007). Ketika struktur sebuah graf kompleks
tetapi struktur komplemenya sederhana, maka lebih
mudah mempelajari graf melalui graf komplemennya.

Misalkan 7, himpunan pohon dengan n titik dan &,
himpunan graf unisiklik dengan n titik. K; ,,_; merupakan
graf bintang (star) dengan n titik dan K;, . +e
merupakan graf K; ,_, dengan menambahkan sisi e pada
dua titik yang tidak terhubung langsung. Sebuah graf G
terhubung jika dan hanya jika a(G) > 0 (Fiedler, 1973).
Telah diketahui bahwa komplemen K, ,_; merupakan
graf yang tak-terhubung, begitu juga dengan K;,_; + e.
Penelitian ini akan mengkaji “bagaimana parameter
sebuah graf ¢ dengan G¢ € T\ K;,_, atau G° € §,\
K; »—1 + e yang memiliki konektivitas aljabarik terkecil”

2. KAJIAN TEORI
Konektivitas Aljabarik Graf

Konektivitas aljabarik graf G dinotasikan dengan
a(G), adalah nilai eigen terkecil kedua matriks laplacian
graf G. Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen
terkecil kedua disebut vektor fiedler. Sebuah graf G
terhubung jika dan hanya jika a(G) > 0 (Fiedler, 1973).

Bilangan a(G) merupakan parameter yang baik untuk
menentukan seberapa baik Kketerhubungan suatu graf.
Berbeda dengan konektivitas sisi dan titik, konektivitas
aljabarik tergantung pada jumlah sisi, serta cara sisi-sisi
terhubung (Holroyd, 2006).

Definisi 2.1. Misalkan G graf dengan n titik, vektor X
€ R™ dikatakan terdefinisi pada G jika ada fungsi injektif
@ dari V(G) ke entri-ntri X, atau dapat ditulis X;, = ¢ (u)
untuk setiap u € V(G). Jika X adalah vektor eigen L(G),
maka X terdefinisi pada G; dengan X,, adalah entri X yang
bersesuaian dengan titik u pada G (Jiang, Yu dan Cao,
2015).

Proposisi 2.2. Misalkan X vektor yang terdefinisi pada
graf G, X,, adalah entri X yang bersesuaian dengan titik u
pada G. Maka untuk setiap vektor X € R™ , berlaku

XTL(G)X = (X, — X,)?

UvEE(G)

(1)

Proposisi 2.3. Jika u nilai eigen matriks laplacian G,
X adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan u, berlaku

G = u= Y X,

ueNg(v)

()

untuk setiap titik v e V(G), dengan N;(v) adalah
persekitaran titik v pada graf G.

Persamaan pada Proposisi 2.3 disebut persamaan nilai
eigen matriks laplacian graf G.

Proposisi 2.4. Untuk setiap vektor satuan X e R™
dengan X 1 1, berlaku

dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika X adalah
vektor fiedler G (Fiedler, 1973).

Proposisi 2.5. Jika G¢ komplemen graf G dengan n
titik, berlaku
XTL(G)X = XT(nl — DX — X"L(G)X @)

dengan J adalah matriks n X n dengan semua entrinya
adalah 1 dan I adalah matriks identitas n x n.

Lemma 2.6. Misalkan G graf sederhana dengan n
titik, berlaku

a(G) < 6(G) (5)

dengan § (G) = min{dg;(v),ve V(G)}
Bukti. Misalkan G graf sederhana dengan n titik, dan
6(G) = min{d; (v), v e V(G)}, berlaku
a(G) < k(G)
dengan x(G) adalah konektivitas titik G. (Fiedler, 1973)
Karena k(G) < 6(G),
a(G) < §(G) [
Lemma 2.7 Jika {X;, i = 1,2,...,n} barisan tak-naik,
maka untuk setiap 1 < i, j < n, berlaku

X = X;)* < max{(X; — X1)% (X; — Xp)*}
< (X — Xp)? (6)

Bukti. Untuk setiap 1 < i, j <n, jika (X; — X;) =0,
dengan { Xi, i = 1,2,3,...,n} barisan tak-naik, maka
0<X;i—X; < Xi— Xp < X1 — X,
dengan menggunakan sifat urutan,
(Xi - X])Z < (Xi - Xn)z < (Xl - Xn)z (7)

JikaX; - X; <0
0= X,—X; =X, — X, >X,— X,
dengan menggunakan sifat urutan,
Xi—X)* < (X — X)? < (X — X2 (8)

Berdasarkan (7) dan (8), maka
&= X)) < (X, — X)? < (X, — Xp)? u
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3. PEMBAHASAN
Konektivitas Aljabarik Terkecil Komplemen Pohon
Misalkan 7, himpunan pohon dengan n titik dan
K; ,—1 merupakan graf bintang (star) dengan n titik.
Misalkan K, , graf bipartit komplet dengan partisi p titik
dan q titik dan T(p,q) pohon spesial yang diperoleh
dengan mengaitkan pusat bintang K, , dan K, , dengan
sebuah sisi baru. Pohon T(p,q) ditunjukkan pada Gambar

3.1
LV
0]
A :
\_J\.
O

Gambar 3.1 ; Pohon spesial T(p,q)

Lemma 3.1 Diberikan bilangan bulat n dengan n > 6,
untuk sebarang bilangan bulat p,q denganp +q = n —
2,p=q =2, berlaku

a(T(p,q)) >a(T(p+1,q—1)) 9)

Bukti. Misalkan T (p, q) graf yang digambarkan pada
Gambar 3.1. Misalkan X vektor Fiedler unit dari T (p, q)°¢.
Berdasarkan Lemma 2.6, a(T(p,q)) # dr@p,qpc() +1
untuk setiap titik v € V(T (p, q)°).

Berdasarkan persamaan nilai eigen matriks Laplacian
pada proposisi 2.3,

de(vip) —a+ 1D Xy,

= (dg(vyp) — a+ DXy,

)

4
-

54
J

=
]
v

-y

(10)

(dG(vlp) —a+1) XV12
= (dg(vp) — a+ D Xy,

Karena a(T(p,q)°) # dr@pqc(v) +1 , didapatkan

(11)

Xy, = Xy, =Xy, . Dengan cara sama maka akan
diperoleh X, = X, , == Xo,p dan X,,, = X,,, =
= Xy

Setiap titik pendan v, memiliki nilai yang sama pada
X, misalkan X, ; Setiap titik pendan v; memiliki nilai yang
sama pada X, misalkan X,; sedangkan untuk X, := X, ,
X3 := X,, dan a := a(T(p, 9)°).
Berdasarkan persamaan nilai eigen matriks Laplacian
pada proposisi 2.3,
vektor X pada (T(p, q)€) dapat dinyatakan sebagai
berikut:
Ptq—a)X;=@—-DX + X3+ qX,
(g—a)X; =qX,
(» — a)X; = pX,;
P+q-—a)X,=pXi+ X+ (@ — DX,

(12)
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Persamaan (12) ditransformasikan dengan
menggunakan persamaan matriks (B —al)X' =0 ,
dengan X' = (X, X, X5, X,)T , I matriks identitas dan

g+1 0 -1 —q
| q q 0 -q
B= -p 0 p 0
-p -1 0 p+1

Misalkan f(u; p, q) :=det(ul — B),

fpq) =p* =20 +q+ Dp’+ (p?
+3pg+2p+q?+2q
+Du® - palp +4q
+2)u

(13)

Karenap = q = 2,

Akibat persamaan (12) maka a akar polinomial
f(u; p,q). Berdasarkan persamaan (13) maka O adalah
akar polinomial f(u; p, q), dan a akar polinomial terkecil
kedua f (1 p, q).

fwr+1,q—-1 —f(wpq)

=p@-p—-Du-p (14
—-q—2)
karenap + q + 2 = n,
fwp+1,9-1) - fwp Q)
=p@-p-D@u-n 19

Berdasarkan Lemma 2.6, a = a(T(p,q))° <n .
Denganp =g ,a > 0, dan f(a;p,q) =0,
fl@p+1,q-D=al@g-p-1(@-n)>0
Berakibat:

a(T(p +1, q— 1)C <a (T(p! q)c ™

Akibat 3.2 Jika diberikan bilangan bulat n > 6, untuk

sebarang bilangan positif p,q dengan p +q = n—2,
p=q=2.
a(T(p,q)) > a(Tlp+1,9—1)°) >
> a(T(n - 3,1)°) (16)

Bukti. Terapkan Lemma 3.1 sebanyak g — 1 kali,

maka diperoleh
a(T(p,q)) > a(T(p+1,q—1)) > -
> a(T(n-3,1)°)

Lemma 3.3 Diberikan bilangan bulat n dengan n >
4, untuk setiap pohon T € T;\{K; ,,}, terdapat bilangan
bulatp,gdengan 1 <p,q<n—-3,p+q=n-2,

a(T) z a(T(p,q)°)

Bukti. Misalkan X adalah vektor Fiedler dari T¢ ;
dengan X # 0 dan X L 1. Dapat diperoleh secara terurut
{X,;1=1,2,...n} sebagai berikut:

Xp, = Xy, = o 2 X,

Jika dr(vq,v,) > 1, dapat dibuat sebuah lintasan
TV, = DUy UV, , U = U, jikKa dp(v,v,) = 2.
Tambahkan sisi v,v, dan hapus sisi v;u,; atau u,v,
hingga diperoleh pohon T* bukan star.
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Berdasarkan persamaan nilai eigen matriks Laplacian
pada proposisi 2.2, untuk sebarang pohon T
2
XTL(T)X = Z (X0, X,,)
vivjeE(T)
Berdasarkan Lemma 2.7, Jika ditambahkan sisi v;v,
dan sisi v;u, dihapus hingga diperoleh pohon baru T*,

XTL(T)X = Z (X,,l.—X,,j)z

‘l],:‘l]jEE(T)
2
(X”i B ij)
ViVjEE(T*)

= XTL(THX

<

17)

Jika T* % T(p,q) dan ada titik pendan pada titik v,
dimana v tetangga u dan bukan tetangga v; atau v,,. Jika
Xy —X,)? = (X, — Xvn)z, maka hapus wuv dan
tambahkan vv,; selain itu hapus uv dan tambahkan vv,,.
Ulangi hingga didapatkan pohon T' = T(p, q).

Berdasarkan persamaan nilai eigen matriks Laplacian
pada Proposisi 2.2, untuk sebarang pohon T*

XTL(THX = Z (X,,l.—x,,]_)2

ViVjEE(T*)
Berdasarkan Lemma 2.7, jika ditambahkan vv; dan uv
dihapus atau ditambahkan vv, dan wv dihapus hingga
didapatkan pohon T,
2
(X”i - X”j)

vivjeE(T*)

(X”i a X”j)z

viVjeE(T’)
XTL(T (p, )X

Berdasarkan (3), (4), (20), dan (22),
a(T¢) = XTL(TX
= X"(nl = DX - XTL(T)X
> X" (nl - DX — X"L(T(p, )X
= X"L(T(p, )X = a(T(p, q)°)
Teorema 3.4 Untukn = 4,T € 7, K, ,,_4, berlaku
a(T¢) = a(T(n —3,1)9)
kesamaan berlaku jika dan hanya jika T = T(n —
3,1).
Bukti. Berdasarkan Akibat 3.2 dan Lemma 3.3, untuk
n =4T € T;\Kin_1,

a(T) =z a(T(p,q)) = a(T(n —3,1)°)
dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika T =
T(n—31)

Konektivitas Aljabarik Terkecil Komplemen Graf
Unisiklik

Misalkan &, himpunan graf unisiklik dengan n titik
dan K;,—, +e graf yang dibentuk dari K;,_, dengan
menambahkan satu sisi e. Misalkan G, (p, q) graf unisiklik

(18)

XTL(THX =

< 19)

(20)
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spesial didapatkan dari graf sikel C; dengan dua titiknya
merupakan pusat K, dan K, 4. Graf G, (p, q) ditunjukkan
pada Gambar 3.2.

Gambar 3.2. Graf Unisiklik Spesial G4(p, q)

Lemma 3.5 Diberikan bilangan bulat n dengan n > 7,
untuk sebarang bilangan bulat positif p,q dengan p +
q = n—3,p=q =2, berlaku

a(G,(p,q)°) > a(G:(p+ 1,9 —1))

Bukti. Misalkan G, (p, q) graf yang digambarkan pada
Gambar 3.2. Misalkan X wvektor Fiedler unit dari
G,(p,q)° . Berdasarkan Lemma 2.6, a(G,(p,q)¢) #
dg, (p,g)c (@) + 1 untuk setiap titik v € V(G (p, q)°).

Misalkan (V4,45 .., V) titik  pendan
(vs1, Vsy -, Vsq ) titik pendan v. Berdasarkan persamaan
nilai eigen matriks Laplacian pada proposisi 2.3, X, =
Xpyy = = X,,4pdan Xogy = Xopg, = = Xy

Setiap titik pendan v, memiliki nilai yang sama pada
X, misalkan X,; Setiap titik pendan v; memiliki nilai yang
sama pada X, misalkan Xs; sedangkan untuk X; := X, ,
X; = Xp,, X3'= X, dana:= a(G1(p, ).

Berdasarkan persamaan nilai eigen matriks Laplacian
pada Proposisi 2.3, vektor X pada (G,(p,q)¢) dapat
dinyatakan sebagai berikut: :

(P +4q—a)X, =pX,s+ qXs
(q=a) X, =qX;
(p —a)X; = pX,

P+q+1-a)X,

v, ,

=X, + Xy + (p — DX, + qXg @)
(P+qg+1-a)Xs
=X1+ X3 +pXyo+ (@ - DXs
Persamaan (21) ditransformasikan dengan
menggunakan persamaan matriks (B —al)X' =0 ,
dengan X' = (X, X5, X3, X,, X)T , I matriks identitas dan
[ptq 0 0 - —q
0 q 0 0 —-q
B = | 0 0 p P 0 |
-1 0 -1 qg+2 —-q J
-1 -1 0 -p p+2

Misalkan f (u; p,q) :=det(ul — B,
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fQ;p,q) = 1>—Gp + 3q + Hu* + (3p?
+ 7pq + 8p + 3q% + 8¢
+H’ - (p+q
+2) (p? + 4pq + 2p
+q* + 2q)u* + pq(p
+q+Dp@+q+3)u

Berdasarkan persamaan (21) maka a akar polinomial
f(u; p,q). Akibat persamaan (22) maka 0 adalah akar
polinomial f(u;p,q), dan a akar polinomial terkecil
kedua f(i; p, @).

fwp+1q-1)—fwpq)

=—u@-q+u-p—q—-D((u—-p
—q—3))
Berdasarkan Lemma 2.6, a = a(G;(p,q)°) <p +
g+1.Denganp =g =2,a >0,dan f(a;p,q) =0,
flap+lL,q—-1)=—-up@-q+

(22)

(23)

Du-p-q-D@E-p-q=-3)<0 (24
Berakibat:
a(Gp+1,9-1°) <aG:@@) (o5

Akibat 3.6 jika diberikan bilangan bulat n dengan
n = 7, untuk setiap bilangan bulat positif p, g dengan p +
q =n—3,p=q =2, berlaku
a(G,(p,q)°) > a(G(p+1,q—1)°) > -
> a(Gy(n —4,1)°)
Bukti. Terapkan Lemma 3.5 sebanyak q — 1 Kkali,
maka diperoleh
a(G(p,q)) >alG(p+1,g-1D)>- =
> a(G;(n —4,1)°)

Misalkan G,(p,q) graf unisiklik spesial yang
diperoleh dari graf sikel C; dengan satu titiknya adalah
titik pusat K;, dan titik pendan K; ., . Graf G,(p,q)
ditunjukkan pada Gambar 3.7.

Gambar 3.3. Graf Unisiklik Spesial G,(p, q)
Lemma 3.7. Diberikan bilangan bulat n dengan n >
8, untuk setiap bilangan positif p,q denganp +q = n —
4, berlaku
a(G;(p,q)°) > a(Gx(p + 1,4 — 1)°);
jlkap+3 >q =2
a(G2(p, 9)°) = a(G,(p + 1,9 — 1)°);
jlkap+3=gq

(26)
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a(Gy(p,q)°) < a(G,(p +1,q — 1)°);
jilkap+3 <gq

Bukti. Misalkan G, (p, q) graf yang digambarkan pada
Gambar 3.3. Misalkan X wvektor Fiedler unit dari
G,(p,q)¢ . Berdasarkan Lemma 2.6, a(G,(p,q)°) #
dg, g ) + 1 untuk setiap titik v € V(G,(p, )°).

Misalkan  (v4y, Vaz -, Vap)
(vs1, Vsy ..., Vsg) titik pendan v;. Berdasarkan Proposisi
23, Xy, =Xy, = = X, dan X, =X, , ==

Xogq dan X, = X

Ve *

titik pendan v, |,

Setiap titik pendan v, memiliki nilai yang sama pada
X, misalkan X,; Setiap titik pendan v; memiliki nilai yang
sama pada X, misalkan Xs; X; = X, ; sedangkan untuk
X1 = Xy, Xo i= Xy, X5 i= Xy, Xg = X, dan a =
a(G,(p, 9)°).

Berdasarkan Proposisi 2.3, vektor X pada (G, (p, q)€)
dapat dinyatakan sebagai berikut:

P+qg+1-a)X; =X;+pXs+ qXs

(q—-a) X, =qXs
(p+2—a)X;=2X, +pX,
P+tq+2-a)X,

=2X,+ X3+ (p— DX, + gX; (27)
(p+q+2-a)Xs
=2X, + X5+ pXy+ (@ — 1Xs
Persamaan (27) ditransformasikan menggunakan
persamaan matriks (B —al)X' =0 , dengan X' =
(X1, X5, X3, X4, X)T , I matriks identitas dan
p+q+1 0 -1 -p —q
[ 0 q 0 0 —q
B = 0 0 p+2 D 0 |
-2 0 -1 q+3 —q J
-2 -1 0 —-p p+3
Misalkan f,(u; p, q) :=det(ul — B),
f2(ip, @) = u>—(Bp + 3¢ + Nu* + (3p?
+ 7pq + 18p + 3¢
+20q +27)u® — (p®
+ 5p?q + 9p? + 5pq?
+29pq +27p + ¢3 (28)

+ 13g% + 41q + 27)u?

+ (g +29)(p+q
+3)p+qg+Hu

Berdasarkan persamaan (27) maka a akar polinomial
f(u; p,q) Akibat persamaan (28) maka O adalah akar
polinomial f(u;p,q), Berdasarkan Lemma 2.6, a < q.
Karena a#q,q<p+q+1<p+q+35<p+q+
4, a akar polinomial terkecil kedua £, (u; p, q)

Lwp+1,q-1) - f,(p,q)
=-up-q+3)@+q
—u+H((p+qg—u
+3))

(29)
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karena f,(a;p,q) = 0
f(a;p+1,q-1)

=—ulp-q+3)(p+q—pu+H((p+q (30
—u+3))

Berdasarkan Lemma 2.6, 0<a(G)<q,
a(G,(p,q)°) <q <p+q+2.Jikkap+3 >q =2,
fo(a;p+1,q-1)<0 (31)
maka diperoleh
a(G(p + 1,0 - 1)) <a(G® ) (3
Jikap +3 =gq,
fol@p+1,q-1))=0 (33)
maka diperoleh
a(G;(p + 1,9 — 1) = a(G(p, 9)) (34)
Jikap +3 <q,
fo(a;p+1,q-1)>0 (35)
berdasarkan Lemma 2.6, 0 < a <p + 2.

Misalkan

Lwp.a)=pe+a—r+3)gWw) (3q

dengan

g = —u® + (2p + 2q + 6)p?
— (p® +3pq + 6p + q°
+8q+9u+p2q+pqg> (37)
+ 6pq + 2q* + 8q

Karena akar p(p +q —p+3)adalah0danp + q +
3, maka a adalah akar polynomial terkecil g(u) dengan
O<a<p+?2.

g'(W) =-3u*+(4p +4q +12)u
_ 2 _ _ - 2
(®° —3pq—6p—-q° (3
—8q—9)u

g"'(w)=—-6u+4p+4q+12 (39)

Jkao<pu<p+2danp+3<gq,g"'(wW)=g9"(p+
2) = 4q — 2p > 0. Sehingga diperoleh g'(x) monoton
naik untuk p ketika0 < pu<p+2,p+3<gq.

Jka O<u<p+2 dan p+3<gq, maka
gW=<gW®@+2)=-¢*+pq+2p+3<-q—<0.
Sehingga diperoleh g(u) monoton turun untuk u ketika
O<u<p+2,p+3<aq.

Jikap + 3 < q, berdasarkan f,(a;p+1,q — 1) > 0,

a(G,(p +1,q — 1)) > a (G,(p, ©)°) -

Lemma 3.8. Diberikan bilangan bulat n dengan n >
8, untuk setiap bilangan positif p, g denganp +q = n —
4,q = 1, berlaku

a(G2(p, q)°) = a (Gz(n - 5,1)°

Kesamaan berlaku jika dan hanya jika G,(p, q)
G,(n—5,1)

Bukti. Berdasarkan Lemma 3.7, Misalkan aj :
a(G,(n —5,1)°),a; = a(G,(0,n — 4)). a; adalah akar
terkecil kedua polynomial f,(u,n — 5,1) dan a} adalah
akar terkecil kedua polynomial f,(u, 0,n — 4).

frn=51) = u(u —n+1)W?

IR

+ (2 = 2n)u?)
+ M2 =n—-2Du+3n (40
— n2)
f00n—4) =pu(u—n+1)?
+ (2 - 2n)p?) (41)

+ (n? — 7)u + 8n — 2n?)

Berdasarkan Lemma 2.6 dan n > 8, maka 0 < a; .,
a, <2<n-—1. Karena a; adalah akar polynomial
terkecil k(w), dengan
k(u) = p’ + (2 - 2n)p® + (n* —n—2)u
+ 3n — n? (42)

dan a) adalah akar polynomial terkecil m(u), dengan

m(u) = p® + (2 - 2n)u* + (* - Nu
+ 8n — 2n? (43)

kW =m@=@m-pm-5>0 4y
untuk 0 < u < 3dann = 8.
Karenam(aj) =0,n =>8,dan 0 < a) < 3,
k(ay) =(m—a3)(n—5)>0 (45)

maka dari itu aj < a5,
a(G,(n — 5,1)¢) < a(G,(0,n — 4)°) (46)

Berdasarkan Lemma 3.7,

a(G,(p,q)°) = a(G,(n — 5,1)%)
dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika G,(p, q) =
G,(n—51). m

Misalkan G5 (p, q) graf unisiklik spesial yang dibentuk
dari dua titik terhubung C, sebagai titik pusat K, , dan
K, 4 . Graf G5(p, q) ditunjukkan pada Gambar 3.4.

Var™

. Ry

e
o

¥g

Gambar 3.4. Graf Unisiklik Spesial G3(p, q@)
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Lemma 3.9 Diberikan bilangan bulat n dengan n > 6,

untuk setiap bilangan bulat positif p,q dengan p+q = n-4,

p

Gambar 3.3. Misalkan X vektor
G3(p, q)° .

> q = 1, berlaku

a(Gz(p,q)°) > a (Gs(p+ 1,9 - 1)°
Bukti. Misalkan G(p, q) graf yang digambarkan pada
Fiedler unit dari
Berdasarkan Lemma 2.6, a(Gs(p,q)°) #

dg,p,g)c (V) + 1untuk setiap titik v € V(G5(p, 9)°).

Misalkan  (vgy, Vg -, Vgp) titik pendan v,

(vs1, Vsy .., Vsq) titik pendan v,. Berdasarkan Proposisi

23, X,

X

X

= X, = =Xv6p _ =

dan X,. = X

Us1 Vs2

61

Usq'

Setiap titik pendan v; memiliki nilai yang sama pada

, misalkan X5; Setiap titik pendan v, memiliki nilai yang

sama pada X, misalkan X, ; sedangkan untuk X; := X, ,

XZ = sz ’

X3:=X,, , X,:=1X, dan a:=

a(G3(p,q)°).

Berdasarkan Proposisi 2.3, vektor X pada (G;(p, q)¢)

dapat dinyatakan sebagai berikut:

P+q+1—-a)X; =X3+ qXs + pXs
P+q+1-a)X, =X, + qXs + pXs
p+1-a)Xs =X +pXe
(@+1-a)X, =X, +qX;s

P+q+2-a)Xs (47)
P+q+2-a)Xe
:X1+X2+X4+qX5+(p_1)X6
Persamaan (55) ditransformasikan dengan

menggunakan persamaan matriks (B — al)X' ,
dengan X' = (X;, X5, X3, X, X5 X )", I matriks identitas
dan

B

[P +qg+1 0 -1 0 —¢g -p
| 0 ptg+1 0 -1 —q -p ]
| -1 0 p+1 0 0 -p |
0 -1 0 q+1 —q 0
[ 1 1 0 =1 p+3 -p
-1 -1 L -1 0 q+3
Misalkan f5(u; p,q) :=det(ul — B),
fs(wp, @) = u® — (4p +4q + 10)p°
+(6p* + 13pq + 31p + 6¢* + 31q
+37)ut
(48)

—(4p3 + 15p%q + 33p? + 15pq? + 74pq
+ 83p + 4¢3 + 33¢°
+ 83q + 60)u3
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+ (p* + 7p3q + 13p3 + 12p2q? + 55p3q
+ 55p?% + 7pq® + 55pq?
+ 129pq + 86p + q*
+ 133 + 55¢2 + 86q
+ 36)u?

—(p +q+3)(p*q +p*+pq® +3pqg +2p
+¢*+29)(p+q+du

Berdasarkan persamaan (47) maka a akar polinomial
fz(u; p,q). Akibat persamaan (48) maka O adalah akar
polinomial f;(u;p,q) dan a akar polinomial terkecil
kedua f3(i; p, q).

fswp+1,q9-1) - f3(;p,9)
=-—up-q+HE-p
—q-DE-pr—q
-3)u-p—q-4)

Berdasarkan Lemma 2.6, a = a(G3;(p,q)¢) <q+1.

Denganp=q=1,a > 0,dan f3(a;p,q) =0,
fp+lLq-D=-pupP-q+
Du-p—q-D@E-—p—qg-3)u-
p—q—4)>0

(49)

(50)

Sedemikian hingga
a(Gz(p + 1,9 - 1))
<a (Gz(p, )

Akibat 3.10. Jika diberikan bilangan bulat n dengan
n = 6, untuk setiap bilangan bulat positif p, g dengan p +
q = n—4,p=q =1, berlaku

a(G3(p,9)°) > a (G:(p+ 1,9 -1)°) > -
> a(G;(n —4,0)°)
Bukti. Terapkan Lemma 3.9 sebanyak q kali, berlaku
a(Gs(p, 9)) > a (Gz(p+1,9 — 1)) > -
> a(Gs(n — 4,0)°)

Lemma 3.11, Diberikan bilangan bulat n dengan n >
6, untuk setiap graf unisiklik G € 6,\ K;,—; + e, ada
bilangan bulat positif p, g dengan p ,q = 1, berlaku

a(G) = a (G;(p,q)°

untuk i =1 atau 2 atau 3

Bukti. Misalkan graf unisiklik G diperoleh dari graf I-
sikel €, (sikel C; memiliki panjang [) dengan mengaitkan
beberapa pohon terhadap C;. Misalkan X adalah vektor
fiedler G¢, dengan X #0 dan X L 1. Maka dapat
dibentuk barisan (X,, ) dengan

Xpy =Xy, =2 X,

Jika dg;(vq,v,) > 1, maka dapat dibuat lintasan
v,Gv, = VU ..UV,  ,  dengan jika
dg (v, v,) = 2. Tambahkan sisi v, v, dan hapus sisi v;u,
atau u, v, hingga diperoleh graf unisiklik G, bukan star.

Berdasarkan Proposisi 2.2, untuk sebarang graf
unisiklik G

U = Uy
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- X”j)z

Berdasarkan Lemma 2.7, Jika ditambahkan sisi v, v,
dan sisi v, u, dihapus, atau ditambahkan sisi v, v, dan sisi
v, U, dihapus, diperoleh graf unisiklik baru G...

XTL(G)X = (X,,i

ViVjEE(G)

(1)

T 2
XTL(G)X = (X,,i —X,,j)
‘l],:‘l]jEE(G)
2
< Z (X,,i —X,,j) (52)
liilleE(G*)
= XTL(G)X

Akibatnya graf G, diperoleh dari mengaitkan C
dengan beberapa pohon dan dg_ (vy, v,) = 1.

Jika G, ¢ {G,(p,q),G,(p,q), Gs(p, q)}, maka terdapat
tiga kasus terhadap G,.

Kasus 1. v, dan v, adalah titik pada graf sikel C,. Jika
I'>5, maka dapat dimisalkan graf sikel Cp =
Uy VpUyUpUs ... v . Pada Kasus ini, jika (X, — X, )? =
(Xy, — X,,)?, hapus sisi u,u; dan tambahkan sisi v;u,;
selain itu, hapus sisi u,u; dan tambahkan sisi u,v, .
Didapatkan graf unisiklik G,, dari mengaitkan graf sikel
C; (v, pada sikel) atau C, (v, dan v, pada sikel) dengan
beberapa pohon.

Kasus 2. Salah satu dari v, atau v,, adalah titik pada
graf sikel C, .Jika dimisalkan v, pada sikel C;/, maka
pembahasan tersebut akan sama ketika v,, pada sikel C;r.
Jika I' = 4, dimisalkan sikel C;» = v,u u,u3 ... v;. Pada
kasus ini jika (X, — X,,)* = (X, — X, )? hapus sisi
u,u5 dan tambahkan sisi v;u,; selain itu hapus sisi u,u;
dan tambahkan sisi u,v,. Didapatkan graf unisiklik G,,
dari mengaitkan graf sikel C;(salah satu dari v, atau v,
pada sikel) atau C, (v, dan v, pada sikel) dengan
beberapa pohon.

Kasus 3. v, dan v, bukan titik pada graf sikel C;.
Dimisalkan sikel sikel C;r = uju,u; ... uy, titik v; dan v,
bukan titik pada pohon yang terkait pada u,. Pada kasus
ini jika (X, —X,)? 2 Xy, — Xy,)? hapus_sisi u,u,
dan tambahkan sisi v,u,; selain itu hapus sisi u,u; dan
tambahkan sisi u,v,. Didapatkan graf unisiklik G,,seperti
pada kasus 1 atau kasus 2.

Berdasarkan Proposisi 2.2. Untuk sebarang graf

unisiklik G,
(X”t B X"j)z

vivjeE(G*)
Berdasarkan Lemma 2.7, jika ditambahkan u,v; dan
u,u5 dihapus atau ditambahkan u,v, dan u,u; dihapus
hingga didapatkan graf unisiklik G,.,

T =
XTL(G)X 53
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2
XTL(G)X = (le. ij)
UiVjEE(G*)
2
UiVjEE(G**)
= XTL(G,.)X
dengan d; (viv,) =1 dan G, graf unisiklik

didapatkan dengan mengaitkan C; dengan beberapa
pohon, dengan setidaknya salah satu dari v, atau v,
adalah titik pada sikel, atau G,, didapatkan dengan
mengaitkan C, dengan beberapa pohon, dengan v; dan v,
adalah titik pada sikel.

Jika G.. € {G1(p,9), G2(p, @), G3(p,q)} , maka ada
titik pendan v, merupakan tetangga u dan bukan tetangga
v, atau v,. Jika (X, — X,,)? > (X, — X,,n)z, maka hapus
uv dan tambahkan vv, ; selain itu hapus uv dan
tambahkan vv,,. Ulangi hingga didapatkan graf unisiklik
G € {G1(, @), G2(p, 9), G3(P, D) }-

Berdasarkan Proposisi 2.2, untuk sebarang graf
unisiklik G.,.
T 2
) g7 (%, - X,,)

VL"U]'EE(G**) (55)

Berdasarkan Lemma 2.7, Jika ditambahkan vv; dan
vu dihapus atau ditambahkan vv,, dan uv dihapus hingga
didapatkan graf unisiklik G...,

- 2
XTL(G.)X = (X,,i - X,,j)
ViVEE(Gxr)
2
< > (xn-x) (56)
vivjeE(G***)

Berdasarkan (3),(7),(52),(54) dan (56) maka didapatkan
a(G°) = XTL(G)X
= X"(nl — DX - XTL(G)X
> X"(nl — DX — XTL(G)X
>XT(nl — DX — XTL(G.)X
>X"(nl — DX — X"L(G,.)X
= X"L(G...)X 2 a(G...)
Karena  G... € {G:(p,9),G:(p,q),G:(p, @)} |
didapatkan :
a(G®) = a(G%)
dengani = 1,2 atau 3
Teorema 3.12 Untuk setiap bilangan bulat positif n >
8,G € 6,\ Ky,—1 + e}, berlaku
a(G®) = a (G3(n — 4,0)¢

(57)
Kesamaan berlaku jika dan hanya jika G = Gs(n —
4,0).
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Bukti. Berdasarkan pembuktian Lemma 3.5, Lemma
3.7 dan Lemma 3.9, misalkan a, :=a(Gi(n—
4,1)%), az = a(Gz(n — 5,1)°), a3 = a(Gz(n — 4,0)°)
Didapatkan a, adalah akar terkecil kedua polynomial
filuun—4,1) dan a, adalah akar terkecil kedua
polynomial f,(u,n —5,1) dan a; adalah akar terkecil
kedua polinomial f;(u, n — 4,0).

filun —41) = pu* — 3n - 5)u’
+ (3n? —9n + 3)u?
—m3-3n2-3n+5u (58
+n® — 6n? + 8n)

+ (2 = 2n)p?
+m2=—n+2u+3n (59)
— nZ)

fsun—40)=pup—-—n+E-—n
+2)(u* + (3 = 2mu
+M*=-2n=2u+4n (60)
— nZ)
Karena didapatkan §(G;(n — 4,1)) = 1,8(G,(n —
51)) = 1,8(G5(n — 4,0)) = 1, berdasarkan Lemma 2.6,
0 < ay,a,a; <1<n-— 2. Berakibat a,, a,, a; adalah

akar terkecil kedua polinomial g, (1), g, (1) dan gs(u).

g91(w) = p* — 3n =5’
+ (3n% — 9n + 3)u?(n®
—-3n2=3n+5u+n® (61)

—6n?+ 8n
9:(W) =1 + 2 -2n)p* + * —n—2)p
+ 3n —n? (62)
g3() =1+ (3 —2m)p* + (n* —
2n — 2)u + 4n —n? (63)

filwn —41) — p(u—n+2)gs;(w)
=p*n—u—-1>0 (64)
untuk 0 < p <ldann = 8.
Karena fi(a;,n—4,1) =0,n>8dan0 < a, <1,
—a;(a; —n+ 2)g3(ay) >0
gs(a) >0 (65)

maka dari itu a; < ay;
a(G;(n=40)9) <a(G:(n=51)) (g6

92(W) — gs(W) = - +nu-n<0
untuk 0 < u < 1dann > 8. (67)

Karena 0 < a; <1 dan g;(a3) =0, kita dapatkan
g»(a3) < 0. Diketahui bahwa,
g2’ (W) =3u* +2Q2 - 2nu+ n*—n
-2)
>22-2n)+ n*-n-2)
=n?-51+2>0

(68)
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Untuk 0 <p<1ldann=8

Berakibat g, (u) monoton naik untuk u jika 0 < p <
1 dan n = 8. Karena g,(as;) <0, g;(a;) =0dan 0 <
a,,a; < 1, diperoleh bahwa a; < a,;
a(G) > a(Gs(n — 4,0)°) [ ]
4. PENUTUP

Simpulan
Berdasarkan pembahasan dari penelitian ini dapat
disimpulkan bahwa Konektivitas aljabarik graf dengan n
titik yang memiliki komplemen pohon selain bintang lebih
besar atau sama dengan konektivitas aljabarik graf yang
memiliki komplemen berupa pohon spesial T(n — 3,1).
(a(T€) = a(T(n - 3,1)9))
dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika graf pohon
T isomorfik dengan T (n — 3,1).
Konektivitas aljabarik graf dengan n titik yang memiliki
komplemen graf unisiklik selain K, ,,_; + e lebih besar
atau sama dengan konektivitas aljabarik graf yang
memiliki komplemen berupa graf unisiklik spesial
G;(n — 4,0).
(a(G®) = a(Gs(n — 4,0)9))
dengan kesamaan berlaku jika dan hanya jika graf
unisiklik G isomorfik dengan G;(n — 4,0).
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