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Abstrak

Banyak permasalahan dalam kehidupan sehari-hari yang dapat dinyatakan dengan model matematika. Salah satu
contoh permasalahan di bidang mekanika yaitu vibrasi. Vibrasi yang dihasilkan oleh arus induksi pada suatu
sistem mekanik dapat menyebabkan kerugian dan juga dapat membahayakan apabila frekuensi kejadiannya
intensif. Untuk meredam vibrasi atau eksitasi yg tak diinginkan dari sistem pegas massa dapat menggunakan
eksitasi sendiri dan eksitasi parametrik. Sehingga, tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui bagaimana
suatu vbrasi atau eksitasi yang tidak diinginkan dari sistem pegas massa dapat teredam. Metode averaging
digunakan untuk menganalisis penyelesaian dari sistem. Hasil dari penelitian ini menunjukkan bahwa peredaman
bergantung pada parameter peredam, yaitu 6;,dan 6,,. Ketika 6;,dan 6,, keduanya bernilai negatif, getaran
tereksitasi sendiri tidak dapat teredam dan getaran tereksitasi parametrik dapat teredam. Ketika 6;,bernilai positif
dan 8,,bernilai negatif, getaran tereksitasi sendiri dapat teredam dan getaran tereksitasi parametrik tidak dapat
teredam. Ketika 6,; dan 6,, keduanya bernilai positif, getaran tereksitasi sendiri dan getaran tereksitasi
parametrik dapat teredam.

Kata kunci: Sistem pegas massa, vibrasi, eksitasi sendiri, eksitasi parametrik, metode averaging.

Abstract

Many problems in everyday life can be expressed by mathematical models. One example of problems in the field
of mechanics is vibration. Vibration generated by induced currents in a mechanical system can cause harm and can
also be dangerous if the frequency of occurrence is intensive. To reduce the unwanted vibrations or excitation of
the mass spring system, it can use its own excitation and parametric excitation. So, the purpose of this research is
to find out how an undesirable vibration or excitation of the mass spring system can be suppressed. Averaging
method is used to analyze the solution of the system. The results of this study indicate that the damping depends
on the parameters 6,,and 6,,. When 6,,and 6., are both negative, the self excited vibration is not damped and the
parametric excited vibration is damped. When 6,,is positive and 8,, is negative, the self excited vibration is
damped and the parametric excited vibration is not damped. When 6,, and 6,, are both positive, the self-excited
vibration and the parametric excited vibration are damped.

Keywords : Mass spring system, vibration, self excited, parametrically excited, averaging method.

Misalnya, arus induksi yang ditimbulkan oleh angin yang

1. PENDAHULUAN

Banyak permasalahan dalam kehidupan sehari-hari
yang muncul dalam berbagai bidang ilmu. Salah satu
contohnya adalah di bidang mekanika yang dapat
dinyatakan dengan model matematika dalam bentuk
persamaan diferensial (Thomson, 1981). Sebagai contoh
permasalahan di bidang mekanik yaitu sistem mekanik
yang bekerja seringkali menimbulkan suatu permasalahan
yang sulit dihindari yaitu vibrasi (getaran) yang
berlebihan (Tondl, 2000).

Vibrasi (getaran) yang dihasilkan oleh suatu sistem
mekanik disebabkan oleh arus induksi yang dapat
menyebabkan kerugian (Nayfeh & Mook, 1995).
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biasanya menerpa konstruksi-konstruksi seperti menara
tinggi, kereta gantung, jembatan gantung, atau gedung-
gedung pencakar langit. Arus semacam itu jika frekuensi
kejadiannya intensif, maka hal tersebut akan
mengakibatkan kerusakan pada konstruksi yang tidak
hanya merugikan tetapi juga dapat membahayakan.

Pada penelitian yang telah dilakukan oleh Abadi
(2003), vyaitu tentang sistem autoparametrik yang
tereksitasi secara sendiri menunjukkan adanya dua kasus
resonan, yaitu resonan eksak dan resonan tak eksak.
Sedangkan, pada penelitian yang telah dilakukan oleh
Fatimah (2000), yaitu tentang sistem autoparametrik yang
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tereksitasi secara parametrik menunjukkan bahwa eksitasi
parametrik dapat menekan eksitasi sendiri.

Telah dilakukan penelitian untuk mencari cara yang
paling efektif dan efisien dalam meredam atau
mengurangi vibrasi yang ditimbulkan oleh arus induksi
pada sistem mekanik. Untuk mengurangi pengaruh dari
arus induksi pada suatu sistem mekanik telah banyak
digunakan absorber, yaitu peredam yang menggunakan
kombinasi pegas dan massa. Hasil penelitian Tondl
(1976) dan Tondl & Ecker (2003) menunjukkan bahwa
cara tersebut dapat mengurangi vibrasi dengan efektif.

Sistem pegas massa semakin dikembangkan oleh para
peneliti. Penelitian yang telah dilakukan oleh Tondl &
Nabergoj (2004) mengkaji tentang pengaruh eksitasi
parametrik terhadap eksitasi sendiri pada sistem tiga
massa. Hasil dari penelitian tersebut menunjukkan bahwa
peredam dinamis dengan eksitasi parametrik dapat
menekan getaran tereksitasi sendiri dan memperluas
daerah dimana penghapusan getaran secara penuh.

Pada penelitian ini akan mengkaji model sistem pegas
massa dengan eksitasi sendiri dan eksitasi parametrik
berdasarkan model yang telah dikaji oleh Fatimah (2012)
namun dengan analisis pennyelesaian kasus yang berbeda.
Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui bagaimana
kombinasi dari eksitasi sendiri dan eksitasi parametrik
dapat meredam vibrasi atau eksitasi yang tidak diinginkan
dari suatu sistem. Metode yang digunakan adalah metode
averaging.

2. KAJIAN TEORI
Vibrasi

Setiap gerak osilasi suatu sistem mekanik di sekitar
posisi kesetimbangannya dinamakan vibrasi (getaran).
Pada sistem mekanik, terdapat dua kelompok getaran
yang umum, Yaitu getaran bebas (free vibration) dan
getaran yang disebabkan oleh gaya (forced vibration)
(Krodkiewski, 2008).

Getaran yang disebabkan oleh gaya (forced vibration)
dapat diklasifikasikan menjadi dua, Yyaitu getaran
tereksitasi sendiri (self excited vibrations) dan getaran
tereksitasi secara parametrik (parametrically excited
vibrations).

Getaran tereksitasi sendiri dapat terjadi karena adanya
medium yang mengalir. Misalnya, aliran air atau angin
yang mengenai suatu struktur sehingga dapat
menyebabkan suatu vibrasi yang dapat merusak struktur
tersebut.

Sedangkan getaran tereksitasi secara parametrik terjadi
karena perubahan parameter sistem osilasi secara periodik
terhadap waktu. (Dohnal & Verhulst, 2008).

Persamaan Differensial Getaran

1. Getaran Bebas Tanpa Redaman
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Pada model yang paling sederhana yaitu getaran
bebas di mana tidak ada gaya luar yang mempengaruhi

massa.
Vo) I_

m

ky(t)

Gambar 1. Getaran Bebas Tanpa Redaman

Pada gambar 1 terdapat gaya yang berlaku pada
pegas sebanding dengan panjang peregangan y(t),, yang
sesuai dengan hukum Hooke, bila dirumuskan secara
matematis:

Fy = ky(t).. 1
dengan k € R adalah tetapan pegas.
Berdasarkan hukum Newton II, berlaku:
XF = ma = my(t) = m%. (2)
Karena F = F, , didapatkan persamaan diferensial
biasa berikut:
my(t) + ky(D) = 0. (©)

( Campbell & Haberman, 2008)

2. Getaran Bebas Dengan Redaman

Jika peredaman diperhitungkan, maka gaya peredam
juga berlaku pada massa selain gaya yang disebabkan
oleh peregangan pegas. Sehingga berlaku gaya peredam
sebagai berikut dengan ¢ € R dinamakan koefisien

peredam.
4
dt

Fop=cv=cy(t)=c 4)

I

y(t)

ky(t)

o

=

Fy

Gambar 2. Getaran Bebas Dengan Redaman

Dengan menjumlahkan semua gaya yang berlaku
pada benda diperoleh persamaaan:
my(t) + cy(t) +ky(t) = 0. (®)

(Campbell & Haberman, 2008)


http://id.wikipedia.org/wiki/Hukum_Hooke
http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Hukum_kedua_Newton&action=edit&redlink=1
http://id.wikipedia.org/wiki/Persamaan_diferensial_biasa
http://id.wikipedia.org/wiki/Persamaan_diferensial_biasa
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Sistem Pegas Massa
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Gambar 3. Sistem Pegas Dua Massa

Misalkan y,(t) menunjukkan perpindahan m,
terhadap waktu dan y,(t) menunjukkan perpindahan m,
terhadap waktu dari posisinya ketika sistem berada pada
posisi ekuilibrium yang statis. Kemudian, dengan
menggunakan hukum Hooke dan hukum Newton Il dapat
disimpulkan bahwa gerakan massa diatur oleh sistem

persamaan diferensial berikut.
Zx
my 52 = kyys () = ka(a(0) =2 (6),
2
= = ka(0n (8) =2 ().

mz Ty
(Goode & A.Annin, 2000)

dt?

Sistem Autoparametrik

Sistem autoparametrik merupakan suatu sistem
getaran yang terdiri paling sedikit dua buah sub-sistem,
yaitu sistem utama dan sistem sekunder (Tondl, 2000).
Sistem utama pada sistem autoparametrik dapat memuat
eksitasi eksternal, eksitasi sendiri, eksitasi parametrik,
maupun kombinasi dari eksitasi-eksitasi tersebut.

Contoh dari sistem autoparametrik yang terdiri dari
sistem utama yang tereksitasi eksternal:

x" + kx' +x +y,y% = an®cosr,
Y+ 15 + @2y + a0y =0, )

di mana x,y adalah simpangan terhadap waktu,
x',y'adalah kecepatan, x”, y'’ adalah percepatan, x; > 0
dan x; > 0 adalah koefisien redaman, y; dan y, adalah

koefisien coupling nonlinear, q =% adalah koefisien
1

tuning yang menunjukkan rasio frekuensi alami dari
subsistem tak teredam dan sistem primer, an?
menunjukkan amplitudo dari eksitasi ekstenal, dan n =

2 adalah frekuensi gaya luar. Sedangkan w adalah
Wi

frekuensi eksitasi dan w,, w, adalah frekuensi alami
masing-masing dari sistem primer dan sistem sekunder.
Contoh sistem autoparametrik yang terdiri dari sistem
utama yang tereksitasi sendiri:
x" =B —=6x)x"+x+y,y> =0,

y' +xy' +q*y +yxy =0, ®)
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di mana k,y;,y,, dan g mempunyai arti yang sama
dengan kondisi sebelumnya dan 8 > 0 dan § > 0 adalah
koefisien yang mewakili eksitasi sendiri tipe Rayleigh.
Pada contoh sistem persamaan (7) dan (8), dipilih bentuk
y.y? sebagai istilah coupling nonlinear untuk sistem
primer.

Contoh sistem autoparametrik yang terdiri dari sistem
utama yang tereksitasi parametrik:
x" + Kk x" + (14 acos2nt)x + y,(x? + y»)x = 0,

y'+ 1y +q*y +yxy =0, )

di mana x,, k,,y1,¥, dan g adalah koefisien yang sama
dengan sistem persamaan (7), n adalah frekuensi eksitasi,
dan a adalah koefisien dari eksitasi parametrik.
(Tondl, 2000)

Metode Averaging

Prinsip dari metode averaging adalah dengan
mengasumsikan adanya parameter & pada sebuah
persamaan osilator. Parameter ¢ merupakan parameter
yang sangat kecil atau bisa dikatakan menuju nol dengan
€ > 0. Misalkan diketahui suatu sistem terperturbasi
sebagai berikut:

x=f(xt)+egxte), x(ty) = xq, (10)

di mana eg(x,t, ) adalah suku perturbasi dari sistem
(10), f dan g berperiode-T terhadap variabel t.

Persamaan averaged dari (10) adalah:
y=ef°0) y(te) =%, dengan fO(y) == [ f(t,y)dt
(11)
Solusi y(t) dari (11) adalah aproksimasi dari solusi x(t)
dari (10), dimana x(t) — y(t) = 0(¢).
(Sanders & Verhulst, 1985)

Sebagai contoh, dimisalkan persamaan :

i+ w?x = eF(x,%,t), (12)
Jika ¢ =0 maka solusinya adalah kombinasi linier
cos t dan sin t, atau dapat ditulis seperti berikut:

u cos wt + v sin wt,
atau dapat ditulis

R cos(wt +1),
akan diuraikan (14), sehingga diperoleh

R cos wt cosy — R sinwt siny,
dengan u = R cosy dan v = —R sin.
Sehingga bentuk lain dari (13) adalah (14),
di mana R adalah amplitudo dan i) adalah fase di mana
keduanya merupakan konstanta dan keduanya ditentukan
oleh nilai awal.
Untuk mempelajari karakter dari solusi untuk setiap

e # 0, Lagrange mengenalkan “variasi konstan/variasi

(13)

(14)

parameter”. Ada sebuah asumsi, bahwa untuk setiap € #
0, maka solusinya berbentuk fungsi waktu, di mana
amplitudonya adalah R dan fasenya adalah .
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umum  dari
persamaan

Untuk menentukan penyelesaian
persamaan (12) dengan menggunakan
karakteristik dimana diperoleh (13) atau (14).

Dari persamaan
khususnya,yaitu:

x(t) = u(t) cos wt + v(t) sin wt (15)
Kemudian (15) diturunkan untuk mendapatkan x(t)
sebagai berikut :

x(t) = —u(t)w sin wt + v(t)w cos wt + u cos wt +

v sin wt (16)
Selanjutnya dipilih dua suku terakhir pada ruas kanan
persamaan (16) sama dengan nol,

(13) dimisalkan penyelesaian

ucoswt + vsinwt =0 17)
Sehingga, persamaan (11) menjadi
x(t) = —u(t)w sin wt + v(t)w cos wt (18)

Substitusi x(t), x(t) atau (15) dan (18) pada persamaan
(12) sehingga diperoleh :

—uw sin wt + vw cos wt = €F (u cos wt +
v sin wt, —uw sin wt + vw cos wt, t) (19)
Persamaan (17) dan (19) dapat dianggap sebagai dua
persamaan untuk @ dan v, sebagai berikut:

£
u = — —sinwt F(u cos wt
®

+ v sin wt , —uw s wt + vw cos wt , t)
(20)
. €
V= acos wt F(ucos wt

+ v sin wt, —uw sin wt + vw cos wt , t)
(21)

Sehingga dengan menggunakan pemisalan (15) diperoleh
(20) dan (21)

Dari persamaan

khususnya,yaitu:
x(t) = R(t) cos(wt + P (1))
Dengan menurunkan (22), diperoleh:
x(t) = —R(t) sin(a)t + w(t)) (w + 1) + Reos(wt + (1)),
x(t) = —R(t)w sin(a)t + w(t)) —R@Y sin(wt + 1,[)(1:))
+ R cos(wt + ¢(1)).

Berdasarkan (17) maka turunan dari (22) dipilih dua suku
terakhir pada ruas kanan sama dengan nol

—R(@®)y sin(wt + P(t)) + R cos(wt + () = 0

(14) dimisalkan penyelesaian

(22)

Sehingga diperoleh :

x(t) = —R()wsin(wt + P(t)) (23)
Substitusi untuk setiap x dan x atau (22) dan (23) ke
persamaan (12) sehingga dihasilkan persamaan untuk
setiap r dan ¢
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—R wsin(wt + ¥) — R wcos(wt + ) (w + )
+ Rw? cos(wt + 1)
eF (R cos(wt + ¢), —Rw sin(wt + ¥)).

Atau dapat ditulis :

—Rw sin(wt + ) — Rw cos(wt + ) ) =

eF(R cos(wt +¢), —Rw sin(wt + YP)). (24)
Persyaratan yang lainnya yaitu penurunan pada sisi kanan
persamaan (22) harus menghasilkan pernyataan yang
sama dengan sisi kanan persamaan (23). Sehingga
didapatkan:

R cos(wt + ) — Rsin(wt + ) (@ + )

—Rw sin(wt + ),

atau dituliskan:

R cos(wt + ) — YR sin(wt + ) = 0. (25)
Persamaan (24) dan (25) dapat dianggap sebagai dua
persamaan untuk R dan v), sebagai berikut:

R= - fsin(wt + P)F (R cos(wt + ), —Rw sin(wt + )
(26)

P = —icos(wt + Y)F (R cos(wt + ), —Rw sin(wt + 1))
(27)

Sehingga dengan menggunakan pemisalan (22) diperoleh
(26) dan (27)

2. PEMBAHASAN
Model Sistem Pegas Tiga Massa dengan Eksitasi
Sendiri dan Eksitasi Parametrik

M

"y

K = ky(1 + ecos wr)

m,

ey,

Gambar 4. Sistem Pegas Massa Yang Dibahas

Sistem ini terdiri dari tiga buah massa, yaitu massa
pertama (m,), massa kedua (m,), dan massa ketiga
(m3) di mana ketiga massa tersebut dihubungkan dengan
pegas yang mempunyai kelenturan k. Getaran yang
diinduksi aliran bekerja pada massa pertama (m,) dan
massa ketiga (m3) sehingga menyebabkan terjadinya
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eksitasi sendiri. Gaya self-excited yang dihasilkan oleh
arus bekerja pada massa pertama (m,) dan massa ketiga
(m3) yang diwakili oleh kekuatan Rayleigh dalam bentuk
U?(1 —yoy?)y;,i =13 dengan b dan 7y, adalah
koefisien positif dan U adalah kecepatan arus. Redaman
linear dari massa kedua (m,) memiliki koefision b,
Sementara variabel kelenturan bervariasi secara periodik
dalam waktu sebagai k,(1+ ecoswt) sehingga
menyebabkan terjadinya eksitasi parametrik.

Sehingga, model dari sistem pegas massa tersebut
adalah:
my ¥y + k(2y; — y,) — bU?(1 = yoyf)y; = 0,
m,y, + 2ky, — k(y; + y3) + ko(1 + e cos wt)y, +
+byy, = 0, (33)
msjs + k(2y; —y,) — bU*(1 — yoy35)ys = 0.

Di mana : m; = massa setiap elemen, y;=simpangan j; =
percepatan yang ditimbulkan oleh gaya yang bekerja
pada setiap elemen, y; = kecepatan setiap elemen,
dengan i = 1,2,3, k = kelenturan pegas, k, = kelenturan
pegas, U = kecepatan arus.

Asumsi : massa pegas diabaikan, gerak pegas lurus
vertical, massa elemen hanya bergerak dalam satu arah,
massa elemen konstan.

Analisis Penyelesaian Sistem Pegas Massa

Kasus yang dibahas berbeda dengan kasus yang
dibahas oleh Fatimah di mana m; =m, =my; =m.
Pada penelitian ini aka dibahas kasus saat m; = ms; = m.
Menggunakan transformasi waktu wy,t - 7, dimana

2k - .
Wy = [; adalah frekuensi alami massa m, dan m;, dan

dengan menggunakan parameter yang sangat kecil, yaitu
e. Rescale § = ¢,k = ek pada sistem (33), diperoleh:

ity =5y, — VA —yyiHy; =0,

2 + My, _%M(J’l +y3) + ¢*(1 + e cos N1y, +

exy; = 0, (34)
yi t+ys —§ - 8,3V2(1 — ¥y = 0.

Di manaV— [; __,y Yow?, 1 = wio’K=mI:()uo’
q* = msz M= dengan U, merupakan nilai yang

dipilih untuk kecepatan arus.

Transformasi persamaan (34) menjadi bentuk quasi-
normal menggunakan transformasi linier berikut:
yl =x1 +x2 +X3,

Y2 = a1X1 + azxy, (35)

Y3 = X1+ X3 — X3.

Dengan mensubstitusikan (35) ke (34), diperoleh:
x; + Q2x; = €[6;,x] + 01,x5
+ (Qu12; + Qq2x7) cosnT + f1x7°
+ f10x0%x5 + £ 21 %5% + £5,%53
+ fizx1x5® + fozxpx3%],
xy + Q5x, = €[0,1%1 + 025%; + (Quux; +
Qu2%,) cosnT + f11x13 + f£1,%1%x5 + fr1x1 %52 + (36)
fo225° + fisx1x3* + fozx%5],
x5+ Q5x3 = €[033x3 + f33x3° + fa1x1x3 + faox77 x5
+ fi23x1%3x3].
Dengan:

1
0f =L+ M+ /A - M- +2M),

1
0 =3[@+M+q») £ /A -M -7 +2m|
0%=1,
a;;=(1=M—q*) (1 -M—q?)?+2M,

1
_ _ S 2
911 = (al _ az) (a1K + aZBV )'
By = — 2 (i + BV?)
iz (a; — az) ,
_j= e 2 __L 2
Qll_ (al_az)q 'QIZ_ (al_az)q!
1
921 = #(K + ,BVZ), 922 = m(azk + al:BVZ)’
a; a 2
Q21 = (a; - )q Q22 = 7( 1—a2)q'
633 = pV*?
fir = fo2 = "~ )BVZV'

fiz=fa1=fiz=faz =
fs3=—BV?Y,f31 =

f32 g7 ( Y + Z)ﬁVZ;f123 = [;VZ.

Dari sistem (36) dapat diperhatikan bahwa eksitasi
parametrik hanya terjadi pada koordinat normal x,, x,.
Ada tiga frekuensi alami dari sistem (36), vyaitu
Q4,Q,,dan Q5 = 1.

Kasus yang dibahas adalah kasus kombinasi
parametrik anti resonansi dengan munculnya detuning
n =1, + &,dimanan, = Q, — Q,. Dengan menggunakan

transformasi waktu nt — t sistem persamaan (36)
menjadi:
X'+ wix, = %Fﬂxpx{'xz,xé,x&xé),
" 2 —_ I I 1] (37)
X3 + wix, = — Fy(xq, X1, X3, X3, X3, X3),
0
x5+ w3xs = — F3(Xy, X1, X3, X3, X3, X3),
0
. Q; .
di mana w; = L= 1,2 dan
0
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Fy (1, %1, X2, X3, X3, X3)
=2 w,Q,0x; + 1 (011%1 + 012%3)
+ (Q11X%1 + Q12x2) cost + n%(fnx{S
+ 31205 + Fr1 %0 x5% + £5,%53
+ fiax1x5® + fraxx5°
Fy (%1, X1, X3, X3, X3, X3)
=2 00,0, + 19 (021%1 + 022%3)
+ (Q21%1 + Q%) cost + 13 (f1x7°
+ f1,x1%05 + £ %152 + £5,%53
+ fiaXx1x5® + fr3x5%57)
F3(xq, x1, X3, X3, X3, X3)
= 2 w3030%3 + 19033%3 + N5 (f33x5°

+ f31X1°X5 + faox5° X5 + fr23X1%5X3)

Dengan menggunakan pemisalan
X; = U; Cos w;t + v; sin w;t,
x; = —w;u; sin w;t + w;V; cos w;t.
Di manai = 1,2,3.

(38)

Substitusi persamaan (38) ke (37). Berdasarkan (15)
dengan menggunakan pemisalan (38) akan diperoleh

u; = —w—gisin w;t F;(u; cos w;t (39)

+v; sin w;t, —u,w, sin w,t + V,w, COS W, t)

!

&
v = ;icos w;t F;(u; cos w;t

(40)

+v; sin w;t, —u,w, SIn w,t + v,w, cos w;t)

Ruas kanan (39) dan (40) diaveraged sebesar %"
Sehingga menjadi :

2m
1 _ Wi (o
U; =t

® sinw;t
1_27[0 wj t

F; (u; cos w;t + v; sin w;t, —u,w, SIn w,t + v,w, cos w,t)(41)

27
’_wif
v =

w; &
—Cos w;t
2rY0  w;

F;(u; cos w;t + v; sin w;t, —u,w, Sin w,t + vw, cos w,t)(42)

Setelah menghilangkan faktor rescale niz diperoleh:
0

+ 1@v
4 w,
+ ¢ (uy, vy, Upv;, U3, v3),
10
4 w,
+ h(uy, vy, Uy vy, Us, U3),

1 1Q21
=00, — E’Ioezzuz + Z_w %1
2

+ g (Uy, V1, Up V5, U3, V3),
1 Q21u

——— U

4 w,

+ h(uy, vy, Uy vy, Us, U3),

1
—0v, — 5770911711 2

1

Nouy _57]0911171 - U,

1
vy = fy0u, — Enoezzvz -

1
. )
uz = —fl30v3 — ;770933113 + j (U1, V1, Uy V5, U3, V3),

1
vy = Q30u3 — ETI0933V3 + k(uq, U1, U V5, U, V3),

(43)
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di mana g(uy, vy, U, vy, U3, V3), h(uy, V4, Up v, Uz, v3),
J(uq, vy, Uz vy, Uz, V3), k (U, Vg, Uy V5, Us, V3)
merupakan fungsi nonlinier dari sistem (43).

Linearisasi persamaan (43) sehingga diperoleh matriks
Jacobian

—%noen 0,0 0 %(i—llz 0 0
20 _%%911 —%3)—112 0 0 0
0 %(30_221 —%r]oezz 0,0 0 0
—%S}—Z: 0 0,0 —%7]0922 0 0
0 0 0 0 —%7]0933 —30
0 0 0 0 ;0 —%770933

Dengan persamaan karakteristik
CoA® + € A% + uA* + 33 + A2 + s+ ¢ =0
dimana ¢;, i = 0..6, bergantung pada parameter.

Untuk menentukan interval kestabilan pada persamaan
karakteristik diterapkan kriteria Routh-Hurwitz
rh-A 011 +6,,>0
rh-B  koo®+ kio* + k02 + k3 >0

di mana k;, j = 1,2,3 tergantung pada g, M, k, § dan nilai
parameter-parameter lain ditetapkan. Dengan
menyelesaikannya pada daerah batasnya, diperoleh
daerah batas-batas untuk 6,, dan 6,, yang ditunjukkan
pada gambar 5.

7 84y =0 ——
1
By <0
k44 On2<0 u
LT
1 LS5
95 -0
e
| m .
LSS
—_—

<

Gambar 5. Batas-batas untuk 8,, dan 6,, ketika M =
1, =0.8
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Pada gambar 5 menunjukkan bahwa terdapat tiga
daerah batas-batas untuk 6,; dan 6,,. Daerah |
menunjukkan bahwa 6,; dan 8,, keduanya bernilai
negatif. Daerah Il menunjukkan bahwa 6, bernilai positif
dan 8,, bernilai negatif. Daerah 111 menunjukkan bahwa
611 dan 6,, keduanya bernilai positif. Dari gambar 5
menunjukkan bahwa tidak ada kondisi saat 6,, bernilai
negatif dan 6,, bernilai positif. Untuk mengetahui
kondisi saat eksitasi dapat teredam atau tidak dapat
teredam bergantung pada parameter-parameter damping
611 dan 6,,. Untuk itu diperlukan analisis sistem tetap
dengan menggunakan metode averaging namun dengan
menggunakan pemisalan yang berbeda.

Untuk menganalisis penyelesaian dari sistem (37)
tetap akan digunakan metode averaging. Untuk itu
dibuat pemisalan sebagai berikut:

x; = R; cos(w;t + 1),

x; = —R;w; sin(w;t + ;). (44)
Di mana R; merupakan amplitudo dan i); adalah fase
dengani = 1,2,3.

Substitusi persamaan (44) ke (37). Berdasarkan (22)
dengan menggunakan pemisalan (44) akan diperoleh:

R, =— wiisin(a)it + ;) F;(R; cos(w;t +

Y;), —R;w;sin(w;t + ;) (45)
Y, = —r;cos(wit + Y,)F;(R; cos(w;t +
Vi), —Rw; sin(w;t +1;)) (46)

Ruas kanan (45) dan (46) diaveraged sebesar 2;"
Sehingga menjadi :

2T

Ri = % fowi - wiisin(a)l-t + ) F;(R; cos(w;t +

Y;), —Riw;sin(w;t + ;) (47)
2T

Y = %fowi —?;COS(wit + Y)F;(R; cos(w;t +

Y;), —Riw; sin(w;t +¥;)) (48)

Setelah dilakukan rescale ¢, diperoleh:

1
—%f&mmw—wo

1
R = _5911770R1 + 4

3 1
+ 23R, (5 0ERE + w33 )
, 1 1Q2 .
R; = _EHZZUORZ - Zw_le sin(¥, — )

3 1
— 23R, (ER? + 5 w3R3 )

2
1 _ 1Q12R; _
Pi = 182 cos(y, — ) (49)
. 10uR
Yy =0+ 2 w,R, cos(, — 1)

/ 1 3 5 oma
R; = _5933U0R3 +§770(U3R3

Y3 = —ws30
Persamaan (49) dapat disederhanakan  dengan
menggunakan pemisalan ¢ = i, — ¥, diperoleh:
R = — 20,0k, + = 2R sin ¢
1 2 1101 4w, 2
3 1
+ 23R, (5 2RE + w33 )
, 1 10z .
R; = _59227701?2 _Zw—le sin ¢
3 3 2p2 1 2p2
- ZTIORZ wiRy + szRz)
. 1(Q21R1 _ Q12R:
P gt 4 (msz mlRl) cos ¢ (50)

, 1 3 3 opa
R; = _59337701?3 +§7700)3R3

Y3 = —w30

Karena R5 tidak bergantung pada R, dan R,(decoupled),
analisis kestabilan sistem cukup melalui analisis tiga
persamaan awal dari sistem (50).

i 1 1042 ;

Rl = —59117’]0}?1 aF Zw_lRZ Sln¢
3 3 1 2p2 2p2
+ ZnORl (E wiRT + wZRZ)

) 1 10Q: q 3
R; = —5‘922770R2 - ZwL:Rl sing — anRz (w%R% +
LzR?) D

1 Qz1R1 leRZ

! = + _< — )

¢ g 4\ w,R, w1 Ry el

Untuk menganalisis sistem (51), akan dibahas resonansi
eksak (o = 0). Diasumsikan bahwa Rj, R}, ¢’ adalah
konstan. Sehingga (51) menjadi

k 1 1
Ry = _5911770[?1 +—

Q12
%, »Sin¢

3 1
+ 23R, (5 02RE + w3R3)

2
! 1 1Q : 3
Ry = =3 8aamoR; = ;2 Rysing — Tk, (wfR} +
iwﬁRﬁ) (52)
, 1/0Q,1R, Q12R2>
¢ B 4((1)2R2 wlRl COS¢

Dengan mengambil R; = 0,R, = 0 dan ¢' = 0, dengan
menggunakan bantuan software Maple diperoleh titik
tetap sistem (52), yaitu

Ey = (R{,R2,¢")

1
E, = (Ri",R3'\5m)

1
By = (R, Ry, —5m)
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Karena titik tetap sistem (52) terlalu panjang sehingga
tidak dicantumkan secara lengkap.

Simulasi
Simulasi dilakukan dengan menggunakan Matlab

R2015b. Simulasi pada penelitian ini bertujuan untuk
mengetahui perubahan pergerakan simpangan dari R, dan
R,terhadap waktu untuk setiap batas-batas dari 8,,dan
6,, pada sistem (52).

1. Simulasi pada daerah |

15 T T T T T
e R1
§ 1} R2
)]
o
M
3
: 05T
—
D 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 6 £
Time

Gambar 6. Plot R, dan R, terhadap waktu pada daerah |
dengank = 0.9, = 0.1

Pada gambar 6 menunjukkan perubahan pergerakan
R, dan R, ketika 6;; < 0,605, < 0 atau pada daerah I.
Dari perubahan pergerakan nilai R, yang semakin besar
menunjukkan bahwa getaran tekesitasi sendiri tidak dapat
teredam sedangkan nilai R, yang semakin kecil dan
mendekati nol menunjukkan bahwa getaran tereksitasi
parametrik dapat teredam.

2. Simulasi pada daerah Il

03 T T T T T T T T T
—R1
L
L R2|"]
8 0.25
=
[\
£
@ 02
015 1 1 | 1 L L 1 1 1
0 05 1 156 2 25 3 35 4 45 §
Time

Gambar 7. Plot R, dan R, terhadap waktu pada daerah Il
denganx = 0.6, 8 = 0.6

Pada gambar 7 menunjukkan perubahan pergerakan
R, dan R, ketika 68;; > 0,6,, < 0 atau pada daerah II.
Dari perubahan pergerakan nilai R, yang konstan dan
stabil menunjukkan bahwa getaran tereksitasi sendiri
dapat teredam sedangkan nilai R, semakin besar
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menunjukkan bahwa getaran tereksitasi parametrik tidak
dapat teredam.

3. Simulasi pada daerah 11

i

.;_l_)' -

Smpangan

Gambar 8. Plot R, dan R, terhadap waktu pada daerah
Il dengan k = 0.1, = 0.8

Pada gambar 8 perubahan pergerakan R, dan R,
ketika 6,; >0,6,, >0 atau pada daerah Ill. Dari
perubahan pergerakan nilai R; dan R, yang semakin
kecil dan menuju ke nol menunjukkan bahwa getaran
tereksitasi sendiri dan getaran tereksitasi parametrik
keduanya dapat teredam.

Berdasarkan gambar 5 tidak ada kasus untuk 6;; <
0,0,, > 0. Dari hasil dan simulasi yang telah diperoleh
menunjukkan bahwa ketika 6;, dan 6,, bernilai positif
maka getaran atau eksitasi yang tidak diinginkan dari
sisem dapat teredam . Jika dibandingkan dengan hasil
dari penelitian yang dilakukan oleh Fatimah (2012) juga
menunjukkan bahwa ketika 6;,dan 8,, bernilai positif
maka dapat memperluas daerah penghapusan getaran
secara penuh.

4. PENUTUP
Simpulan

Berdasarkan hasil dan analisis menunjukkan bahwa
peredaman bergantung pada parameter 8,,dan 9,,. Ketika
6., dan 8,, keduanya bernilai negatif, getaran tereksitasi
sendiri tidak dapat teredam dan getaran tereksitasi
parametrik dapat teredam. Ketika 6,, bernilai positif dan
6,, bernilai negatif, getaran tereksitasi sendiri dapat
teredam dan getaran tereksitasi parametrik tidak dapat
teredam. Ketika 6,;, dan 6,, keduanya bernilai positif,
getaran tereksitasi sendiri dan getaran tereksitasi
parametrik keduanya dapat teredam.

Saran

Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikembangkan
model ini dengan kasus yang berbeda dimana setiap
massa elemen tidak sama antara satu sama lain.
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