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ABSTRAK 
 
Artikel ini mempelajari keterkaitan antara 

teori himpunan fuzzy dan topologi. Topologi pada 
himpunan fuzzy disebut topologi fuzzy. Salah satu 
topik pada topologi fuzzy mengkaji tentang quasi-
coincident, persekitaran, interior, closure, 
kekompakan dan kontinuitas. Pada artikel ini akan 
dibahas sifat-sifat quasi-coincident dan teorema 
yang terkait dengan interior dan closure pada 
topologi fuzzy. ܣሚ dikatakan quasi-coincident 
dengan ܤ෨  jika dan hanya jika terdapat ܺ߳ݔ sehingga 
(ݔ)෨ߤ + (ݔ)෨ߤ > 1. Akan dibuktikan, misal ܣሚ dan 
෨ܤ  adalah dua himpunan fuzzy di X, ܣሚ ⊆ ෨ܤ  jika dan 
hanya jika ܣሚ dan ܤ෨ 	tidak quasi-coincident. Jika  ෩ܷ 
adalah Q-persekitaran dari ݁ maka ݁ݍ ෩ܷ. ݁ܣ⋁ݍሚ jika 
dan hanya jika terdapat ܣሚ ∈  .ሚܣݍ݁ sehingga ߜ
Misalkan ܣሚ adalah sebuah subset dari ruang 
topologi fuzzy X, maka  interior dari ܣሚ	 adalah 
ሚܣ = ⋁	{ ෨ܱ ∶ ෨ܱ ⊆ ,ሚܣ ෨ܱ߳ߜ} dan closure dari ܣሚ	 
adalah ܣሚ̅ = ⋀ ෩ܭ}	 ∶ ሚܣ ⊆  Akan dibuktikan .{ߜ෩߳ܭ,෩ܭ
juga ݁ ∈  ሚ jika dan hanya jika e mempunyaiܣ
persekitaran yang termuat di ܣሚ. ݁ ∈  ሚ̅ jika danܣ
hanya jika masing-masing Q-persekitaran dari e 
quasi-coincident dengan ܣሚ. 
 
Kata kunci : topologi fuzzy, quasi-coincident, 
interior, closure. 
 

PENDAHULUAN 
 

Himpunan merupakan bagian yang sangat 
penting di dalam ilmu matematika. Objek-objek 
dalam himpunan tersebut disebut elemen, unsur 
atau anggota. Himpunan yang telah dikenal selama 
ini adalah himpunan klasik. Himpunan klasik sering 
disebut dengan himpunan tegas, yaitu kumpulan 
obyek yang keanggotaannya terdefinisi dengan 
jelas. Pada tahun 1965 seorang ilmuwan Amerika 
Serikat berkebangsaan Iran, Profesor Lotfi A. 
Zadeh memperkenalkan sebuah himpunan yang 

keanggotaannya memiliki nilai kekaburan yang 
disebut himpunan fuzzy, dengan derajat 
keanggotaan setiap elemennya pada interval [0,1].  

Topologi pertama kali diperkenalkan oleh 
ilmuwan asal Jerman yang bernama Johann 
Benedict dalam tulisannya yang berjudul 
“Vorstudien zur Topologie” pada tahun 1847. 

Topologi pada himpunan fuzzy disebut 
topologi fuzzy. Ruang topologi fuzzy pertama kali 
diperkenalkan oleh C.L.Chang pada tahun 1968. 
Pada ruang topologi (ܺ,߬) dengan ܺ adalah 
himpunan klasik, juga merupakan ruang topologi 
fuzzy, dimana ܺ sekarang merupakan himpunan 
fuzzy yang nilainya berada dalam selang tertutup 
[0,1]. 

Salah satu materi topologi fuzzy mengkaji 
tentang quasi-coincident, persekitaran, interior, 
closure, kekompakan dan kontinuitas. Pada artikel 
hanya dibahas quasi-coincident, interior dan 
closure pada topologi fuzzy. 

 
KAJIAN TEORI 

 
2.1 Topologi dan Ruang Topologi 
Definisi 2.1.1  

Misalkan X adalah himpunan tak kosong. 
Sebuah topologi pada X adalah sebuah koleksi τ 
yang terdiri dari subset-subset X yang memenuhi 
sifat sebagai berikut : 

i. ∅ϵτ dan ܺ߳τ. 
ii. Jika ࣛ subset sebarang dari τ maka 

⋃ ∈ ߬∈ࣛ . 
iii. Jika ࣛ subset hingga dari τ maka ⋂ ∈∈ࣛ

߬. 
Himpunan X dengan sebuah topologi τ disebut 
ruang topologi, dan dinotasikan dengan pasangan 
berurutan (ܺ, ߬).  
 
Definisi 2.1.2  

Jika X adalah ruang topologi dengan 
topologinya adalah τ, maka subset dari X disebut 
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himpunan terbuka dari X jika subset dari X 
merupakan anggota τ.    
 
Definisi 2.1.3  

A sebuah subset dari ruang topologi X 
disebut himpunan tertutup jika himpunan X-A 
merupakan himpunan terbuka. 
 
Definisi 2.1.4  

Misalkan X adalah himpunan tak kosong. 
ℬ sebuah subset dari himpunan kuasa X disebut 
basis untuk sebuah topologi pada X jika memenuhi : 
i. Untuk setiap ݔ ∈ ܺ, ada ܧ ∈ ℬ dengan E 

memuat x atau dengan kata lain gabungan dari 
elemen-elemen di ℬ sama dengan X. 

ii. Untuk setiap ݔ ∈ ଵܤ ∩ ଶܤ , dengan ܤଵ dan ܤଶ 
elemen-elemen ℬ maka ada ܧ ∈ ℬ dengan 
ݔ ∈ ܧ ⊂ ଵܤ ଶܤ∩ . 

 
Definisi 2.1.5  

Sebuah subbasis S untuk sebuah topologi 
pada X adalah koleksi dari subset-subset X dimana 
gabungannya sama dengan X. 
 
Definisi 2.1.6  

Misalkan (ܺ, ߬) adalah ruang topologi. 
Himpunan terbuka U pada X yang memuat x, 
disebut persekitaran dari x. 
 
Definisi 2.1.7  

Misalkan (ܺ, ߬) adalah ruang topologi dan 
A adalah subset dari X, maka interior dari A adalah 
gabungan dari semua himpunan buka pada X yang 
termuat di A. Interior dari A dinotasikan dengan Int 
A atau ܣ. 
 
Proposisi 2.1.1  

Misalkan (ܺ, ߬) adalah ruang topologi dan 
A subset dari X. Jika ܣ merupakan himpunan buka, 
maka ܣ =  .ܣ	ݐ݊ܫ
 
Teorema 2.1.1  

Misalkan (ܺ, ߬) adalah ruang topologi 
dengan ܤ,ܣ ⊂ ܺ, maka : 

1. Jika ܣ ⊂ ܣ maka ܤ ⊂  .ܤ
(ܣ) .2 =  .ܣ
ܣ) .3 ∩ (ܤ = ܣ ∩  .ܤ
4. ܺ = ܺ,∅ = ∅. 

 
Definisi 2.1.8   

Misalkan (ܺ, ߬) ruang topologi dan A 
adalah subset dari X, maka closure dari A adalah 
irisan dari semua himpunan tutup pada X yang 
memuat A. Closure dari A dinotasikan dengan Cl A 
atau ̅ܣ. 

Proposisi 2.1.2   
Misalkan (ܺ, ߬) ruang topologi dan A 

adalah subset dari X. Jika ܣ merupakan himpunan 
tutup, maka  ܣ =  .ܣ	݈ܥ
 
Teorema 2.1.2  

Misalkan (ܺ, ߬) adalah ruang topologi 
dengan ܤ,ܣ ⊂ ܺ, maka : 

1. Jika ܣ ⊂ ܣ̅ maka ܤ ⊂ തܤ . 
ܣ̿ .2 =  .ܣ̅
ܣ) .3 ∪ തതതതതതതതതത(ܤ = ܣ̅ ∪  .തܤ
4. തܺ = ܺ,∅ഥ = ∅.   

 
Teorema 2.1.3    

Misalkan A adalah subset dari sebuah 
ruang topologi X. Maka ܣ̅߳ݔ jika dan hanya jika 
setiap himpunan buka U yang memuat x beririsan 
(mempunyai elemen persekutuan) dengan A.      

     
2.2  Himpunan Fuzzy 
Definisi 2.2.1   

Jika X adalah himpunan tak kosong maka 
himpunan fuzzy ܣሚ pada X didefinisikan : 

ሚܣ  = ൛൫ߤ,ݔ෨(ݔ)൯	⎸ܺ߳ݔൟ 
dimana ߤ෨:ܺ ⟶ [0,1]. Selanjutnya ߤ෨(ݔ) disebut 
derajat keanggotaan dari x, dan fungsi ߤ෨ disebut 
fungsi keanggotaan dari X.  Dengan catatan jika 
derajat keanggotaannya 0, boleh tidak ditulis. 
 
Definisi 2.2.2   
  adalah koleksi semua himpunan fuzzyܫ 
pada X. 

 
Representasi Himpunan Fuzzy  

Himpunan fuzzy ܣሚ pada X dapat 
dinyatakan dalam beberapa cara : 

i. Himpunan pasangan terurut. 
ii. Grafik fungsi keanggotaan. 

iii. Dalam bentuk deret. 
ሚܣ = ఓಲ෩ (௫భ)

௫భ
+ ఓಲ෩ (௫మ)

௫మ
+ ⋯ = ∑ ఓಲ෩ (௫)

௫

ୀଵ , jika 

X diskrit dan berhingga dimana ܺ߳ݔ. 
Dengan catatan jika derajat 
keanggotaannya 0, boleh tidak ditulis. 

iv. Dalam bentuk simbol integral. 
ሚܣ = ∫

ఓಲ෩ (௫)

௫  , jika X kontinu dan tak 
hingga dimana ܺ߳ݔ. 
 

Definisi  2.2.3 
(i) Himpunan fuzzy nol pada X dinotasikan 0෨  

adalah himpunan fuzzy dimana              
(ݔ)෩ߤ = ݔ∀,0 ∈ ܺ. 
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(ii). Himpunan fuzzy satu pada X dinotasikan 1෨         
adalah himpunan fuzzy dimana         
(ݔ)ଵ෩ߤ = ݔ∀,1 ∈ ܺ. 

   
Definisi 2.2.4  

Komplemen dari suatu himpunan fuzzy ܣሚ 
pada X adalah himpunan fuzzy ܣሚ pada X, dengan 
derajat keanggotaan ߤ෨(ݔ) = ݔ∀,(ݔ)෨ߤ	−1	 ∈ ܺ. 
 
Definisi 2.2.5   

Gabungan dua himpunan fuzzy	ܣሚ	,ܤ෨  pada 
X adalah himpunan fuzzy ܣሚ	⋁	ܤ෨  pada X, dengan 
derajat keanggotaan  
෨	෨⋁	ߤ (ݔ)	 = ,(ݔ)෨ߤ}ݔܽ݉ {(ݔ)෨ߤ ݔ∀, ∈ ܺ. 
 
Definisi 2.2.6   

Irisan dua himpunan fuzzy ܣሚ	,ܤ෨  pada X 
adalah himpunan fuzzy	ܣሚ	⋀	ܤ෨  pada X, dengan 
derajat keanggotaan   
(ݔ)෨⋀෨ߤ = ݔ∀,{(ݔ)෨ߤ,(ݔ)෨ߤ}݊݅݉ ∈ ܺ. 
 
Definisi 2.2.7    

Misalkan ܣሚ himpunan fuzzy pada X, ∀݆߳ܬ 
dengan ܬ adalah himpunan indeks, maka gabungan 
dan irisan berturut-turut pada himpunan fuzzy 
tersebut didefinisikan : 
 ⋁ ఢ(ݔ)෨ೕߤ = ݑݏ ቄߤ෨ೕ(ݔ): ቅܬ݆߳ ݔ∀, ∈ ܺ,
  
 ⋀ ఢ(ݔ)෨ೕߤ = ݂݅݊ ቄߤ෨ೕ(ݔ): ቅܬ݆߳ ݔ∀, ∈ ܺ. 
 
Definisi 2.2.8  

Misalkan ܣሚ dan ܤ෨  adalah dua himpunan 
fuzzy di X. ܣሚ disebut himpunan bagian dari ܤ෨  
dinotasikan dengan ܣሚ ⊆ ෨ܤ  jika dan hanya jika 
(ݔ)෨ߤ ≤ ෨ߤ ݔ∀,(ݔ) ∈ ܺ. 
 
Sifat-Sifat Pada Himpunan Fuzzy 
  
1) Involution  
Untuk ܣሚ߳ܫ berlaku :  (ܣሚ) =  ሚܣ
2) Komutatif 
Untuk ܣሚ,ܤ෨߳ܫ berlaku : ܣሚ⋀ܤ෨ =  	ሚܣ⋀෨ܤ
෨ܤ⋁ሚܣ	     =  ሚܣ⋁෨ܤ
3) Asosiatif 
Untuk ܣሚ,ܤ෨ ሚܥ⋀(෨ܤ⋀ሚܣ) :  berlakuܫሚ߳ܥ, =  	(ሚܥ⋀෨ܤ)⋀ሚܣ
ሚܥ⋁(෨ܤ⋁ሚܣ)	     =  (ሚܥ⋁෨ܤ)⋁ሚܣ
4) Distributif 
Untuk ܣሚ,ܤ෨   :  berlakuܫሚ߳ܥ,
ሚ൯ܥ⋁෨ܤሚ⋀൫ܣ	    = ൫ܣሚ⋀ܤ෨൯⋁(ܣሚ⋀ܥሚ)	 
ሚ൯ܥ⋀෨ܤሚ⋁൫ܣ	    =  (ሚܥ⋁ሚܣ)⋀(෨ܤ⋁ሚܣ)
5) Identitas 
Untuk ܣሚ߳ܫ berlaku : ܣሚ ⋁∅ =  ሚܣ
ሚܣ     ⋀ܺ =  ሚܣ

6) Hukum De Morgan’s  
Untuk ܣሚ,ܤ෨߳ܫ berlaku : (ܣሚ⋀ܤ෨) = ෨ܤ⋁ሚܣ   
(෨ܤ⋁ሚܣ)     = ෨ܤ⋀ሚܣ   
7) Idempoten 
Untuk ܣሚ߳ܫ berlaku : ܣሚ⋁ܣሚ =  ሚܣ
ሚܣ⋀ሚܣ     =  ሚܣ
8) Absorption  
Untuk ܣሚ,ܤ෨߳ܫ berlaku : ܣሚ⋀൫ܣሚ⋁ܤ෨൯ =  ሚܣ

෨൯ܤ⋀ሚܣሚ⋁൫ܣ  =  ሚܣ
9) Absorption oleh X dan ∅ 
Untuk ܣሚ߳ܫ berlaku : ܣሚ⋁ܺ = ܺ 
∅⋀ሚܣ     = ∅ 
10)  Rumus ekuivalen 
Untuk ܣሚ,ܤ෨߳ܫ berlaku : 
෨൯ܤ⋁ሚܣ൫⋀(෨ܤ⋁ሚܣ)  =  ෨൯ܤ⋀ሚܣ൫⋁(෨ܤ⋀ሚܣ)
෨൯ܤ⋀ሚܣ൫⋁(෨ܤ⋀ሚܣ)        =  .෨൯ܤ⋁ሚܣ൫⋀(෨ܤ⋁ሚܣ)
 

PEMBAHASAN 
 
3.1 Topologi fuzzy 
Definisi 3.1.1  

Sebuah koleksi himpunan fuzzy ߜ ⊆  ܫ
disebut topologi fuzzy pada X jika memenuhi 
aksioma sebagai berikut : 

i. 0෨߳ߜ, 1෨߳ߜ. 
ii. ∀ܣሚ,ܤ෨߳ߜ	 ⇒  .ߜ෨߳ܤ⋀ሚܣ

iii. ∀(ܣሚ)ఢ߳ߜ	 ⇒ ⋁ఢܣሚ߳ߜ. 
Pasangan berurutan (X,ߜ) disebut ruang topologi 
fuzzy. 
 
Definisi 3.1.2  

Jika ߜ adalah suatu topologi fuzzy pada X, 
maka anggota-anggota dari ߜ disebut himpunan 
fuzzy buka. 

 
Definisi 3.1.3  

Himpunan fuzzy ܭ෩ dikatakan tertutup jika 
  untuk semua koleksiߜ Dinotasikan dengan .ߜ෩߳ܭ
himpunan fuzzy tutup di ruang topologi fuzzy ߜ. 
 
Definisi 3.1.4  

Misalkan (ܺ,ߜ) adalah ruang topologi 
fuzzy. ℬ subkoleksi himpunan dari δ disebut basis 
dari topologi fuzzy δ jika dan hanya jika untuk 
setiap ܣሚ߳ߜ, terdapat  himpunan indeks ܬ dengan 
ఢ{ሚܣ} ⊂ ℬ, sehingga ܣሚ = ⋁ఢܣሚ.  
 
Definisi 3.1.5   

S subkoleksi himpunan dari δ disebut 
subbasis dari δ jika dan hanya jika koleksi semua 
irisan berhingga anggota S membentuk suatu basis 
dari topologi fuzzy δ. 
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3.2  Titik Fuzzy dan Quasi-coincident 
Definisi 3.2.1  

Titik fuzzy ௫ܲ
ఒ, dengan 0 < ߣ ≤  ,ܺ߳ݔ ,1

adalah himpunan fuzzy khusus dengan derajat 
keanggotaan didefinisikan 

௫ܲ
ఒ(ݕ) = ൜ߣ	ݔ, = ݕ

0	, ݔ ≠  . ݕ

 
Definisi 3.2.2  

Titik fuzzy ௫ܲ
ఒ dikatakan termuat pada 

himpunan fuzzy ܣሚ dinotasikan dengan ௫ܲ
ఒ߳ܣሚ jika 

dan hanya jika ߣ ≤  .(ݔ)෨ߤ
 
Definisi 3.2.3  

Dua himpunan fuzzy ܣሚ,ܤ෨  di X dikatakan 
beririsan jika dan hanya jika ada ܺ߳ݔ	 sehingga 
(ݔ)෨⋀෨ߤ ≠ 0. Untuk kasus seperti ini dikatakan 
bahwa ܣሚ dan ܤ෨  beririsan di x.  

 
Definisi 3.2.4   

Himpunan fuzzy ܣሚ di (ܺ,  disebut (ߜ
persekitaran dari titik fuzzy ௫ܲ

ఒ jika dan hanya jika 
ada ܤ෨߳ߜ sehingga  ௫ܲ

ఒ߳ܤ෨ ⊆  .ሚܣ
 
Definisi 3.2.5  

Titik fuzzy ௫ܲ
ఒ dikatakan quasi-coincident 

dengan ܣሚ dinotasikan dengan ௫ܲ
ఒܣݍሚ jika dan hanya 

jika  ߣ + (ݔ)෨ߤ > 1.   
 
Definisi 3.2.6   

Misalkan ܣሚ dan ܤ෨  adalah himpunan fuzzy 
pada X. ܣሚ dikatakan quasi-coincident dengan ܤ෨  
dinotasikan dengan ܣሚܤݍ෨  jika dan hanya jika 
terdapat ܺ߳ݔ sehingga ߤ෨(ݔ) + (ݔ)෨ߤ > 1. Juga 
dapat dikatakan ܣሚ dan ܤ෨  quasi-coincident di x. 
Bahwa jika ܣሚ dan ܤ෨  quasi-coincident di x, maka 
 kedua-duanya tak nol oleh karena (ݔ)෨ߤ dan (ݔ)෨ߤ
itu ܣሚ dan ܤ෨  beririsan di x. 
 
Definisi 3.2.7   

Himpunan fuzzy ܣሚ di (ܺ, -disebut Q (ߜ
persekitaran dari ௫ܲ

ఒ jika dan hanya jika terdapat 
෨ܤ ∈ sehingga ௫ܲ ߜ

ఒܤݍ෨  dan ܤ෨ ⊆  .ሚܣ
 
Proposisi  3.2.1  

Misalkan ܣሚ dan ܤ෨  adalah dua himpunan 
fuzzy di X. 
(i) ܣሚ ⊆ ෨ܤ  jika dan hanya jika ܣሚ dan ܤ෨  tidak 

quasi-coincident. 
(ii) ௫ܲ

ఒ߳ܣሚ jika dan hanya jika ௫ܲ
ఒ tidak quasi-

coincident dengan ܣሚ.   
Bukti : 
(i) ܣሚ ⊆ ෨ܤ  jika dan hanya jika ܣሚ dan ܤ෨  tidak 

quasi-coincident. 

෨ܤ ሚ danܣ ⇐  tidak quasi-coincident jika dan 
hanya jika untuk ∀ܺ߳ݔ sehingga 
(ݔ)	෨ߤ ≤  (ݔ)(෨)ߤ
(ݔ)	෨ߤ ≤ 1−  (ݔ)෨ߤ

(ݔ)	෨ߤ  + (ݔ)෨ߤ ≤ 1 
(ݔ)	෨ߤ  + 1− (ݔ)෨ߤ ≤ 1 
(ݔ)	෨ߤ  ≤  .(ݔ)෨ߤ
Berdasarkan Definisi 2.2.5,  
ሚܣ ⊆ ෨ܤ ⇔ (ݔ)	෨ߤ ≤ ሚܣ  jadi ,ܺ߳ݔ∀,(ݔ)෨ߤ ⊆ ෨ܤ .    
(ii) ௫ܲ

ఒ߳ܣሚ jika dan hanya jika ௫ܲ
ఒ tidak quasi-

coincident dengan ܣሚ. 
⇐ ௫ܲ

ఒ tidak quasi-coincident dengan ܣሚ jika dan 
hanya jika 
ߣ + (ݔ)෨ߤ ≤ 1 
ߣ + 1− (ݔ)	෨ߤ ≤ 1 
ߣ ≤  (**)...(ݔ)෨ߤ

Berdasarkan Definisi 3.2.2 ௫ܲ
ఒ߳ܣሚ jika dan hanya 

jika ߣ ≤ Berdasarkan (**) maka ௫ܲ .(ݔ)	෨ߤ
ఒ߳ܣሚ.   ∎ 

 
Proposisi  3.2.2    

Misalkan ܷ  koleksi Q-persekitaran dari 
titik fuzzy e di (ܺ,  : Maka .(ߜ
1. Jika ෩ܷ߳ ܷ , maka e quasi-coincident dengan ෩ܷ. 
2. Jika ෩ܷ, ෨ܸ߳ ܷ , maka ෩ܷ⋀ ෨ܸ߳ ܷ . 
3. Jika ෩ܷ߳ ܷ  dan ෩ܷ ⊂ ෨ܸ , maka ෨ܸ ߳ ܷ . 
Jika ෩ܷ߳ ܷ , maka ada ෨ܸ߳ ܷ  sehingga ෨ܸ ⊂ ෩ܷ dan 
෨ܸ߳ ௗܷ  untuk setiap titik fuzzy d quasi-coincident 
dengan ෨ܸ . 
Bukti : 
1. ෩ܷ߳ ܷ , ݁ = ௫ܲ

ఒ , berdasarkan Definisi 3.2.7, 
himpunan fuzzy ෩ܷ di (ܺ, -disebut Q (ߜ
persekitaran dari ௫ܲ

ఒ jika dan hanya jika terdapat 
ሚܣ ∈ sehingga ௫ܲ    ,ߜ

ఒܣݍሚ dan ܣሚ ⊆ ෩ܷ  maka 
ߣ >   ,(ݔ)෨ߤ
ߣ > 1−  ,(ݔ)෨ߤ
(ݔ)෨ߤ > 1− (ݔ)෨ߤ dan ,ߣ ≤ ݔ∀,(ݔ)෩ߤ ∈ ܺ 
maka  
1− ߣ < (ݔ)෨ߤ ≤   akibatnya ,(ݔ)෩ߤ
1− ߣ <  ,(ݔ)෩ߤ
ߣ > 1−  ,(ݔ)෩ߤ
ߣ >  ,(ݔ)෩ߤ
Jadi ௫ܲ

ఒݍ෩ܷ atau ݁ݍ ෩ܷ. 
2. ෩ܷ, ෨ܸ ߳ ܷ , maka terdapat ܣሚଵ,ܣሚଶ ∈  sehingga ߜ

ሚଵܣ ሚଶ danܣݍ݁ ,ሚଵܣݍ݁ ⊆ ෩ܷ,ܣሚଶ ⊆ ෨ܸ . Karena ݁ܣݍሚଵ 
dan ݁ܣݍሚଶ maka  

ߣ  > 1− ߣ dan (ݔ)෨భߤ > 1−  ,(ݔ)෨మߤ
(ݔ)෨భߤ  > 1− (ݔ)෨మߤ  dan ߣ > 1 −  sehingga ߣ
,(ݔ)෨భߤ}	݊݅݉  {(ݔ)෨మߤ > 1 −  ,ߣ

ߣ > ݔ∀,{(ݔ)෨మߤ,(ݔ)෨భߤ}	݊݅݉−1 ∈ ܺ maka 
 .ሚଶܣ⋀ሚଵܣݍ݁
ሚଵܣ ⊆ ෩ܷ, 
(ݔ)෨భߤ ≤ ݔ∀,(ݔ)෩ߤ ∈ ܺ,  
ሚଶܣ ⊆ ෨ܸ , 
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(ݔ)෨మߤ ≤ ݔ∀,(ݔ)෩ߤ ∈ ܺ  maka  
(ݔ)(෨భ⋀෨మ)ߤ ≤  .(ݔ)(෩⋀෩)ߤ
Karena ݁ݍ(ܣሚଵ⋀ܣሚଶ) dan (ܣሚଵ⋀ܣሚଶ) ⊆ ( ෩ܷ⋀ ෨ܸ) 
maka	݁ݍ ෩ܷ⋀ ෨ܸ. Jadi ෩ܷ⋀ ෨ܸ߳ ܷ . 

3. ෩ܷ߳ ܷ  jika dan hanya jika terdapat ܣሚ ∈  ߜ
sehingga ݁ܣݍሚ dan ܣሚ ⊆ ෩ܷ. Karena ෩ܷ߳ ܷ  maka 
ݍ݁ ෩ܷ, dan  ෩ܷ ⊂ ෨ܸ  sehingga 
ߣ >  (berdasarkan Definisi 3.2.5) (ݔ)෩ߤ
ߣ > 1−  (ݔ)෩ߤ
(ݔ)෩ߤ > 1− (ݔ)෩ߤ dan ,ߣ <  (ݔ)෩ߤ
1− ߣ < (ݔ)෩ߤ <  (ݔ)෩ߤ
maka		ߤ෩(ݔ) > 1−   	ߣ
ߣ  + (ݔ)෩ߤ > 1, maka ݁ݍ ෨ܸ . Jadi 	 ෨ܸ ߳ ܷ . 

4. ෩ܷ߳ ܷ  jika dan hanya jika terdapat ෨ܸ ∈  ߜ
sehingga ݁ݍ ෨ܸ  dan ෨ܸ ⊂ ෩ܷ, maka ෨ܸ  juga 
merupakan Q-persekitaran dari e, ෨ܸ ߳ ܷ . Dan 
untuk setiap titik fuzzy d sehingga ݀ݍ ෨ܸ , maka ෨ܸ  
adalah Q-persekitaran dari d.  ∎ 

 
Proposisi  3.2.3    

Misalkan ൛ܣሚൟఢ koleksi  himpunan fuzzy 
di X. Titik fuzzy e quasi-coincident dengan ⋁ܣሚ jika 
dan hanya jika ada ܣሚ ∈ ሚܣݍ݁ sehingga ߜ . 
Bukti : 
⇒ Misal ݁ = ௫ܲ

ఒ 	, ሚܣ⋁ݍ݁ ⇔	terdapat ܣሚ ∈  ߜ
sehingga ݁ܣݍሚ  dan ܣሚ ⊂  ሚ merupakanܣ ሚ makaܣ⋁
Q-persekitaran dari e (berdasarkan Proposisi 3.2.2 
bagian 4). Jika ܣሚ merupakan Q-persekitaran dari e 
maka ݁ܣݍሚ  (berdasarkan Proposisi 3.2.2 bagian 1). 
Jadi terbukti ݁ܣݍሚ .   ∎ 

 
Proposisi  3.2.4    

Subkoleksi himpunan ℬ dari topologi 
fuzzy ߜ pada X adalah basis dari ߜ jika dan hanya 
jika untuk setiap titik fuzzy e di (ܺ,  dan untuk (ߜ
setiap Q-persekitaran buka ෩ܷ dari e, terdapat ܤ෨ ∈ ℬ 
sehingga ݁ܤݍ෨ ⊂    .ሚܣ
Bukti : 
⇒ Jika untuk setiap ݁ di (ܺ,  dan untuk (ߜ
setiap Q-persekitaran buka ෩ܷ dari e terdapat ܤ෨ ∈ ℬ 
sehingga ݁ܤݍ෨ ⊂  ,ߜ ሚ. Andaikan ℬ bukan basis dariܣ
maka terdapat ܣሚ ∈  sehingga ߜ
෨ܩ = ൛ܤ෨ ∈ ℬ:	ܤ෨ ⊂ ෨ܩ ,ሚൟܣ ≠  ܺ߳ݔ ሚ, karena itu adaܣ
sehingga 
ߤ ෨ீ(ݔ) < ݁ misal ,(ݔ)෨ߤ = ௫ܲ

ఒ 	dengan  
ߣ = 1− ߤ ෨ீ(ݔ),  
1− ߤ ෨ீ(ݔ) = ߤ ෨ீ(ݔ) maka ߣ = ߤ ෨ீ(ݔ), yang mana 
  .selalu positif  ߣ
Jika ߤ ෨ீ(ݔ) <  (ݔ)෨ߤ
(ݔ)෨ߤ > ߤ ෨ீ(ݔ)  
(ݔ)෨ߤ > )ߤ ෨ீ)(ݔ)  
(ݔ)෨ߤ > 1− ߤ ෨ீ(ݔ)  

(ݔ)෨ߤ + ߤ ෨ீ(ݔ) > 1  
(ݔ)෨ߤ + ߣ > 1 (berdasarkan Definisi 3.2.5) 
Jadi ݁ܣݍሚ...(*) 
Tetapi untuk sebarang ܤ෨ ∈ ℬ, yang mana ܤ෨  termuat 
di ܣሚ adalah termuat di ܩ෨, maka : 
(ݔ)෨ߤ ≤ ߤ ෨ீ(ݔ) 
(ݔ)෨ߤ ≤ )ߤ ෨ீ)(ݔ) 
(ݔ)෨ߤ ≤ 1− ߤ ෨ீ(ݔ)  
(ݔ)෨ߤ + ߤ ෨ீ(ݔ) ≤ 1   
(ݔ)෨ߤ + ߣ ≤ 1 (berdasarkan Definisi 3.2.5) 
݁ tidak quasi-coincident dengan ܤ෨ ...(**) 
Dari (*) dan (**) kontradiksi dengan ݁ܤݍ෨ ⊂  ,ሚܣ
maka pengandaian salah. 
Jadi ℬ basis dari (ܺ,ߜ).  ∎ 
 
3.3 Interior dan Closure pada Topologi 
Fuzzy 
Definisi 3.3.1  

Misalkan ܣሚ subset dari ruang topologi 
fuzzy X, maka interior ܣሚ adalah gabungan dari 
semua subset buka pada X yang termuat di 
ሚܣ dinotasikan	ሚ,ܣ = ⋁	{ ෨ܱ ∶ ෨ܱ ⊆ ,ሚܣ ෨ܱ߳ߜ}.  
 
Definisi 3.3.2  

Misalkan ܣሚ subset dari ruang topologi 
fuzzy X, maka closure ܣሚ adalah irisan dari semua 
subset tutup pada X yang memuat ܣሚ,	dinotasikan 
ሚ̅ܣ = ⋀ ෩ܭ}	 ∶ ሚܣ ⊆  .{ߜ෩߳ܭ,෩ܭ
 
Teorema 3.3.1   

Titik fuzzy ݁ ∈  ሚ jika dan hanya jika eܣ
mempunyai persekitaran yang termuat di ܣሚ.  
Bukti : 
⇒  Jika titik fuzzy ݁ ∈   ሚ, makaܣ
݁ ∈ ⋁	{ ෨ܱ: ෨ܱ ⊆ ,ሚܣ ෨ܱ ∈  sehingga e merupakan ,{ߜ
elemen dari himpunan fuzzy buka ෨ܱ (݁ ∈ ෨ܱ). 
Berdasarkan Definisi 3.2.4, ෨ܱ ∈ ,ߜ ෨ܱ ⊆  ሚ makaܣ	
݁ ∈ ෨ܱ ⊆  ሚ. Jadi e mempunyai persekitaran yangܣ	
termuat di ܣሚ.   ∎ 
 
Teorema 3.3.2  

Titik fuzzy ݁ = ௫ܲ
ఒ ∈  ሚ̅ jika dan hanya jikaܣ

tiap-tiap Q-persekitaran dari e quasi-coincident 
dengan ܣሚ.    
Bukti : 
⇐   Misalkan ෩ܷ Q-persekitaran dari e dan 
෩ܷܣݍሚ. Berdasarkan Definisi 3.2.6 ෩ܷܣݍሚ di                 
x ⇒	ߤ෩⋀෨(ݔ) ≠ 0. Andaikan ݁ = ௫ܲ

ఒ ∉  ሚ̅, diambilܣ
himpunan fuzzy ෩ܷ, dimana ෩ܷ = ܺ −  ሚ̅, maka ෩ܷܣ
adalah himpunan fuzzy buka yang memuat x, 
sehingga ߤ෩⋀෨(ݔ) = 0. Kontradiksi dengan 
(ݔ)෩⋀෨ߤ ≠ 0 maka pengandaian salah. Jadi 
݁ = ௫ܲ

ఒ ∈  ∎     .ሚ̅ܣ
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Teorema 3.3.3    
ሚܣ  = ሚ̅ܣ ,തതതതതത(ሚܣ) = ൫(ܣሚ)൯


	(ሚ̅ܣ) , =  ,(ሚܣ)

തതതതതത(ሚܣ) = (ሚܣ) . 
Bukti : 

 ܣሚ =  തതതതതത(ሚܣ)
Misal ܣሚ = ሚܣ} ሚܣ: ∈ ሚܣ	dan	ߜ ⊂  ሚ}. Berdasarkanܣ
Definisi 3.3.1, ܣሚ = ሚܣ}⋁ ሚܣ: ⊂ ,ሚܣ ሚܣ	 ∈  ,{	ߜ
sehingga diperoleh ܣሚ =                ሚ untukܣ⋁
(ሚܣ) = ሚܣ} : ሚܣ	 ∈   adalah koleksi(ሚܣ) ሚ}. Makaܣ
semua himpunan fuzzy tutup yang memuat ܣሚ. 
Karena itu ൫ܣሚ൯തതതതതത = ሚܣ}	⋀ : ሚܣ	 ∈   ,{ሚܣ
൫ܣሚ൯തതതതതത =   . Berdasarkan hukum De Morgan’s(ሚܣ)⋀
തതതതതത(ሚܣ) =  ((ሚܣ)⋀)
തതതതതത(ሚܣ) =  ((ሚܣ))⋁
തതതതതത(ሚܣ) =  ሚܣ⋁
തതതതതത(ሚܣ) =  .ሚܣ

 ܣሚ̅ = ൫(ܣሚ)൯

 

Misal ܣሚ̅ = ሚܣ} ሚܣ: ∈ ሚܣ		dan	ߜ ⊂  ሚ}. Berdasarkanܣ
Definisi 3.3.2, ܣሚ̅ = ሚܣ}	⋀ ሚܣ		: ⊂ ሚܣ ሚܣ, ∈ ߜ 	}, 
ሚ̅ܣ =  (*)...ሚ̅ܣ⋀
Misal (ܣሚ) = ሚܣ	}

 : ሚܣ	
 ∈ ሚܣ		dan	ߜ

 ⊂  .{ሚܣ
Berdasarkan Definisi 3.3.1 jika ܣሚ interior maka 
(ሚܣ) = ሚܣ	}⋁

: ሚܣ	
 ⊂ ሚܣ , ሚܣ	

 ∈  sehingga,{	ߜ
diperoleh (ܣሚ) =    untuk(ሚܣ)⋁
((ሚܣ)) = {൫ܣሚ൯


: ሚܣ	

 ∈   ,{(ሚܣ)
((ሚܣ)) = :ሚܣ} ሚܣ	

 ∈  ((ሚܣ)) }. Maka(ሚܣ)
adalah koleksi semua himpunan fuzzy tutup yang 
memuat ܣሚ, karena itu 
ሚ̅ܣ  = :ሚܣ} ሚܣ	

 ∈  {(ሚܣ)
ሚ̅ܣ =   .((ሚܣ))
Berdasarkan Definisi 3.3.2,  
ሚ̅ܣ = :ሚܣ}⋀ ሚܣ	

 ∈  {(ሚܣ)
ሚ̅ܣ =  (*)  berdasarkan((ሚܣ))⋀
ሚ̅ܣ =  .((ሚܣ))

 (ܣሚ̅)	 =   (ሚܣ)
Berdasarkan ܣሚ̅ = ൫(ܣሚ)൯


 telah terbukti maka  

(ሚ̅ܣ) = (൫(ܣሚ)൯

). 

Berdasarkan sifat involution maka (ܣሚ̅)	 =  .(ሚܣ)
 (ܣሚ)തതതതതത = ൫ܣሚ൯


 

Berdasarkan ((ܣሚ))തതതതതതതത =   ሚ telah terbukti makaܣ
(തതതതതതതത((ሚܣ))) =  . Berdasarkan sifat involution(ሚܣ)
maka (ܣሚ)തതതതതത = ൫ܣሚ൯


.   ∎ 

 
Teorema 3.3.4  

Misalkan (ܺ,ߜ) adalah ruang topologi 
fuzzy. Maka,  

i. 0෨ = 0෨ , 1෨ = 1෨ . 

ii. ܣሚ ⊆  .ሚܣ
iii. ܣሚ =  .ሚܣ
iv. ܣሚ ⊆ ෩ܤ	 ⇒ ሚܣ ⊆  .෨ܤ
v. (ܣሚ ∧ ෨)ܤ = ሚܣ ∧     .෨ܤ

Bukti : 
i. 0෨ ∈ maka 0෨ ߜ  merupakan himpunan fuzzy buka 

pada X. 
0෨ = ⋁൛ܣሚ:ܣሚ ⊆ 0෨ ሚܣ, ∈ ൟ	ߜ = 0෨ , 
1෨ ∈ maka 1෨ ߜ  merupakan himpunan fuzzy buka 
pada X. 
1෨ = ⋁൛ܣሚ:ܣሚ ⊆ 1෨ ሚܣ, ∈ ൟ	ߜ = 1෨ . 

ii. ܣሚ = ⋁	{ ෩ܷ ∶ ෩ܷ ⊆ ,ሚܣ ෩ܷ߳ߜ},berdasarkan 
Definisi 3.3.1 maka  
ሚܣ = ⋁ ෩ܷ , ෩ܷ ⊆ ,ሚܣ ෩ܷ߳ߜ	ఢ , karena ∀෩ܷ , ෩ܷ ⊆  	ሚܣ
maka diperoleh  ⋁ ෩ܷ ⊆ ሚఢܣ . Jadi ܣሚ ⊆  .ሚܣ

iii. Akan dibuktikan ܣሚ merupakan himpunan 
fuzzy buka terbesar yang termuat di ܣሚ. 
Jika ෩ܷ himpunan fuzzy buka dengan 
ሚܣ ⊆ ෩ܷ ⊆  ሚ, makaܣ
෩ܷ ⊆ ⋁൛෩ܷ: ෩ܷ ⊆ ሚܣ , ෩ܷ߳ߜ	ൟ =   ሚ. Karenaܣ
ሚܣ ⊆ ෩ܷ dan ෩ܷ ⊆ ሚ sehingga ෩ܷܣ =  ሚ. Jadiܣ
terbukti ܣሚ adalah himpunan fuzzy buka 
terbesar yang termuat di ܣሚ. ܣሚ ⊆  (*)...ሚܣ
Disisi lain ܣሚ himpunan fuzzy buka, karena ܣሚ 
merupakan gabungan himpunan fuzzy buka 
yang termuat di ܣሚ, sehingga 
ሚܣ ⊆ ⋁൛෩ܷ: ෩ܷ ⊆ ሚܣ , ෩ܷ߳ߜ	ൟ akibatnya  
ሚܣ ⊆  (**)...ሚܣ
Berdasarkan (*) dan (**) ܣሚ =  .ሚܣ

iv. Karena ܣሚ adalah himpunan fuzzy buka terbesar 
yang termuat di ܣሚ. Kemudian ܣሚ termuat di ܤ෨  
maka ܣሚ ⊆ ሚܣ ⊆ ෨ܤ . Karena ܤ෨ adalah himpunan 
fuzzy buka terbesar yang termuat di ܤ෨  maka 
ሚܣ ⊆ ሚܣ ⊆ ෨ܤ ⊆ ෨ܤ . Jadi ܣሚ ⊆  .෨ܤ

v. (ܣሚ ∧ ෨)ܤ = ሚܣ ∧  ෨ܤ
 Akan dibuktikan (ܣሚ ∧ ෨)ܤ ⊆ ሚܣ ∧  .෨ܤ

Misal ܥሚ = ሚܣ) ∧  ሚ adalah himpunanܥ ෨). Makaܤ
fuzzy buka dan termuat di keduanya ܣሚ dan ܤ෨  ሚܥ ,
termuat di keduanya ܣሚ dan ܤ෨, sehingga ܣሚ 
dan ܤ෨ adalah himpunan fuzzy buka terbesar di 
෨ܤ ሚ danܣ  berturut-turut. 

 Akan dibuktikan ܣሚ ∧ ෨ܤ ⊆ ൫ܣሚ ∧ ෨൯ܤ

. 

Misal ܦ෩ = ሚܣ ∧  ෩ adalah himpunanܦ ෨. Jadiܤ
fuzzy buka dan subset dari keduanya ܣሚ dan ܤ෨ , 
sehingga subset dari ܣሚ ∧ ෨ܤ , oleh karena itu 
subset dari ൫ܣሚ ∧ ෨൯ܤ


. Sehingga ൫ܣሚ ∧ ෨൯ܤ


 

himpunan fuzzy buka terbesar yang termuat di 
ሚܣ ∧ ෨ܤ .    ∎ 

 
Teorema 3.3.5  

Misalkan (ܺ,ߜ) adalah ruang topologi 
fuzzy. Maka,  
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i. 0෨ത = 0෨ , 1෨ത = 1෨ . 
ii. ܣሚ ⊆  .ሚ̅ܣ
iii. ܣሚ̿ =  .ሚ̅ܣ
iv. ܣሚ ⊆ ෨ܤ ⇒ ሚ̅ܣ ⊆  .෨തܤ
v. (ܣሚ ∨ ෨)തതതതതതതതതതܤ = ሚ̅ܣ ∨ ෨തܤ .   

Bukti : 
i. 0෨ ∈ ,ߜ 0෨ = 1෨ ∈ karena 0෨ ,ߜ ∈ maka 0෨ ߜ  

tertutup, 
1෨ ∈ ,ߜ 1෨ = 0෨ ∈ karena 1෨ ,ߜ ∈ maka 1෨ ߜ  
tertutup, 
0෨ത = ⋀൛ܣሚ: 0෨ ⊆ ሚܣ,ሚܣ ∈ ൟߜ = 0෨ , 
1෨ത = ⋀ቄܣሚ: 1෨ത ⊆ ሚܣ,ሚܣ ∈ ቅߜ = 1෨ . 

ii. ܣሚ̅ = ⋀൛ܭ෩:ܣሚ ⊆ ෩ܭ,෩ܭ ∈  ,ൟߜ
ሚܣ ⊆ ෩ܭ ⊆ ሚܣ ሚ̅ sehinggaܣ ⊆  .ሚ̅ܣ

iii. Akan dibuktikan ܣሚ̿  merupakan himpunan fuzzy 
tutup terkecil yang memuat ܣሚ̅. 
Jika ܭ෩ himpunan fuzzy tutup dengan             
ሚ̅ܣ ⊆ ෩ܭ ⊆   ሚ̿, makaܣ
ሚ̿ܣ = ⋀൛ܭ෩:ܣሚ̅ ⊆ ෩ܭ,෩ܭ ∈ ൟߜ ⊆ ෩ܭ ෩. Karenaܭ ⊆  ሚ̿ܣ
dan ܣሚ̿ ⊆ ෩ܭ ෩ sehinggaܭ =  ሚ̿ܣ ሚ̿. Jadi terbuktiܣ
himpunan fuzzy tutup terkecil yang memuat ܣሚ̅.  
ሚ̅ܣ ⊆  (*)...	ሚ̿ܣ
Disisi lain ܣሚ̅ himpunan fuzzy tutup, karena ܣሚ̅ 
merupakan irisan himpunan fuzzy tutup yang 
memuat ܣሚ, sehingga 
ሚ̿ܣ = ⋀൛ܣ:ܭሚ̅ ⊆ ෩ܭ,෩ܭ ∈ ൟߜ ⊆  ሚ̅ akibatnyaܣ
ሚ̿ܣ ⊆  .(**)...ሚ̅ܣ
Berdasarkan (*) dan (**) ܣሚ̿ =  .ሚ̅ܣ

iv. ܣሚ̅ = ⋀൛ܣ:ܭሚ ⊆ ෩ܭ,෩ܭ ∈  ,ൟߜ
ሚܣ ⊆ ෩ܭ ⊆ ሚܣ ሚ̅ sehinggaܣ ⊆  .ሚ̅ܣ
෨തܤ = ෨ܤ:෨ܮ}⋀ ⊆ ,෨ܮ ෨ܮ ∈   ,{ߜ
෨ܤ ⊆ ෨ܮ ⊆ ෨ܤ ෨ത sehinggaܤ ⊆ ෨തܤ . 
ሚܣ ⊆ ෨ܤ , maka ܣሚ ⊆ ሚ̅ܣ ⊆ ෨ܤ ⊆ ሚ̅ܣ ෨ത sehinggaܤ ⊆  .෨തܤ

v. ܣሚ ⊆ ൫ܣሚ⋁ܤ෨൯ ⇒ ሚ̅ܣ ⊆  ,തതതതതതതതത(෨ܤ⋁ሚܣ)
෨ܤ ⊆ ൫ܣሚ⋁ܤ෨൯ ⇒ ෨തܤ ⊆  തതതതതതതതത, jadi(෨ܤ⋁ሚܣ)
ሚ̅ܣ 	⋁ ෨തܤ ⊆  .തതതതതതതതത(෨ܤ⋁ሚܣ)
Di sisi lain jika ܣሚ̅ dan ܤ෨ത adalah himpunan fuzzy 
tutup yang memuat ܣሚ dan ܤ෨  berturut-turut maka 
ሚ̅ܣ 	⋁  ෨ത adalah himpunan fuzzy tutup yangܤ
memuat ܣሚ⋁ܤ෨ . Sedangkan (ܣሚ⋁ܤ෨)തതതതതതതതത adalah 
himpunan fuzzy tutup terkecil yang 
memuat	ܣሚ⋁ܤ෨. ൫ܣሚ⋁ܤ෨൯ ⊆ തതതതതതതതത(෨ܤ⋁ሚܣ) ⊆ ሚ̅ܣ  	෨തܤ⋁	
sehingga (ܣሚ⋁ܤ෨)തതതതതതതതത ⊆ ሚ̅ܣ 	⋁ ෨തܤ .  
Jadi (ܣሚ⋁ܤ෨)തതതതതതതതത = ሚ̅ܣ 	⋁ ෨തܤ .   ∎ 

KESIMPULAN 
 
 Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh 
kesimpulan bahwa : 
1. Sifat-sifat quasi-coincident pada topologi fuzzy 

antara lain : 
a. Misal ܣሚ dan ܤ෨  adalah dua himpunan fuzzy      

di X.  ܣሚ ⊆ ෨ܤ  jika dan hanya jika ܣሚ tidak 
quasi-coincident dengan ܤ෨ . 

b. Jika ෩ܷ Q-persekitaran dari e maka  ݁ݍ ෩ܷ. 
c. ݁ܣ⋁ݍሚ ⇔ ሚܣ∃ ∈ ሚܣݍ݁ sehingga  ߜ . 

Sifat-sifat quasi-coincident digunakan untuk 
menentukan Q-Persekitaran, basis dan closure pada 
topologi fuzzy.  
2. Setiap teorema pada interior dan closure pada 

topologi juga berlaku pada topologi fuzzy. 
3. Setiap definisi, sifat-sifat dan teorema pada 

topologi juga berlaku pada topologi fuzzy. 
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