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Abstrak

Penelitian tentang kekonvergenan barisan fungsi (f,) dalam ruang metrik C[a, b] dengan menggunakan
metrik biasa mungkin telah banyak dilakukan oleh ahli matematika, tetapi dalam tulisan ini dibahas
mengenai hal yang lebih menarik lagi yaitu tentang ekuivalensi kekonvergenan pointwise dan seragam pada
barisan fungsi (f;,) dalam ruang metrik C[a, b]. Namun untuk menuju kesana, pertama-tama akan dibahas
sifat-sifat terkait kekonvergenan pointwise dan seragam barisan fungsi (f;,) dalam ruang metrik C[a, b], yaitu
tentang banyaknya nilai kekonvergenan, keterbatasan, kepemilikan supremum atau infimum, pembentukan
ruang metrik lengkap, kemampuan dalam mempertahankan kekontinuan, dan operasi biasa pada barisan
fungsi yang konvergen. Sehingga ekuivalensi dari barisan fungsi (f,,) yang konvergen pointwise dan seragam
dalam ruang metrik C[a, b] terjadi jika barisan fungsi (f;,) konvergen dan bersifat tidak turun (tidak naik)
seragam.

Kata Kunci: ruang metrik C[a, b], kekonvergenan pointwise, kekonvergenan seragam, ekuivalensi.

Abstract

Research on the convergence of sequence of function (f,,) in the C[a, b] metric space using usual metrics may have been
widely done by mathematicians, but in this paper it is discussed more interestingly about the equivalence from
convergent pointwise and uniform of sequence of function (f,,) in the metric space C[a,b]. But before that, will
discussed about several properties about convergent pointwise and uniform of sequence of function (f,,) is the many
convergences of a function, bounded, ownership of supremum or infimum, complete metric space and the ability to
maintain continence, and operation usual about addion and multiplication with scalar from sequence of function (fy).
So, equivalence from convergent pointwise and uniform of sequence of function (f,,) in the metric space C|[a, b] occurs

if the sequence of function (f,) is convergent and uniformly nondecreasing or uniformly nonincreasing.
Keywords: Metric space C[a, b]; pointwise convergence; uniform convergence; equivalence.

PENDAHULUAN

Dalam membahas barisan, kita perlu mengetahui
adalah
korespondensi yang menghubungkan setiap objek di

tentang fungsi. Fungsi suatu aturan
daerah asal (domain), dengan sebuah nilai tunggal di
daerah kawan (Sulaiman, Firmansari, & Wahyuni,
2018, p. 58). Selanjutnya, barisan pada himpunan S
adalah suatu fungsi dengan domain himpunan
semua bilangan asli dengan daerah hasilnya termuat
pada himpunan S (Bartle & Sherbert, 2000, p. 53).
Pada umumnya, telah dikenal barisan bilangan real
(dinotasikan f: N — R), yaitu fungsi dari himpunan
semua bilangan asli ke himpunan semua bilangan
real. Barisan sering ditulis sebagai X = (x,,n € N)
atau X = (xq, X3, X3, ey Xy oo+ )-

Suatu barisan elemennya tidaklah harus suatu
bilangan akan tetapi boleh juga objek yang lain, salah
satu contohnya yaitu fungsi. Barisan fungsi
merupakan salah satu bentuk dari barisan yang
elemen-elemennya berupa fungsi (Alwi & R, 2020, p.
58) atau jika AcR,VneN3If,:A—> R . Barisan
fungsi dinotasikan sebagai (f,,) = (f1, f2, far o frs o0 )-
Salah satu contoh barisan fungsi yaitu (f,) =
(cosnmx) = (cosmx, coS 27X, ..., COS NTTX, ...).

Kekonvergenan pada barisan fungsi juga dapat
diteliti, seperti penelitian yang telah dilakukan oleh
(Setiyawan & Hartono, 2017), (Alwi, et al., 2018),
(Sulaiman, Firmansari, & Wahyuni, 2018), dan (Alwi
& R, 2020), sedangkan barisan fungsi dalam ruang
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metrik C[a,b] (himpunan semua fungsi f yang
kontinu pada interval tutup dan terbatas [a,b])
pernah diteliti oleh (Ubaidillah, et al., 2013) dan
(Faisal, Massalesse, & Nur, 2015), tetapi pada
penelitian tersebut hanya menggunakan metrik
biasa.

Kekonvergenan pada barisan fungsi terdapat dua
jenis, yaitu kekonvergenan pointwise (titik demi titik)
dan kekonvergenan seragam (Marsden, 1974, p. 102)
(Bartle & R, 2010) (Shirali & L, 2006), sedangkan
berdasarkan pengamatan di berbagai jurnal dan
buku teks, belum ada yang membahas tentang
tentang kekonvergenan pointwise (titik demi titik) dan
seragam pada barisan fungsi dalam ruang
metrik C[a,b] dengan metrik yang selain metrik
biasa.

Oleh karena itu, peneliti tertarik untuk membahas
kekonvergenan pointwise dan seragam pada barisan
fungsi dalam

ruang metrik C[a,b] dengan

menggunakan metrik tertentu yang berbeda dengan
metrik biasa pada C[a, b], yaitu d(f, g) = follf(x) -
g(x)|dx dan d(f,g) = suplf(x) — g(x)| sehingga
penelitian ini berjudul ”Ekuivalensi kekonvergenan
pointwise dan seragam pada barisan fungsi dalam
ruang metrik C[a, b]”.

KAJIAN TEORI

RUANG METRIK

Definisi 2.1.1 (Kreyszig, 1989, p. 4)
Misalkan X # @. Fungsi d:X X X — R disebut metrik
pada X jika untuk setiap x, y, z € X berlaku:

1. d(x,y) =0,

2. dx,y) =0 x =y

3. d(x,y) = d(y,x)

4, d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)

Himpunan X yang dilengkapi dengan metrik d
disebut ruang metrik, dan dilambangkan dengan (X,
d) (Kustiawan, 2013, p. 55).

Definisi 2.1.2 (Kreyszig, 1989, p. 18)

(X,d) adalah ruang metrik, xo € X,r € R,r >0
persekitaran titik x, (centroid) dengan jari-jari r ada
3 macam, yaitu:

B(xy; 1) = {x € X |d(x,x,) < r} Bola terbuka

B(xo;7) = {x € X |d(x,%,) < 7} Bola tertutup

S(xg; 1) = {x € X |d(x, xy) = r} Sphere

Untuk pembahasan selanjutnya, persekitaran titik
xo dengan jari-jari r yang digunakan adalah bola
terbuka
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BARISAN PADA RUANG METRIK

Definisi 2.2.1 (Shirali & L, 2006, p. 38)

Barisan pada ruang metrik (X, d) adalah fungsi
f:N - X dengan domain N dan daerah hasilnya
termuat dalam X . Barisan dinotasikan dengan
(xp:n € N).

Definisi 2.2.2 (Shirali & L, 2006, p. 38)

Misalkan (x,) pada ruang metrik (X, d). Barisan
(x) dikatakan konvergen ke x € X jika untuk setiap
e€R,e>0, ada ny € N sehingga untuk setiap
bilangan asli n = n, , berlaku d(x,, x) < ¢.

Definisi 2.2.3 (Indriyani, Kiftiah, & Helmi, 2019, p.
716)

Diberikan ruang metrik (X, d), suatu barisan (x,)
dikatakan barisan cauchy jika dan hanya jika Ve €
R,e>0,AN,eN,mmne NNmn= N, 3 d(x,,xp) <
£

Definisi 2.2.4 (Rini, Sugiatno, & Prihandono, 2013, p.
102)

Ruang metrik (X, d) dikatakan lengkap jika setiap
barisan cauchy itu konvergen ke suatu x € X.

Definisi 2.2.5 (Manuharawati, 2013, p. 36)

Diberikan 4 c R,

1. u € R disebut batas atas A jika Va € A berlaku
a<u

2. t € Rdisebut batas bawah 4 jika Va € A berlaku
t<a.

Definisi 2.2.6 (Manuharawati, 2013, p. 37)

Diberikan 4 c R,

1. Himpunan A dikatakan terbatas ke atas jika A
mempunyai batas atas

2. Himpunan A dikatakan terbatas ke bawah jika A
mempunyai batas bawah

terbatas A

3. Himpunan A dikatakan jika

mempunyai batas atas dan batas bawah

Definisi 2.2.7 (Manuharawati, 2013, p. 38)

Diberikan 4 c R,

1. a €R disebut batas atas terkecil/Supremum
A (sup A) jika Va € A berlaku a < a dan jika u
sebarang batas atas A maka a < u

2. B € R disebut batas bawah terbesar/Infimum
A (infA) jika Va € A berlaku f < a dan jika t
sebarang batas bawah A maka t < 8

Definisi 2.2.8 (Manuharawati, 2013, p. 95)
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Barisan bilangan real X = (x,,) dikatakan terbatas
jika terdapat bilangan real M sehingga untuk setiap
n € N berlaku |x,| < M.

Definisi 2.2.9 (Manuharawati, 2013, p. 114)

Diberikan barisan bilangan real (x,),

1. (x,) dikatakan naik (increasing) jika memenuhi
ketidaksamaan x; < x, < - < x, < xpyq < o

2. (xy) dikatakan turun (decreasing) jika memenuhi
ketidaksamaan x; = x, = - = X, = X4 = o

3. (x,) dikatakan monoton (monotone) jika X naik
atau turun.

Definisi 2.2.10 (Ubaidillah, et al., 2013, p. 188)

Diberikan barisan fungsi (f,,) pada C[a, b],

1. Barisan fungsi (f,,) dikatakan tidak turun
seragam (uniformly nondecreasing) jika Ve €
R, € >0 ada N, € N sehingga Vn € N dengan
n = N, berlaku0 < f,,1 — fn < &.

2. Barisan fungsi (f;,) dikatakan tidak naik seragam
(uniformly nonincreasing) jika Ve € R, € > 0 ada
N, € N sehingga Vn € N dengan n = N, berlaku

0</fo—far1 <&

BARISAN FUNGSI KONVERGEN PADA RUANG
METRIK

Barisan fungsi memiliki dua jenis kekonvergenan
yaitu konvergen pointwise dan konvergen seragam
(Marsden, 1974, p. 102) (Bartle & R, 2010, p. 241),
(Shirali & L, 2006) yang dijelaskan dalam definisi
berikut:

Definisi 2.3.1 (Shirali & L, 2006, p. 123)

Diberikan ruang metrik (X,d), f:X - R dan
fn:N - X. Barisan fungsi (f;,) dikatakan konvergen
pointwise ke suatu fungsi f jika dan hanya jika
1]L1_1)rL)10 d(f(x),f(x)) =0 atau Ve ER, ¢ > 0 ada N, €

N sehingga Vvne€ N dengan n =N, berlaku
d(fa(x), f(x)) <e.

Dengan d(f,(x), f(x)) merupakan jarak antara
dua elemen pada X yaitu jarak antara f,(x) dengan

f ().

Definisi 2.3.2 (Shirali & L, 2006, p. 125)

Diberikan ruang metrik (X,d), f:X - R dan
fn:N - X. Barisan fungsi (f,,) dikatakan konvergen
seragam ke suatu fungsi f pada X jika dan hanya jika
Ve €R, e >0 ada N, € N, sehingga n € N dengan
n = N, berlaku d(f,(x), f(x)) < e.
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Definisi 2.3.3 (Tarbiyyah & Manuharawati, 2019, p.
33)

Diberikan ruang metrik(X, d) dan(R, d*), T: X = R, x, €
X. Fungsi T kontinu di x, jikka Ve€R, €¢>0,35 €
Rd>03VxeX, d(x, x9) <6, berlaku
d*(T(x),T(xy)) < €. Fungsi T dikatakan kontinu pada X
jika T kontinu di setiap x, € X.

Definisi 2.3.4 (Faisal, Massalesse, & Nur, 2015, p. 86)
Norm pada X adalah fungsi yang bernilai real
pada X untuk setiap x € X yang dinotasikan dengan
Ix|| yang bersifat:
Untuk setiap x,y € X,a € K
(N1) [xI| = 0
(N2) [Ix[[=0ex=0
(N3) [lax]| = lalllx]
(N4) [lx + ¥l < [lxl] + [yl
Dengan K = R adalah field dengan operasi biasa
pada R, 0 adalah vektor nol dan d(x,y) = |lx —
yll.x,y € X.
d disebut metrik yang diinduksi oleh norm, ruang
bernorma biasanya disimbolkan dengan (X, ||||) atau
secara sederhana disimbolkan X.

PEMBAHASAN

HUBUNGAN  KEKONVERGENAN POINTWISE DAN
SERAGAM PADA BARISAN FUNGSI DALAM RUANG
METRIK C[a, b]
Berdasarkan
metrik (X,d) .
konvergen pointwise ke suatu fungsi f pada X jika
dan hanya jika il_r)lgo d(fn(x),f(x)) =0 atau Ve €

Definisi 2.3.1, Diberikan ruang
Barisan fungsi (f;) dikatakan

R, £>0ada N, € N sehingga vn € N dengan n >
N, berlaku d(f,(x), f(x)) < e.

Sedangkankan Definisi 2.3.2, Diberikan ruang
metrik (X, d). (fp) dikatakan
konvergen seragam ke suatu fungsi f pada X jika dan
hanya jika Ve € R, € > 0 ada N, € N, sehingga Vn €
N dengann > N, berlaku d(f;, (x), f (x)) < €.

N, € N pada 231,
memperbolehkan bilangan tersebut terikat pada

Barisan fungsi

Eksistensi Definisi
variabel ¢ dan x, sedangkan eksistensi N, € N pada
Definisi 2.3.2, memperbolehkan bilangan tersebut
terikat pada € saja. Maka dapat disimpulkan bahwa
jika suatu barisan fungsi (f;) konvergen seragam
dalam ruang metrik C[a, b], maka barisan fungsi (f,)
konvergen pointwise dalam ruang metrik C[a, b], tapi
tidak berlaku untuk sebaliknya (Alwi & R, 2020, p.
59).
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SIFAT-SIFAT BARISAN FUNGSI YANG KONVERGEN
POINTWISE DALAM RUANG METRIK C|a, b]

Adapun sifat yang dimiliki oleh barisan fungsi
(fn) yang konvergen pointwise dalam ruang metrik
Cla, b] yaitu:

Dapat kovergen ke lebih dari satu fungsi

Pada kekonvergenan pointwise , barisan fungsi
dalam ruang metrik C[a, b] dapat konvergen ke lebih
dari satu fungsi, seperti contoh berikut:

Contoh 1:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
af,g) = follf(x) —g()|dx untuk semua f,g €
C[0,1] . Barisan fungsi (f;) dengan f,(x)=

1
{nx, 0<x<-

™ konvergen pointwise ke f(x) = 1 saat
1, % <x<1 genp

x € (0,1] dan konvergen ke f(x) = 0 saatx = 0.
Bukti:
Barisan (f,) konvergen (ketika 0 < x < 1) karena
ada f(x) = 1 € C[0,1] sehingga Tllim d(fn(), f(x) =
1
lim ) 1fn ) = 1] dx = lim | fnx — 1] dx + f%1|1 -
1]dx| = lim = = 0.

n-oo 2n

Barisan (f,,) konvergen (ketika x = 0) karena ada

f(x)=0€C[01] lim d(f, (%), f(x)) =

lim []f(x) — 0] dx =0
n—oo
Jadi, Barisan (f;,) konvergen pointwise ke f(x) = 1

sehingga

saat x € (0,1] dan konvergen ke f(x) = 0 saat x = 0.

Contoh 2:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
d(f(x), g(x)) = sup|f(x) — g(x)| untuksemua f, g €
c[o,1] . ad
konvergen ke f(x) = 0 saat x € [0,1]

Bukti:
Barisan fungsi (f;,) konvergen untuk x € [0,1]

n
n

Barisan fungsi (f,) dengan f,(x) =

karena ada f(x)=0€cC[0,1] sehingga
lim d(fu (), f(x)) = lim sup|f, (x) — f(0)] =

lim sup % , karena x € [0,1] maka nilai sup %
n—oo

tercapai saatx =1 sehiIlggEl lim (f”’f) li_mo |:l|
n-co n
0.

Jadi, barisan fungsi (f;) konvergen ke fungsi
f(x) = 0saatx € [0,1].
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Teorema 3.2.1 Diberikan ruang metrik (C[a, b], d).
Jika barisan fungsi (f;) konvergen pointwise maka
(fn) terbatas.

Bukti:
Diketahui lim(f,) =f , maka berdasarkan
Definisi 2.3.1 jika diambil =1 ada N.,(1) €N

sehingga Vn € N dengan n > N,,(1) berlaku
d(fu(x),f(x)) <1 . Untuk Vn€N dengan n =
N »(1) berlaku ketaksamaan segitiga yaitu:

d(fu(x),0) < d(f,(0), f() + d(f(x),0) < 1+
d(f(x),0)

Dipilih M = sup {d(f;(x),0), ..., d(fr—1(x),0),1 +
d(f(x),0)} maka Vn € N, berlaku d(f,,(x),0) <M
sehingga berdasarkan Definisi 2.7 maka barisan
fungsi (f,,) terbatas m.

Contoh 3:
Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan barisan

X

fungsi (f,,) dengan f,(x) = Tn Berdasarkan Contoh 2

(fn) konvergen pointwise ke f(x) =0 dan terbatas
pada C[0,1].
Bukti:

Karena (f,) konvergen pointwise ke f(x) =10
pada C[0,1], artinya untuk setiap € € R, € > 0 ada

N, yaitu bilangan asli terkecil yang lebih dari%

1 1
=<
n Ngx

sehingga Vn € N dengan n = N, dan <e

berlaku d(f, (x), 0) = d(%-,0).

Karena pada [0,1] nilai = <l<l <&, maka
n n N

X

d(f,(x),0) <e. Kita tahu bahwa barisan fungsi
(f) = &), maka d(f,(x),0) = d(x,0), d(f,(x),0) =
d(%,0), .., d(fy-(@.0) = d (2,0)

2 n-—
Dipilih M = sup {d(f;(x),0), ..., d(f,(x),0)} maka
terbukti bahwa vn €N, d(f,(x),0) <M sehingga

(f) terbatas.

Belum tentu konvergen ke Supremum/Infimum

Diberikan ruang metrik ( C[a,b],d) . Jika barisan
fungsi (f,,) bersifat terbatas dan monoton naik
(turun) dan konvergen pointwise, maka barisan (f;)
tentu memiliki (infimum),

belum supremum

dijelaskan dalam contoh berikut ini:

Contoh 4:
Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik

d(f, ) = suplf(x) — g(x)| f9¢€
C[0,1]. Barisan fungsi (f,) dengan f,,(x) = x™ yang

untuk semua
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terbatas, monoton turun dan konvergen pointwise
tetapi tidak memiliki infimum.
Bukti:

Barisan fungsi (f,) terbatas saat x € [0,1] maka
berdasarkan Definisi 2.2.8 ada M =1 sehingga
d(fy,0) =sup|x™ — 0| =sup|x™|=1<1 .
fungsi (f,) monoton turun maka berdasarkan
Definisi 2.2.9 untuk vn € N berlaku f;,, > f,,,; dan
konvergen pointwise ke fungsi f(x) = 0 saat x € [0,1)

Barisan

dan konvergen ke f(x) = 1 saat x = 1, tetapi f(x) &
C[0,1] . Karena barisan fungsi (f;) konvergen ke
fungsi f dengan f & C[0,1] maka barisan fungsi (f;)
tidak memiliki infimum.

Contoh 5:
Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik

d(f(x),g(x)) = follf(x) —g(x)|dx untuk semua
f,g € C[0,1]. Barisan fungsi (f,,) dengan

nx, 0 SxSl
fox) = "

1, T<x<1
n

yang terbatas, monoton naik dan konvergen pointwise
tetapi tidak memiliki supremum.
Bukti:

Barisan fungsi (f;,) terbatas saat x € [0,1] maka
berdasarkan Definisi 2.2.8 ada M =1 sehingga

1
d(fo(x),0) = ['Ifu(x) = 0] dx = [lnx| dx +
ff [1]dx =1— % < 1. Barisan fungsi (f,) monoton

naik maka berdasarkan Definisi 2.2.9 untuk Vn € N
belaku f, < f,+1 dan konvergen pointwise ke fungsi
f(x) =1 saat x € (0,1] dan konvergen ke fungsi
f(x) =0 saat x =0, tetapi f(x) & C[0,1] . Karena
barisan fungsi (f,) konvergen ke fungsi f dengan
f & C[0,1] maka barisan fungsi (f,;) tidak memiliki
supremum.

Contoh 6:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
d(f(x), g(x)) = sup|f (x) — g(x)| untuk semua f, g €
C[0,1]. Barisan fungsi (f,) dengan f,(x) = % yang
terbatas, monoton turun dan konvergen pointwise dan
memiliki infimum.

Bukti:

Barisan fungsi (f;) terbatas saat x € [0,1] maka

berdasarkan Definisi 2.2.8 ada M =1 sehingga

d(f,(x),0) = sup [= — 0| = sup[=-| = |3 | = 1
(fu)

Barisan  fungsi monoton  turun maka
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berdasarkan Definisi 2.2.9 untuk vn € N belaku f,, =
fn+1 dan konvergen pointwise ke fungsi f(x) = 0 saat
x € [0,1], dan f(x) € C[0,1] sehingga barisan fungsi
(f) memiliki infimum yaitu f(x) = 0.

Belum tentu ruang metrik lengkap

Diberikan ruang metrik ( C[a,b],d) . Jika barisan
fungsi (f,) merupakan barisan Cauchy dan
konvergen pointwise, maka berdasarkan definisi 2.2.4
(Cla,b],d) belum tentu merupakan ruang metrik
lengkap, ini dikarenakan barisan fungsi (f,,) yang
konvergen pointwise dapat konvergen ke lebih dari
satu fungsi yang mungkin berbeda, dijelaskan dalam

contoh berikut ini:

Contoh 7:
Diberikan ruang metrik ( €[0,1],d) dengan

d(f(x),g(x) = f01|f(x) —g(x)|dx untuk semua
f,g €C[0,1] . Jika barisan fungsi (f,) merupakan
barisan Cauchy dan konvergen pointwise ke fungsi
yang tak kontinu, maka (C[0,1], d) tidak lengkap.
Bukti:

Ruang metrik (C[0,1], d) dikatakan ruang metrik
tidak lengkap jika ada barisan Cauchy yang tak
konvergen pada C[0,1]. Karena diketahui barisan
fungsi (f,) adalah barisan Cauchy dan konvergen
pointwise, maka dipilih barisan fungsi (f;) dengan

nx, 0 <x Sl
fa(x) = "

yang merupakan barisan
1, ~<x<1

Cauchy, karena Ve € R, € > 0,3 N, = [Z_is] sehingga
vm,n € N dengann > - danm > — berlaku
2—-¢ 2—¢
d(£.(0), () = [ 1/(0) = fin ()] dx
< [l dx + [ ()] dx
1 1
= [r|nx| dx + Jidx + Jorlmx| dx + Jidx
1/1 1 1/1 1
=2-3(mHn) <2+3(+n) =¢
Berdasarkan Contoh 1 barisan fungsi (fy,)
konvergen pointwise ke fungsi f(x) = 1 saat x € (0,1]
dan konvergen ke f(x) = 0 saat x = 0, tetapi f(x) &

C[0,1] sehingga terbukti bahwa ( C[0,1],d) tidak
lengkap.

Contoh 8:
Diberikan ruang metrik ( C[0,1],d) dengan
d(f,g) =sup|f(x) —g(x)| untuk semua f,gE€

C[0,1]. Jika barisan fungsi (f,) merupakan barisan
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Cauchy dan konvergen pointwise ke fungsi yang
kontinu, maka (C[0,1], d) merupakan ruang metrik
yang lengkap.

Bukti:

Diketahui bahwa barisan fungsi (f;,) merupakan
barisan Cauchy pada C[0,1], berarti berdasarkan
Definisi 2.2.3 yaitu untuk Ve € R, € > 0, ada N, € N
dan untuk Vm,n € N dengan m = N, dan n > N,
berlaku d(f; (), fin()) = supl () = frn(@)] < e.

Kita mengenal kriteria kekonvergenan Cauchy
yaitu barisan konvergen jika dan hanya jika barisan
Cauchy dengan metrik biasa yaitu untuk Ve € R, € >
0, ada N, € N dan untuk Vm,n € N dengan m = N,
dann = N; berlaku |f,,(x) — fn(x)| < €.

Misal |f,,(x) — fin(x)| memiliki supremum ketika
X=X € [0:1]: d(fn(x):fm(x)) =
sup|fu(x) = fin ()| = | fu(X0) = fin(x0)| < € sehingga
berdasarkan kriteria kekonvergenan Cauchy, barisan

nilai maka

fungsi (f,,) konvergen.

Misal barisan (f;;) konvergen ke fungsi f dengan
fec[ol] 3 7lll_r>£10 d(f,(x), f(x)) =0 karena fungsi
f € C[0,1] berdasarkan Definisi 2.3.3 dengan metrik
biasa maka berlaku untuk Ve € R,e >0, ada 6 €
R,5 >0 sehingga Vx € [0,1],|x —xo| <& berlaku

If(x) = fxo)l <e.
Karena (f,,) konvergen ke fungsi f pada [0,1]

maka berdasarkan Definisi 2.3.1 \7’§ € R, § >0, ada
N, € N dan untuk vn € N dengan n = N, , berlaku
[fn() — f(0)] <§ dan saat x4 €[0,1] berlaku
|fn(x0) = f (0] <3

Karena f, € C[0,1] berarti f,, kontinu pada [a, b]
sehingga untuk V§ € R,§ >0, ada §ERG>O0
sehingga Vx € [0,1],|x —xo| < & berlaku |f,(x) —
fnr)| <

Sehingga untuk Ve € R,e >0, ada § ER,6 >0
sehingga Vx € [0,1], [x — x,| < § berlaku
If () = F o)l < 1f () = fin GO + 1fin (%) = fn (x0)]

+ 1fim(x0) = £ (x0)

£ € ¢
<s+s+5=c¢

3 3 3
Sehingga disimpulkan bahwa
(C[0,1], d) merupakan ruang metrik lengkap.
Kurang mampu dalam  mempertahankan
kekontinuan

Barisan fungsi (f,,) pada ruang metrik (C[a, b], d),
jika barisan fungsi (f;) konvergen pointwise maka
barisan fungsi tersebut kurang mampu dalam
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mempertahankan  kekontinuan karena dalam
kekonvergenan pointwise, terdapat barisan fungsi
kontinu (f;,) pada [a,b] yang konvergen pointwise
pada fungsi f, namun fungsi f tersebut tidak kontinu
pada [a, b]. Adapun untuk contohnya, dapat dilihat
dari contoh sebelumnya yaitu Contoh 1, Contoh 4

dan Contoh 5.

Teorema 3.2.2 Diberikan barisan fungsi (f,) dan
(gn) pada ruang metrik (C[a,b],d). Jika barisan
fungsi (f,) dan (g,) berturut-turut konvergen
pointwise ke f dan g pada C[a,b], maka barisan
fungsi (f,  g,,) dengan operasi penjumlahan biasa
pada Cla,b] konvergen pointwise ke f+ g pada
Cla, b].

Bukti:

Diketahui barisan fungsi (f;,) dan (g,) berturut-
turut konvergen pointwise ke f dan g , maka
berdasarkan Definisi 2.3.1, untuk Ve € R, € > 0 ada
N'., € N sehingga Vn € N dengan n > N',, berlaku

d(fu(@), f(x)) < % dan ada N”,, € N sehingga vn €
N dengan n = N"_, berlaku d(g,(x), g(x)) <§ .
Dipilih N, = min{N’,,,N"';,}, maka untuk vn € N
dengan n > N, menggunakan Definisi 2.3.4 tentang
(00, £(0) = Ifu ) = FI

norm  yaitu

diperoleh
d(fu () + g (), f () + g(x))
= [Ifu(x) + gn(x) = F () — gl
= |(/.0) = F()) + (gn(x) — g)||
< /G = FOONl + Ngn(x) — gl
= d(fu(x), f(x)) + d(gn(x), g(x))

<£+£
—4-_=¢
2 2

Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (f,, + g,)
konvergen pointwise ke f + g pada C[a, b]m.

Contoh 9:

Diberikan barisan fungsi (f,) = (%) dan (g,) =
(%) pada (C[0,1],d). Jika barisan fungsi (f,) dan
(gn) berturut-turut konvergen pointwise ke f(x) =0
dan g(x) = x dengan f,g € C[0,1] dengan metrik
d(k,1) = suplk(x) — [(x)]

Maka barisan fungsi (%+%) dengan operasi

untuk semua k,[€X .

penjumlahan biasa pada €[0,1] konvergen pointwise
ke fungsi h(x) = x + 0 = x € C[0,1].
Bukti :

Karena diketahui barisan fungsi (%) dan (%)

berturut-turut konvergen pointwise ke f(x) = 0 dan
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g(x) = x, maka berdasarkan Definisi 2.3.1, untuk
Ve ER, e > 0ada N',, € N sehingga vn € N dengan
n=N'., berlaku d(%,O) <§ dan ada N"., €N
sehingga Vn €N dengan n=>=N",, Dberlaku
d(m x) < —. Dipilih N, = min{N’,,,N" .}, maka
untuk Vn €N dengan n =N,
Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu d(f,, f) = ||f,
maka diperoleh

menggunakan

—fll

d(2n+mx+°) = 0—x|
G|
H——H el
=d(5.,0)+d (7 %)
< tc=c¢

Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (— +-)

n+x

konvergen pointwise ke fungsi h(x) = x € C[0,1].

Contoh 10:

Diberikan barisan fungsi (f,) = (x™) dan
(gn) = (2x™) pada (C[0,1],d). Jika barisan fungsi
(fp) dan (g,,) berturut-turut konvergen pointwise ke

e =% 0D dan g ={%F S 10D

C[0,1] dengan metrik d(k(x),1(x)) = supl|k(x) —
[(x)|] untuk semua k,l € X. Maka barisan fungsi

pada

(x™ + 2x™) dengan operasi penjumlahan biasa pada

C[0,1] konvergen pointwise ke fungsi h(x) =
{O,x €[0,1)
3 ,x=1"
Bukti :
Karena diketahui barisan fungsi (x™) dan (2x™)
berturut-turut konvergen pointwise ke f(x)=
{Oix’i [2? dan  g(x) = {0 X i[f? . maka

berdasarkan Definisi 2.3.1, untuk Ve € R, € > 0 ada
N’ € N sehingga vn € N dengan n > N',, berlaku
dx™ ) <§ dan ada N"., €N sehingga vn €N
dengann = N, berlaku d(2x™, g) < §

Dipilih N, ,, = min{N’,, N
N dengan n = N, menggunakan Definisi 2.3.4

If(x) = FCOII

" . x}, maka untuk vn €

tentang norm yaitu d(f,(x), f(x)) =
maka diperoleh

d(x" +2x™, f(x) + g(x))

= [lx™ + 2x" — f(x) — gl

= [|x" = @) + (22" — g )|

< lx™ = fEOl + [12x™ = g (|
=d(x" f(x)) + d(2x™, g(x))
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<ELEL
2727 °¢
Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (x™ +
2x™) konvergen pointwise ke fungsi  h(x) =
0,x € [0, 1)
{07 € Y padacro.

Teorema 3.2.3 Diberikan barisan fungsi (f,,)
pada ruang metrik (C[a, b], d). Jika barisan fungsi
(fn) konvergen pointwise ke f pada C[a, b], maka
barisan fungsi (af,) dengan operasi perkalian
skalar biasa konvergen pointwise ke af pada
Cla,b].

Bukti:

Diketahui barisan fungsi (f;) konvergen pointwise

ke f maka berdasarkan Definisi 2.3.1, untuk VI%I >0

ada N, €N sehingga Vn €N dengan n=N,,
berlaku d(fy, f) <

Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu d(f,(x),f(x)) =
Ifa(x) — f ()l diperoleh
d(afu(x), af () = llaf,(x) — af ()l
= |le(futx) = F))]
= |alllfa(x) = FCOIl
= lal d(fu(x), f(x)) < ¢
Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (af;)

ﬁ maka dengan menggunakan

konvergen pointwise ke af pada C[a, b]m.

Contoh 11:

Diberikan barisan fungsi (f,,) = (%) pada ruang
metrik (C[0,1], d). Jika barisan fungsi (f,,) konvergen
pointwise ke f(x) =x pada C[0,1] dengan metrik
d(k(x) l(x)) = suplk(x) — l(x)| untuk semua k,l €
X. Maka barisan fungsi (2f,) = ( ) dengan operasi

perkalian skalar biasa konvergen pointwise ke fungsi
g(x) = 2x pada C[0,1].
Bukti :

Diketahui barisan fungsi (f;) konvergen pointwise
ke f maka berdasarkan Definisi 2.3.1, untuk setiap
g > 0 ada N, € N sehingga vn € N dengann = N,

berlaku d(%,x) <§ maka dengan menggunakan

Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu d( fn@), f (x)) =
I/ (x) — f ()|l diperoleh

2nx an
(e )= [z
_|| (n—|—x—x)||| |||n+x ||

=2d(fu(0), f(x)) <e
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Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (%)

konvergen pointwise ke fungsi
c[o0,1].

g(x) = 2x pada

Contoh 12:

Diberikan barisan fungsi (f,,) = (x™) pada ruang
metrik (C[0,1], d). Jika barisan fungsi (f;,) konvergen
0,x € [0, 1)

1 ,x=
metrik d(k(x), [(x)) = suplk(x) — I(x)| untuk semua
k,1 € X. Maka barisan fungsi (2f,) = (2x™) dengan
operasi perkalian skalar biasa konvergen pointwise ke

1
fungsi 2f (x) = {0 X Ex[O,l) pada C[0,1].

Bukti :
Diketahui barisan fungsi (f,) konvergen pointwise

pointwise ke f(x) = { pada C[0,1] dengan

ke f maka berdasarkan Definisi 2.3.1, untuk setiap
2 > 0 ada N, € N sehingga Vn € N dengann > N,
berlaku d(x™, f (x)) < gmaka dengan menggunakan
Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu d(fn(x), f (x)) =
I/ (x) — f ()l diperoleh

d(2x™,2f(x)) = |12x™ = 2f ()|l = ||2(x™ —
f)

= 12[llx" = fFOIl = 2d(f,(x), f(x)) < &
Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (2x™)

konvergen pointwise ke fungsi 2f(x) =) =
0,x € [0,1)
{07 €127 pada clo1]

Sifat-sifat barisan fungsi yang konvergen seragam
dalam ruang metrik C[a, b]

Adapun sifat yang dimiliki oleh barisan fungsi
(fn) yang konvergen seragam dalam ruang metrik
Cla, b] yaitu:

Teorema 3.3.1 Diberikan ruang metrik (C[a, b],d).
Jika barisan (f,) konvergen seragam maka nilai limit

(fn) tunggal.
Bukti:

Barisan (f;) konvergen seragam pada C[a,b]
yaitu lim(f,) = f dan lim(f,) =g dengan f#g.
Maka berdasarkan Definisi 2.3.2, jika diambil € > 0
ada N'; €N, sehingga Vn €N dengan n> N,
berlaku d(f,(x), f(x)) <§ dan ada N",eN,
sehingga Vn €N dengan n > N", berlaku
d(fu(x),g(x)) <= .  Dipilih N, =max(N's,N",) ,
untuk Vn € N dengan n > N, berlaku ketaksamaan
segitiga yaitu:
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d(f (0, g(0)) < d(fu (), f (X)) + d(fu(x), g(x))
g &€
<§+§=£

Sehingga Ve >0 berlaku 0 < d(f(x),g(x)) <e
berdasarkan Teorema pada bilangan real yaitu jika
diberikan a € R, laluVe € R, ¢ > 0berlaku 0 < a <
¢ maka a = 0 , maka diperoleh d(f(x),g(x))=0.
Sehingga berdasarkan Definisi 2.1 tentang metrik,
yaitu point (2), maka diperoleh f = g, kontradiksi
dengan pengandaian bahwa f # g. Sehingga
terbukti bahwa limit (f,,) tunggal m.

Contoh 13:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
d(f,g) = sup|f(x) — g(x)| untuk semua f,g€eX .
Barisan fungsi (f,) dengan f; (x) konvergen ke
fungsi f(x) = 0 untuk x € [0,1].

Bukti:

Untuk setiap € € R, ¢ > 0,x € [0,1] ada N, = [i],

. 1 1
sehingga vn €N  dengan n =N, dan - =< W<

2¢ sehingga d(f,,(x),0) = sup |% — 0| = sup |§| lalu

. X . . .
misal 2, mencapai nilai supremum saat x, € [0,1],

maka d(f,(x),0) = |i| Karena pada [0,1] nilai % <

X
—< W < &, maka d(f,,(x),0) = |Z| <&

Terbukti bahwa barisan fungsi (f,,) pada [0,1]
dengan f, (x) = % konvergen ke fungsi f(x) = 0.

Contoh 14:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
d(f,g) = sup|f(x) —g(x)| untuk semua f,g€X .
Barisan fungsi (f,) pada [0,1] dengan f,(x) ==

n+x
konvergen ke f(x) = x.

Bukti:
Barisan (f,) konvergen saat x € [0,1] karena ada
f(x) =x€C[0,1] sehingga berlaku

lim n d(f(2), f () = lim sup|f,, (x) — f(0)| =

2
lim sup —x—xl = lim sup [-—| , karena saat x €
n—-oo +x n—oo
[0,1] nilai sup |—| tercapai saat x =1 maka
lim d(fn(x) f(x) = lim |— =0.

n+1

Terbuk’a bahwa barlsan fungsi (f,) pada [0,1]
dengan f, (x) = % konvergen ke fungsi f(x) = x.
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Teorema 3.3.2 Diberikan ruang metrik (C[a, b], d).
Jika barisan fungsi (f,) konvergen seragam maka
(f) terbatas.
Bukti:

Diketahui lim(f,) =f ,

Definisi 2.3.2 jika diambil ¢=1 ada N.(1) EN,

sehingga Vn €N dengan n > N.(1) berlaku

d(fu(x),f(x)) <1. Untuk Vn € N dengan n = N(1)
berlaku ketaksamaan segitiga yaitu:

d(fu(),0) < d(f(x), f()) + d(f(x),0)

<1+d(f,0)

Dipilih M = sup {d(f1(x),0), ..., d(fr-1(x),0),1 +

d(f,(x),0)} maka Vn € N, berlaku d(f,,(x),0) <M

sehingga berdasarkan Definisi 2.7 maka barisan

maka berdasarkan

fungsi (f;,) terbatas m.

Contoh 15:
Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan barisan

X

fungsi (f,) = (Tn) Berdasarkan Contoh 13 (f,)

konvergen seragam ke f(x) =0 pada C[0,1]. Akan
ditunjukkan bahwa (f;,) terbatas, yaitu

Karena (f,) konvergen seragam ke f(x)=0
artinya untuk setiap e € R, £ >0, Vx € [0,1] ada

N; € N, sehingga vn € N dengan n > N, dan % <
Nis < 2¢ berlaku d(f,(x),0) < e. Kita tahu bahwa
barisan fungsi (f,) = (zx_n) , maka d(f;(x),0) =
d(2,0), d(a(0),0=d(5,0),.., d(fo-1(x),0) =
d (Z(nx—l) ! 0)

Dipilih M = sup{ d(f;(x),0), ..., d(f,(x),0)} maka

terbukti bahwa Vn €N, d(f,(x),0) <M sehingga
barisan fungsi (f,) terbatas.

Teorema 3.3.3 Diberikan ruang metrik (C[a, b], d).
Jika barisan fungsi (f,) bersifat terbatas dan
monoton naik (turun) dan konvergen seragam, maka
barisan (f,) memiliki supremum (infimum).

Bukti:

Barisan fungsi (f;,) terbatas dan monoton naik
maka berdasarkan Definisi 2.2.8 dan Definisi 2.2.9
ada M sehingga d(f,(x),0) <M dengan f, < fu41
dan juga barisan fungsi (f;) konvergen seragam,
maka berdasarkan Definisi 2.3.2, jika diambil € > 0
ada N, € N, sehingga Vn € N dengan n > N, berlaku
d(fa(x), f(x)) <e.

Karena (f,)
konvergen ke f maka untuk vn € N berlaku f, <

terbatas dengan f, < f,.1 dan
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fa+1 < f, sehingga diperoleh bahwa f = sup{f,,n €
N}m.
Bukti untuk infimum serupam

Contoh 16:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
d(f,g) = sup|f(x) —g(x)| untuk semua f,g€X .
Barisan fungsi (f,) dengan f,,(x) = nn—; yang terbatas,
monoton naik dan konvergen seragam dan memiliki
supremum.

Bukti:

Barisan fungsi (f,,) terbatas saat x € [0,1] maka
berdasarkan Definisi 2.2.8 ada M =1 sehingga
d(fn(x),0) = sup |% - O| = sup| <1.
Barisan fungsi (f,) monoton naik maka berdasarkan
Definisi 2.2.9 untuk vn € N belaku f, < f,,4+; dan
konvergen seragam ke fungsi f(x) = x saat x € [0,1],
dan f(x) =x € C[0,1] () memiliki
supremum yaitu f(x) = x .

nx _|n

n+1

n+x

sehingga

Contoh 17:

Diberikan ruang metrik (C[0,1], d) dengan metrik
d(f(x),g(x)) = sup|f(x) — g(x)| untuksemua f, g €
X . Barisan fungsi (f,) dengan f,(x) = % yang
terbatas, monoton turun dan konvergen seragam dan
memiliki infimum.

Bukti:

Barisan fungsi (f,,) terbatas saat x € [0,1] maka
berdasarkan Definisi 2.2.8 ada M =1 sehingga
d(f(x),0) = sup|%—0| = sup|%| = |ﬁ| <1
Barisan fungsi (f,) monoton turun maka
berdasarkan Definisi 2.2.9 untuk vn € N belaku f;,, >
fn+1 dan konvergen seragam ke fungsi f(x) = 0 saat
x€[01] dan f(x)=0€C[0,1] (f)
memiliki infimum yaitu f(x) = 0.

sehingga

Teorema 3.3.4 Diberikan ruang metrik (C[a, b], d).
Jika barisan fungsi (f,) merupakan barisan Cauchy
dan konvergen seragam, maka ( C[a,b],d)
merupakan ruang metrik lengkap.

Bukti:

Diketahui barisan fungsi (f,,) merupakan barisan
Cauchy dan barisan fungsi (f,,) konvergen seragam.
Berdasarkan Sifat (fn) yang
konvergen seragam bersifat konvergen ke satu fungsi
f € Cla,b]. Jadi, untuk setiap barisan Cauchy (f,)

konvergen ke satu fungsi yaitu f € C[a, b], sehingga

barisan  fungsi
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terbukti bahwa (C[a, b], d) merupakan ruang metrik
lengkap m.

Contoh 18:
Diberikan ruang metrik ( C[0,1],d) dengan
d(f,g) = suplf(x) — g(x)| f9¢€

C[0,1]. Jika barisan fungsi (f,) merupakan barisan

untuk semua
Cauchy dan konvergen pointwise yang kontinu, maka
(€C[0,1], d) merupakan ruang metrik yang lengkap.
Bukti:

Diketahui bahwa barisan fungsi (f,,) merupakan
barisan Cauchy pada C[0,1], berarti berdasarkan
Definisi 2.2.3 yaitu untuk Ve € R, € > 0, ada N, € N
dan untuk Vm,n € N dengan m = N, dan n > N,
berlaku d(f, (), fn (1)) = supl (%) = fn ()] < e

Kita mengenal kriteria kekonvergenan Cauchy
yaitu barisan konvergen jika dan hanya jika barisan
Cauchy dengan metrik biasa yaitu Ve € R, € > 0, ada
N, € N dan untuk Vm,n € Ndenganm > N, dann >
N, berlaku |f;,(x) — fin(x)] < €.

Misal |f,,(x) — fin(x)| memiliki supremum ketika
x =x, €[01], d(fu (), frn(0)) =
sup|fu(x) = fin ()| = | fu(xX0) = fin(x0)| < € sehingga
berdasarkan kriteria kekonvergenan Cauchy, barisan

nilai maka

fungsi (f,,) konvergen.

Misal barisan (f;;) konvergen ke fungsi f dengan
fecC[o1]> 7lll_r>£10 d(fp(x),f(x)) =0 . Karena f €
C[0,1] berdasarkan Definisi 2.3.3 dengan metrik biasa
maka berlaku untuk setiap ¢ € R,e > 0,35 € R,§ >
0 3Vx€e[01],|x —x0] <6 31f(x) — fxp)| < e.

Karena (f,,) konvergen ke fungsi f pada [0,1]
maka berdasarkan Definisi 2.3.2 \7’§ € R, § >0, ada
bilangan asli N, dan untuk setiap bilangan asli n
dengan n =N, berlaku |f,(x)— f(x)]| < g dan

|fa(x0) = f(x0)] <3, % € [01].

Karena f, € C[0,1] berarti f, kontinu pada [a, b]
sehingga untuk \7’§ € IRE >0, ada §ER >0
sehingga Vx € [0,1], |x — xo| < 6 berlaku |f,(x) —
fm(xo)| < g

Sehingga untuk Ve € R,e >0, ada § € R,6 >0
sehingga Vx € [0,1], |x — x| < 6 berlaku

If () = f(x)l < 1f (%) = frn G| + | fin(X) —

Fn G| + Ifin00) = f) < S+ 5+ 5=
Sehingga

disimpulkan bahwa

(€[0,1], d) merupakan ruang metrik lengkap.
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Teorema 3.3.5 Diberikan barisan fungsi (f;) pada
ruang metrik (C[a, b],d). Jika barisan fungsi (f,)
konvergen seragam maka barisan fungsi (f,)
mampu dalam mempertahankan kekontinuan.
Bukti:

Diketahui barisan fungsi (f,;) pada ruang metrik
(Cla, b],d), artinya barisan fungsi (f,) kontinu pada
[a, b]. Barisan fungsi (f;;) konvergen seragam maka
berdasarkan Sifat 3.3.1 maka barisan fungsi (fy,)
konvergen ke satu fungsi yaitu f € [a, b], dengan f
merupakan fungsi yang kontinu pada [a,b] .
Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (f;) kuat
dalam mempertahankan kekontinuan m.

Adapun untuk contoh nya, dapat dilihat dari
contoh-contoh sebelumnya yaitu Contoh 13, Contoh
14, Contoh 15, Contoh 16 dan Contoh 17.

Teorema 3.3.6 Diberikan barisan fungsi (f,) dan
(g9.) pada ruang metrik (C[a,b],d). Jika barisan
fungsi (f,) dan (g,) berturut-turut konvergen
seragam ke f dan g dengan f,g € C[a,b], maka
(fnt 90)
penjumlahan biasa pada C[a, b] konvergen seragam
ke f + g € C[a,b].
Bukti:

Diketahui barisan fungsi (f,) dan (g,) berturut-

barisan  fungsi dengan  operasi

turut konvergen seragam ke f dan g, maka
berdasarkan Definisi 2.3.2, untuk Ve > 0 ada N, € N,
sehingga Vn €N dengan n>=N’', berlaku

d(f(0), f(x) < %dan ada N", € N, sehingga vn € N
dengan n = N", berlaku d(g,(x), g(x)) < % Dipilih
N, = min{N',,N"".} , maka untuk vn € N dengan
menggunakan Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu
d(fu(0), f(0)) = lIfa(x) = f ()]l diperoleh
d(fu () + gn(x), f(x) + g (X))
= I/ () + gn(x) = f(x) =gl
= [1(f() - F@)
+(gn () = g@))|
S NG = FOIN + lgn(x) — gl
= d(fu(x), f (X)) + d(gn(x), 9(x))
<§+%=£
Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (f, + g,)
konvergen seragam ke f + g € C[a, b]m.

Contoh 19:
Diberikan barisan fungsi (f,,) = (%) dan (g,) =

) pada ruang metrik (C[0,1],d). Jika barisan

n+x
fungsi (f;) dan (g,) berturut-turut konvergen
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seragam ke f(x) =0 dan g(x) =x dengan f,g €
C[0,1] dengan metrik d(k(x),1(x)) = sup|k(x) —
[(x)| untuk semua k, [ € X. Maka barisan fungsi (ﬁ +
nn—i) dengan operasi penjumlahan biasa pada €[0,1]
konvergen seragam ke fungsi h(x) =x+0=x€
c[o,1].

Bukti :

Karena diketahui barisan fungsi (%) dan (%)
berturut-turut konvergen seragam ke f(x) = 0 dan
g(x) = x, maka berdasarkan Definisi 2.3.2, untuk
Ve ER, € >0 ada N, € N sehingga Vn € N dengan
n > N', berlaku d(ﬁ,O) <§ dan ada N",€eN
sehingga Vn€N dengan n=N"., Dberlaku
d(%,x) < % Dipilih N, = min{N’,,N" .}, maka
untuk vn €N dengan n > N,, menggunakan
Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu d(fn(x), f (x)) =
Il (x) — f(x)|| maka diperoleh

d(o+mxt0) = [ Ze s -x = |-
0)+ (m—x)ll
< 5ol + 5=
n+x
X nx
=d(5,;,.0) +d(;575%)
<%+;=£

Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (%+

%) konvergen seragam ke fungsi h(x)=x€

c[0,1].

Teorema 3.3.7 Diberikan barisan fungsi (f;) pada
ruang metrik (C[a, b],d). Jika barisan fungsi (f,)
konvergen seragam ke f € C[a,b], maka barisan
fungsi (af,) dengan operasi perkalian skalar biasa
pada C[a, b] konvergen seragam ke af € C[a, b].
Bukti:

Diketahui barisan fungsi (f;) konvergen seragam
ke f maka berdasarkan Definisi 2.3.2, untuk setiap

” |> 0 ada N, € N sehingga Vn € N dengan n > N,

berlaku d(f,(x), f(x)) < m maka menggunakan
Definisi 2.3.4 tentang norm yaitu d(fn(x), f (x)) =
lIfn(x) — f ()l diperoleh
d(afu(x), af (X)) = llafy(x) — af ()|l
= [la(fa () = FC)|
= lalllfu(x) = FCOIl
= lal d(f(x), f(x)) < €
Sehingga terbukti bahwa barisan fungsi (af;)
konvergen seragam ke af € C[a,b]m
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Contoh 20:

Diberikan barisan fungsi (f,,) = (%) pada ruang
metrik (C[0,1], d). Jika barisan fungsi (f,,) konvergen
seragam ke f(x)=x dengan f € C[0,1] dengan
metrik d(k(x),1(x)) = sup|k(x) — [(x)| untuk semua
k,1 € X. Maka barisan fungsi (2f,) = (TT);) dengan
operasi perkalian skalar biasa pada C[0,1] konvergen
seragam ke fungsi g(x) = 2x € C[0,1].

Bukdti :

Diketahui barisan fungsi (f;,) konvergen seragam
ke f maka berdasarkan Definisi 2.3.2, untuk setiap
f >0 ada N, €N sehingga vn € N dengan n = N,

berlaku d(

234 tentang norm yaltu d(,00, () = lIfu(x) —
f(x)|| diperoleh

(o) = -2 = [2 G-l
= 2| |=2d(f0) f) <e
Sehmgga terbuktl bahwa barisan fungsi (Zﬂ)

n+x

~,X) < maka menggunakan Definisi

konvergen seragam ke fungsi g(x) = 2x € C[0,1].

Karakteristik barisan fungsi (f;,) sehingga terjadi
ekuivalensi antara kekonvergenan pointwise dengan
seragam dalam ruang metrik C[a, b]

Berdasarkan sifat-sifat yang telah dibahas dan
dimiliki oleh barisan fungsi (f,) yang konvergen
pointwise dan seragam dalam ruang metrik C[a, b]
tentang banyak nilai kekonvergenan terhadap suatu
fungsi pada C[a,b] , keterbatasan, kepemilikan
supremum atau infimum, ruang metrik lengkap,
kemampuan dalam mempertahankan kekontinuan,
operasi penjumlahan dan perkalian skalar biasa
terhadap barisan fungsi (f;,), terdapat indikasi bahwa
yang
konvergen pointwise dan seragam dalam ruang

ekuivalensi antara barisan fungsi (f,)

metrik C[a,b] tercapai saat barisan fungsi (fy,)
konvergen ke tepat satu fungsi f € C[a,b] atau
dengan kata lain barisan fungsi (f,) memiliki
supremum (infimum).

Berdasarkan sifat dan teorema tentang
kepemilikan supremum atau infimum terhadap
barisan fungsi (f;;) diperoleh bahwa barisan fungsi
(f,) yang konvergen seragam meiliki supremum
atau infimum, sedangkan barisan fungsi (f,) yang
konvergen pointwise belum tentu memiliki
supremum atau infimum. Sehingga diperlukan sifat

yang menjamin bahwa barisan fungsi (f,) yang
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konvergen pointwise memiliki supremum atau
infimum. Akan ditunjukkan bahwa barisan fungsi
(fn) yang konvergen pointwise dan naik (turun)
seragam pasti memiliki

supremum (infimum)

berdasarkan teorema berikut.

Teorema 3.4.1 Jika barisan fungsi (f,,) itu konvergen
pointwise dalam ruang metrik C[a, b] dan bersifat
tidak turun (tidak naik) seragam maka barisan fungsi
(fn) konvergen seragam dalam ruang metrik C[a, b].
Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.3.1 yaitu barisan fungsi
(fn) dikatakan konvergen pointwise ke suatu fungsi f
pada X jika dan hanya jika rlll_{r.}o d(fn(x), f (x)) =
0 atau Ve €R, € > 0 ada N, € N sehingga vn € N
dengan n = N, berlaku d(f,(x), f(x)) < e . Serta
Definisi 2.2.10 barisan fungsi (f;) dikatakan tidak
turun seragam (uniformly nondecreasing) jika Ve €
R, e > 0 ada N, € N sehingga Vn € N dengann = N,
berlaku 0 < f,,1 — f < €.

Karena berlaku 0<f,,; —f, <& maka f, <
fn+1 < fn + € sehingga untuk setiap € € R, € > 0 ada
N; € N yang hanya bergantung pada ¢ sehingga
vn €N dengan n =N, 3d(f,(x),f(x)) <e, dan
232
barisan fungsi (f,,) yang konvergen seragam m.

memenuhi Definisi sehingga merupakan

Teorema 3.4.2 Jika barisan fungsi (f;,) itu konvergen
pointwise dalam ruang metrik C[a, b] dan bersifat
tidak turun (tidak naik) seragam maka barisan fungsi
(fn) memiliki supremum (infimum).

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.4.1, barisan fungsi (f,)
yang konvergen pointwise dan tidak turun seragam
merupakan barisan yang konvergen seragam
sehingga berdasarkan Teorema 3.3.3 barisan fungsi
(f,) memiliki supremum m.

Untuk bukti kepemilikan infimum serupam.

Teorema 3.4.3 Jika barisan fungsi (f,,) itu konvergen
pointwise dalam ruang metrik C[a, b] dan bersifat
tidak turun (tidak naik) seragam maka ekuivalensi
kekonvergenan pointwise dan seragam pada barisan
fungsi (f,,) dalam ruang metrik C[a, b] terjadi.

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.4.1, barisan fungsi (f,)
yang konvergen pointwise dan tidak turun seragam
merupakan barisan yang konvergen seragam, dan
berdasarkan Teorema 3.4.2 maka barisan fungsi (f,)
memiliki supremum (infimum).
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Karena barisan fungsi (f,,) memiliki supremum
(infimum) maka barisan fungsi (f,;) konvergen ke
satu fungsi, sehingga semua sifat yang dimiliki
barisan fungsi (f,,) yang konvergen seragam, juga
dimiliki oleh barisan fungsi (f,) yang konvergen
pointwise. Sehingga terjadi ekuivalensi
kekonvergenan pointwise dan seragam pada barisan

fungsi (f;,) dalam ruang metrik C[a, b]m.

PENUTUP
SIMPULAN

Berdasarkan penjelasan tentang barisan fungsi
(f) yang konvergen pointwise dan seragam dalam
ruang metrik C[a, b] dapat disimpulkan bahwa:

Sifat barisan fungsi (f,) yang konvergen pointwise
dalam ruang metrik C[a, b] yaitu dapat konvergen ke
lebih dari satu fungsi pada C[a, b], terbatas, belum
tentu memiliki supremum atau infimum, belum
tentu ruang metrik lengkap, kurang mampu dalam
mempertahankan kekontinuan, dengan operasi
penjumlahan dan perkalian scalar biasa (f,, + g,)
konvergen ke f + g, dan (af,) konvergen ke af
pada C[a, b].

Sifat barisan fungsi (f,,) yang konvergen seragam
dalam ruang metrik C[a, b] yaitu konvergen ke tepat
satu fungsi, terbatas, memiliki supremum atau
infimum, merupakan ruang metrik lengkap, mampu
dalam mempertahankan kekontinuan, dengan
operasi penjumlahan dan perkalian scalar biasa
(fu + gn) konvergen ke f + g, dan (af,) konvergen
ke af pada C[a, b].

Ekuivalensi antara barisan fungsi (f,) yang
konvergen pointwise dan seragam dalam ruang
metrik C[a, b] tercapai saat barisan fungsi (f,) itu
konvergen dan bersifat tidak turun (tidak naik)
seragam.

SARAN

Pada artikel
karakteristik barisan fungsi

ini hanya dibahas mengenai
(f) pada Cla,b]
sehingga terjadi ekuivalensi antara barisan fungsi
(f,) yang konvergen pointwise dengan yang

konvergen seragam. Oleh karena itu, dapat
dilakukan penelitian lebih lanjut dengan mengganti
metriknya yaitu menjadi sebarang metrik pada

barisan fungsi (f,,) dalam ruang metrik C[a, b].
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