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Abstrak  

Tujuan penulisan artikel ini adalah untuk menganalisis dinamik model koinfeksi penyakit Difteri 
dan Covid-19. Kedua penyakit ini memiliki kemiripan tidak hanya pada pola penyebaran dan 
gejala yang ditimbulkan tetapi juga karakteristik terjadinya re-infeksi. Data yang diperoleh dari 
laman resmi WHO menyatakan bahwa dalam semester awal sejak kemunculannya di Kota Wuhan 
China, penyakit Covid-19 sudah menyebar ke 100-250 negara termasuk Indonesia. Sementara, 
penyakit lain yang juga memiliki tingkat penyebaran tinggi di Indonesia adalah Difteri. Analisis 
dinamik dari model koinfeksi penyakit Covid-19 dan Difteri dilakukan secara runtun sebagai 
berikut: pembuatan model matematika, penentuan titik kesetimbangan dan analisisnya, 
penentuan bilangan reproduksi dasar dan analisisnya, serta simulasi numerik. Dari model yang 
dibangun, terdapat 4 titik kritis yaitu titik kritis bebas penyakit, titik kritis Difteri, titik kritis Covid-
19, serta titik kritis Difteri dan Covid-19. Penentuan bilangan reproduksi dasar menggunakan Next 
Generation Matrix untuk kasus titik kritis bebas penyakit menghasilkan 2 bilangan reproduksi 
dasar yaitu 𝑅01  dan 𝑅02 . Pada saat 𝑅01 < 1  dan 𝑅02 < 1  maka titk kritis bebas penyakit akan 
stabil, artinya untuk periode waktu tertentu kedua penyakit akan hilang dari populasi. Pada saat 
𝑅01 > 1 dan 𝑅02 < 1 maka titik kritis bebas penyakit tidak stabil dan ini berarti bahwa penyakit 
difteri akan ada di dalam populasi, sementara ketika 𝑅01 < 1 dan 𝑅02 > 1 maka penyakit Covid-
19 akan ada di dalam populasi. Hasil ini didukung oleh simulasi numerik yang dilakukan 
menggunakan software MATLAB untuk mengetahui perilaku model pada saat t (waktu) menuju 
tak hingga. 
Kata kunci: Koinfeksi, Pemodelan Matematika, Difteri, COVID-19  

Abstract 

The purpose of writing this article is to analyze the dynamics of the co-infection model for Diphtheria and 
Covid-19. Based on the results of the literature review, these two diseases have similarities not only in the 
pattern of spread and the symptoms they cause but also in the characteristics of the occurrence of re-infection. 
Data obtained from the official WHO website states that in the first semester since its appearance in the 
Chinese city of Wuhan, the Covid-19 disease has spread 100-250 countries including Indonesia. Meanwhile, 
another disease that also has a high spread rate in Indonesia is diphtheria. The dynamic analysis of the Covid-
19 and Diphtheria co-infection models was carried out in a sequence as follows: making a mathematical 
model, determining the equilibrium point and its analysis, determining the basic reproduction number and 
analysis, and numerical simulation. From the constructed model, there are 4 critical points, namely the 
disease-free critical point, the Diphtheria critical point, the Covid-19 critical point, and the Diphtheria and 
Covid-19 critical point. Determination of the basic reproduction number using the Next Generation Matrix 
for disease-free critical point cases produces 2 basic reproduction numbers, namely 𝑅01  dan 𝑅02 . When 
𝑅01 < 1 and 𝑅02 < 1, the disease-free critical point will be stable, meaning that for a certain period of time 
the two diseases will disappear from the population. When 𝑅01 > 1 and 𝑅02 < 1, the disease-free critical 
point is unstable and this means that diphtheria will be present in the population, while when 𝑅01 < 1 and 
𝑅02 > 1   then Covid-19 will be present in the population. These results are supported by numerical 
simulations carried out using MATLAB software to determine the behavior of the model when t (time) goes 
to infinity. 
Keywords : Co-infection ; Mathematical modelling ; Diphteria ; COVID-19 
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PENDAHULUANI  

 Pada 8 Desember 2019, virus Corona pertama kali 

muncul di Wuhan, ibukota Provinsi Hubei, China. 

Kemunculan pertama kali kasus ini dikaitkan 

dengan kejadian sejumlah warganegara China yang 

terinfeksi virus di sebuah pasar yang menjual 

berbagai macam hewan liar seperti kelelawar. 

Hewan ini yang kemudian ditengarai menjadi 

pembawa virus corona ke manusia. Kurang dari satu 

bulan, virus ini telah menyebar ke beberapa negara 

seperti Hongkong, Thailand, Jepang, bahkan Korea 

Selatan. Untuk skala global sampai dengan 15 

November 2020, Badan Kesehatan Dunia (WHO) 

telah melaporkan sebanyak 53.7 juta kasus orang 

yang terinfeksi virus corona dimana jumlah ini 

berasal dari hampir seluruh negara yang ada dunia. 

Sementara, jumlah kematian akibat virus ini sampai 

dengan 15 November 2020 tercatat sebanyak 1.3 juta 

orang (Liu dkk, 2020; Who, 2020 ). WHO memberi 

nama virus ini dengan nama Severe Acute Respiratory 

Syndrome Coronavirus 2 (SARS-CoV-2) yang 

merupakan jenis virus Corona yang baru. 

Sementara, penyakit yang disebabkan oleh virus ini 

diberi nama Coronavirus Disease 2019 (Covid-19) 

dan digolongkan sebagai penyakit menular (Lai dkk, 

2020).  

 Manusia yang telah terinfeksi virus ini kemudian 

menularkan ke manusia lain melalui tetesan uap air 

(droplets) yang keluar dari hidung atau mulutnya. 

Tetesan ini juga bisa menempel pada permukaan 

benda yang selanjutnya akan menginfeksi orang 

yang menyentuh benda tersebut kemudian secara 

tidak sadar orang tersebut menyetuh bagian mata, 

hidung atau mulutnya (Lu dkk, 2020). Seseorang 

yang terpapar Covid-19 tidak langsung menjadi 

orang yang dapat menularkan penyakit ini ke orang 

lain, melainkan ditandai dengan munculnya 

beberapa manifestasi klinis seperti gangguan pada 

pernapasan, demam, batuk dan sesak napas (Lechien 

dkk, 2020). Terdapat masa inkubasi pada orang yang 

pertama kali terinfeksi Covid-19 sampai dengan 

muncul gejala-gejala seperti yang telah disebutkan. 

Rata-rata masa inkubasi virus adalah 5-6 hari, dan 

masa inkubasi terlama adalah 14 hari (Linton dkk, 

2020). Pada kasus yang tergolong berat, Covid-19 

dapat mengakibatkan penyakit pneumonia, 

gangguan fungsi ginjal, dan bahkan kematian 

(Kemenkes RI, 2020).  

 Sementara, menurut WHO, salah satu penyakit 

menular lainnya dengan tingkat penularan yang 

tinggi di Indonesia adalah difteri. Sejak tahun 2011 

sampai 2015 terdapat 3.203 kasus di Indonesia yang 

menjadikan Indonesia sebagai negara dengan 

insidensi difteri tertinggi kedua di dunia (WHO, 

2017). 

 Difteri merupakan penyakit yang disebabkan 

oleh bakteri yaitu Corynebacterium diptheriae (Choe 

dkk, 1992:216; Murphy, 1996). Bakteri C. diptheriae ke 

dalam menetap pada permukaan mukosa tepat di 

saluran pernapasan atas (mata dan organ genital 

lainnya bisa menjadi tempat menetapnya bakteri 

ini). Tanda-tanda penyakit ini adalah munculnya 

peradangan pada daerah terinfeksi, terutama pada 

selaput lendir faring, tenggorokan, amandel, hidung 

bahkan kulit (Wagner dkk, 2012:217; Hurwitz dkk, 

2000:81). Manusia merupakan reservoir yang baik 

bagi C. diptheriae sehingga penyakit ini hanya 

menular dari manusia ke manusia. Penularan Difteri 

sama seperti Covid-19 yang terjadi melalui droplet 

(percikan ludah) dari bersin, muntah, batuk, 

peralalatan makan, atau kontak langsung dengan 

tetesan dari lesi kulit (Pappenheimer dkk, 1983:923).   

 Orang yang terinfeksi Difteri akan mengalami 

gejala dan tanda berikut, antara lain infeksi saluran 

pernapasan atas akut, radang tenggorokan, nyeri 

saat menelan, demam tidak terlalu tinggi (dibawah 

38.5° C) dan pseudomembran berwarna putih pada 

amandel, faring dan tenggorokan. Masa inkubasi 

penyakit ini paling umum sekitar 2-5 hari dengan 

rentang paling lebar 1-10 hari (Santos dkk, 2015:794; 

Kemenkes RI, 2018; Truelove dkk, 2020:92). Penyakit 

ini termasuk kategori penyakit yang mematikan 

sehingga penting untuk mengetahui segala hal yang 

terkait dengan penyebaran maupun 

penanganannya. Seseorang yang terinfeksi penyakit 

difteri perlu dirujuk ke rumah sakit untuk 

mendapatkan perawatan. 

 Kondisi saat ini dimana terjadi pandemik secara 

global dan banyak terjadi pengalihan fungsi rumah 

sakit yang lebih memprioritaskan pada pasien 

Covid-19 mengakibatkan para pasien penyakit 

menular lainnya seperti difteri menjadi tidak 

tertangani secara optimal. Pasien difteri yang 

dirawat pada rumah sakit yang sama dengan pasien 

Covid-19 akan mengakibatkan terjadinya koinfeksi 

kedua penyakit atau pemberian vaksin difteri yang 

terganggu karena konsentrasi tenaga kesehatan yang 
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lebih mengutamakan pasien Covid-19 

memungkinkan munculnya pasien dengan dua 

penyakit (tadolini dkk, 2020). Hal ini menjadi 

latarbelakang penelitian yang terkait dengan 

pengembangan model matematika koinfeksi antara 

penyakit difteri dengan Covid-19. Pada artikel ini 

akan dibangun model koinfeksi Covid-19 dan 

penyakit difteri yang melibatkan re-infeksi. Model 

ini dibangun dengan menggunakan model SIR 

dimana terdapat 3 kelas populasi yaitu Susceptible 

(banyaknya populasi orang sehat), Infected 

(banyaknya  populasi orang yang terinfeksi) dan 

Recovery (banyaknya populasi orang yang sembuh). 

 

KAJIAN TEORI 

Sistem Persamaan Diferensial 

Sistem persamaan diferensial adalah terdapat 

sistem 𝑛 persamaan diferensial dengan fungsi satu 

atau lebih variabel, di mana 𝑛 adalah bilangan bulat 

positif lebih 1 (Finizio dan Ladas, 1982:132). 

Persamaan diferensial terkait dan konsisten satu 

sama lain. Suatu sistem yang terdiri atas 𝑛 

persamaan orde pertama memiliki bentuk umum 

sebagai berikut:  

 

𝑑𝑓1
𝑑𝑡

= ℎ1(𝑡, 𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛)  

𝑑𝑓2

𝑑𝑡
= ℎ2(𝑡, 𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛)  

                  ⋮                                                        (2.1) 
𝑑𝑓𝑛
𝑑𝑡

= ℎ𝑛(𝑡, 𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛) 

Dengan 𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛  merupakan variabel bebas 

dan t merupakan variabel terikat, sehingga 𝑓1 =

𝑓1(𝑡), 𝑓2 = 𝑓2(𝑡), … . , 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛(𝑡) , dimana 
𝑑𝑓𝑛

𝑑𝑡
 

merupakan turunan fungsi 𝑓𝑛 terhadap t, dan 𝑔𝑗, 

merupakan fungsi yang tergantung pada variabel 

𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛 dan t (Claudia, 2004:702). 

 

Model SIR 

Model yang akan dibangun pada penelitian ini 

didasarkan pada model SIR dasar penularan dan 

penyebaran penyakit yang awalnya dikembangkan 

oleh Kermack-Mckendrick pada tahun 1927 

(Kermack dkk, 1927). Sebelum menurunkan 

persamaan untuk model SIR, perlu adanya model 

kompartemen untuk melihat rute transmisi 

penyebaran penyakit pada suatu populasi. 

 

Gambar 1. Diagram model SIR 

 

Pada saat 𝑡 =  0  hanya terdapat populasi 

manusia sehat. Ketika suatu penyakit menginfeksi 

salah satu anggota populasi manusia sehat dengan 

infeksi rate sebesar 𝛽  maka akan terjadi perubahan 

jumlah populasi dalam satuan waktu, sehingga 

Populasi manusia terinfeksi akan meningkat. Dalam 

proses penyembuhan dengan recovery rate sebesar 𝛾 

maka akan terjadi perubahan jumlah populasi dalam 

satuan waktu sehingga populasi manusia terinfeksi 

akan turun sementara populasi manusia sembuh 

akan meningkat.  

Dari pernyataan diatas, dapat diturunkan suatu 

model persamaan diferensial sebagai berikut: 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝛽𝐼𝑆

𝑁
  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝐼𝑆

𝑁
− 𝛾𝐼                          (2.2) 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 

Dengan S adalah populasi manusia rentan 

(Susceptible), I adalah populasi manusia terinfeksi 

(Infected), dan R adalah populasi manusia yang telah 

sembuh dari penyakit (Recovery). Untuk  
𝑑𝑆

𝑑𝑡
,
𝑑𝐼

𝑑𝑡
, dan 

 
𝑑𝑅

𝑑𝑡
 merepresentasikan laju pertumbuhan 

tigapopulasi pada waktu t, N merupakan total 

populasi manusia dan  𝛽  dan 𝛾  sebagai parameter 

yang menjelaskan laju tentang interaksi antara tiga 

populasi. 

 

Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan (titik kritis) adalah titik yang 

tidak dipengaruhi oleh waktu t yang artinya ketika t 

= 1,2,…,n, nilai dari titik ini akan tetap. Menurut 

definisi menyatakan 

“Titik 𝑠∗ = (𝑠1
∗, 𝑠2

∗, … , 𝑠𝑛
∗)  disebut sebagai titik 

kesetimbangan sistem �̇� = 𝑓(𝑠)  jika memenuhi 

𝑓(𝑠1
∗, 𝑠2

∗, … , 𝑠𝑛
∗) = 0 “(Penney dkk, 2000). 

Jadi,  𝑠∗ adalah titik kesetimbangan, dimana 𝑠∗ 

disubstitusikan pada 𝑓 maka 𝑓(𝑠∗) = 0. Menentukan 

titik kesetimbangan menggunakan metode 

substitusi. 

 

Matriks Jacobi 

Matriks Jacobi adalah sebuah matriks yang 

memiliki komponen fungsi 𝑓1, 𝑓2, … . , 𝑓𝑛  dengan 
𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑡𝑗
 

adalah entri matriks pada baris ke -𝑖 kolom ke -𝑗 yang 

S 
𝛽𝑆𝐼 

I R 
𝛾𝐼 
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merupakan turunan parsial pertama dari  𝑓𝑖 terhadap 

variable 𝑡𝑗. 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑡1

𝜕𝑓1
𝜕𝑡2

𝜕𝑓2

𝜕𝑡1

𝜕𝑓2

𝜕𝑡2

⋯

…

𝜕𝑓1
𝜕𝑡𝑛
𝜕𝑓2

𝜕𝑡𝑛
⋮   ⋮ ⋱ ⋮

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑡1

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑡2

⋯
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑡𝑛]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Misal 𝑇 adalah matriks 𝑛 × 𝑛, maka sebuah vektor 

bukan nol 𝑥  pada 𝑅𝑛  disebut vektor eigen dari 𝑇 

sehingga 𝑇𝑥  adalah sebuah kelipatan skalar dari 𝑥 , 

dapat ditulis.  

    𝑇𝑥 = 𝜆𝑥  (2.3) 

𝜆  merupakan skalar sembarang, yang disebut nilai 

eigen dari 𝑇 dan 𝑥 adalah vector eigen 𝑇 terikat ke 𝜆. 

Menentukan nilai eigen dari 𝑇, dapat dijabarkan 

melalui persamaan: 

                 𝑇𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 

                       (𝜆𝐼 − 𝑇)𝑥 = 0              (2.4) 

Dimana 𝐼  merupakan matriks identitas dengan 

ordo yang bersesuaian dengan matriks 𝑇. Persamaan 

(2.3) harus memiliki solusi tak nol agar 𝜆  dapat 

menjadi nilai eigen. Ini akan terpenuhi jika: 

 

                               𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝑇) = 0 (2.5) 

Persamaan ini disebut persamaan karakteristik 

matriks 𝑇 (Anton, 2004). 

 

Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Stabilitas titik kesetimbangan pada sistem dapat 

ditentukan oleh nilai eigen sistem linier di sekitar titik 

kesetimbangan. Karakteristik dari titik 

kesetimbangan yaitu: (Finizio dan Ladas. 1988). 

1. Jika Setiap nilai eigen real bernilai tak positif 

( 𝜆𝑖 ≤ 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛)  dan untuk setiap 

komponen real dari nilai eigen kompleks 

bernilai tak positif (Re(𝜆𝑖) ≤ 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛) 

maka dikatakan stabil. 

2. Jika setiap nilai eigen real bernilai negatif 

( 𝜆𝑖 < 0,  ∀𝑖 = 1,… , 𝑛)  dan untuk setiap 

komponen real dari nilai eigen kompleks 

bernilai tak positif (Re(𝜆𝑖) < 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛) 

maka dikatakan stabil asimtotik. 

3. Jika ada nilai eigen real bernilai negative 

( 𝜆𝑖 > 0, ∃𝑖 = 1,… , 𝑛) . Dan ada komponen 

real dari nilai eigen kompleks bernilai positif 

(Re (𝜆𝑖) > 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛)  maka maka 

dikatakan tidak stabil  

 

Next Generation Matriks (NGM) 

Model kompartemen penyakit yang hanya 

meninjau populasi terinfeksi dan mengabaikan 

populasi rentan dan recovery. Terdapat ℱ𝑖  sebagai 

matriks dari individu baru yang terinfeksi penyakit 

(masuk ke kompartemen populasi terinfeksi), dan 𝒱𝑖  

sebagai matriks dari jumlah individu terinfeksi 

(keluar atau masuk ke kompartemen populasi 

terinfeksi) (Diekmann dkk, 2009). Dengan ℱ  dan 𝒱 

merupakan matriks berukuran 𝑛 × 𝑛  yang 

didefinisikan oleh 

ℱ = [
𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥𝑗
(𝜎0)] dan  𝒱 = [

𝜕 𝒱𝑖

𝜕𝑥𝑗
(𝜎0)] 

Dengan( 𝜎0)  adalah titik kesetimbangan bebas 

penyakit. Selanjutnya di definisikan matriks 𝐾 =

−ℱ𝒱−1yang disebut sebagai Next Generation Matrix 

(Diekmann dkk, 2009). Nilai dari bilangan reproduksi 

dasar pada populasi adalah nilai eigen yang paling 

dominan dari matriks 𝐾 (Diekmann dkk, 2009). 

 

Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎)  

Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang 

mempresentasikan laju penularan penyakit oleh 

individu yang terinfeksi pada populasi rentan, biasa 

disebut threshold (ambang batas), dilambangkan 

dengan 𝑅0 (Driessche, 2017). 

Bilangan reproduksi dasar dari sistem persamaan  

diperoleh dengan menentukan nilai eigen matriks 

Jacobian yang dihitung pada titik kritis bebas 

penyakit dan titik kritis endemik. Kondisi yang 

terjadi dapat dibedakan menjadi 3 kondisi yaitu: 

1. Ketika 𝑅0 < 1 , penyakit akan hilang dari 

populasi. 

2. Ketika 𝑅0 = 1 , penyakit tidak hilang 

(menetap). 

3. Ketika 𝑅0 > 1, Penyakit akan terus meningkat 

menjadi wabah bahkan pandemic. 

 

METODE 

Jenis penelitian 

Penelitian ini adalah studi literatur yang 

membahas tentang analisis matematika model 

Koinfeksi penyakit Difteri dan Covid-19. Pada 

penelitian ini ada beberapa eksperimen yang 

dilakukan terhadap penyusunan model, analisis titik 

kritis, analisis kestabilan, penentuan bilangan 
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reproduksi dasar, analisis bilangan reproduksi dasar 

dan simulasi numerik.  

Rancangan Penelitian 

Penelitian diawali dengan studi literatur, 

penyusunan asumsi dan pembuatan model 

epidemik. Selanjutnya dilakukan penentuan titik 

kesetimbangan, analisis titik kesetimbangan dan 

analisis kestabilan. Kegiatan yang dilakukan setelahnya 

adalah menentukan bilangan reproduksi dasar 

menggunakan NGM dan analisis bilangan 

reproduksi dsasar. Kegiatan akhir yang dilakukan 

adalah simulasi numerik sebagai justifikasi hasil 

perhitungan analitik dari model yang telah 

dibangun.  

Sumber data penelitian 

Tidak ada tahapan perolehan data primer di 

lapangan sehingga data yang digunakan merupakan 

data sekunder dari berbagai macam artikel, yang 

dimana artikel artikel rujukan yang diperoleh adalah 

gabungan dari artikel yang membahas penyakit 

Difteri dan COVID-19. 

 

 

PEMBAHASAN 

Pemodelan Matematika 

 Model SIR menjadi dasar dalam membangun 

model koinfeksi penyakit Covid-19 dan difteri. Pada 

bagian awal dibangun kompartemen model seperti 

pada gambar 2.1. Populasi manusia dibagi menjadi 

7 sub populasi yaitu S menyatakan sub-populasi 

orang sehat (susceptible), ID  menyatakan sub-

populasi orang terinfeksi penyakit Difteri, IC 

menyatakan sub-populasi orang terinfeksi Covid-

19, IDC  menyatakan sub-populasi orang terinfeksi 

koinfeksi penyakit Difteri dan Covid-19, RD 

menyatakan sub-populasi orang sembuh dari 

penyakit Difteri, RC  menyatakan sub-populasi 

orang sembuh dari Covid-19, RDC menyatakan sub-

populasi orang yang sembuh dari koinfeksi 

penyakit Difteri dan Covid-19. Sebelum Menyusun 

model, perlu adanya batasan atau asumsi, seperti a) 

populasi bersifat tertutup dan konstan (tidak terjadi 

migrasi), b) tingkat rekruitmen pada sub-populasi S 

adalah konstan, c) terjadi kematian natural di setiap 

sub-populasi, d) semua sub-populasi bercampur 

secara homogen, e) terdapat kematian yang 

diakibatkan oleh penyakit, f) terjadi re-infeksi. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Model kompartemen koinfeksi 

penyakit Difteri dan Covid-19 

Berdasarkan model kompartemen pada gambar 2.1, 

maka dapat dibentuk model matematika yaitu : 

�̇� = Λ + 𝜀1𝑅𝐷 + 𝜀2𝑅𝐷𝐶 + 𝜀3𝑅𝐶 − 𝛽1𝑆𝐼𝐷 − 𝛽1𝑆𝐼𝐶 − 𝜇𝑆(1) 

𝐼�̇� = 𝛽1𝑆𝐼𝐷 − 𝛽3𝐼𝐷𝐼𝐶 − 𝛼1𝐼𝐷 − 𝜏1𝐼𝐷 − 𝜇𝐼𝐷   (2) 

𝐼�̇� = 𝛽2𝑆𝐼𝐶 − 𝛽4𝐼𝐶𝐼𝐷 − 𝛼3𝐼𝐷 − 𝜇𝐼𝐶     (3) 

𝐼�̇�𝐶 = 𝛽4𝐼𝐶𝐼𝐷 + 𝛽3𝐼𝐷𝐼𝐶 − 𝛼2𝐼𝐷𝐶 − 𝜏2𝐼𝐷𝐶 − 𝜇𝐼𝐷𝐶  (4) 

�̇�𝐷 = 𝛼1𝐼𝐷 − 𝜀1𝑅𝐷 − 𝜇𝑅𝐷     (5) 

�̇�𝐶 = 𝛼3𝐼𝐶 − 𝜀3𝑅𝐶 − 𝜇𝑅𝐶     (6) 

�̇�𝐷𝐶 = 𝛼3𝐼𝐷𝐶 − 𝜀2𝑅𝐷𝐶 − 𝜇𝑅𝐷𝐶    (7) 

 
dengan 
Λ : Tingkat rekrutmen 
𝛽1 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang sehat 

menjadi terinfeksi penyakit Difteri  
𝛽2 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang sehat 

menjadi terinfeksi Covid-19 
𝛽3 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang 

terinfeksi penyakit Difteri juga terinfeksi Covid-
19 

𝛽4 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang 
terinfeksi Covid-19 juga terinfeksi penyakit 
Difteri 

𝛼1 : Tingkat transmisi dari orang terinfeksi penyakit 
Difteri menjadi sembuh 

𝛼2 : Tingkat transmisi dari orang terinfeksi penyakit 
Difteri juga terinfeksi Covid-19 menjadi sembuh 

𝛼3 : Tingkat transmisi dari orang terinfeksi penyakit 
Difteri menjadi sembuh 

𝜏1 : Kematian akibat penyakit Difteri 

ID 

S 

Λ 

𝛼1𝐼𝐷  𝛼3𝐼𝐶  

𝜀1𝑅𝐷 

𝜇 𝜇 

𝜇 

𝜇 

 

 

IDC 

IC 

RD 

RDC 

RC 

𝜇 

𝜇 

𝜇 𝜏2𝐼𝐷𝐶  

𝜀3𝑅𝑐 

𝜀2𝑅𝐷𝐶 
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𝜏2 : Kematian akibat koinfeksi penyakit Difteri dan 
Covid-19 

𝜀1 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang yang 
sembuh mengalami reinfeksi penyakit Difteri 

𝜀2 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang yang 
sembuh mengalami reinfeksi koinfeksi penyakit 
Difteri dan Covid-19 

𝜀3 : Tingkat transmisi dari sub-populasi orang yang 
sembuh mengalami reinfeksi Covid-19 

µ : kematian alami 
Dengan Asumsi bahwa semua parameter bernilai 

positif 

Tahap selanjutnya dengan membuat setiap sub-

populasi (1) - (7) sama dengan nol, sehingga 

diperoleh 4 titik kesetimbangan sebagai berikut: 

1. Titik kesetimbangan bebas penyakit (titik 

kritis 1) 

Titik kritis 1 = {𝑆 =
Λ

𝜇
, 𝐼𝐶 = 0, 𝐼𝐾 = 0, 𝐼𝐾𝐶 =

0, 𝑅𝐶 = 0, 𝑅𝐾 = 0, 𝑅𝐾𝐶 = 0} 

2. Tititk kesetimbangan endemik penyakit 

Difteri (titik kritis 2) 

Titik kritis 2 = {𝑆 =
𝜇 + 𝛼1+ 𝜏1

𝛽1
, 𝐼𝐷 =

(Λ𝛽1−𝜇2−𝜇𝛼1−𝜇𝜏1)(𝜇+𝜀1)

𝜇2+ 𝜇𝛼1+ 𝜇𝜀1+ 𝜇𝜏1+𝜀1𝜏1)𝛽1
 , 𝐼𝐶 = 0 , 𝐼𝐷𝐶 =

0 , 𝑅𝐷 =
(Λ𝛽1−𝜇2−𝜇𝛼1−𝜇𝜏1)𝛼1

𝜇2+ 𝜇𝛼1+ 𝜇𝜀1+ 𝜇𝜏1+𝜀1𝜏1)𝛽1
 , 𝑅𝐶 =

0 , 𝑅𝐷𝐶 = 0 } 

3. Titik kesetimbangan endemik Covid-19 (titik 

kritis 3) 

Titik kritis 3 = { 𝑆 =
𝜇 + 𝛼3

𝛽2
, 𝐼𝐷 = 0 , 𝐼𝐶 =

(Λ𝛽2−𝜇2−𝜇𝛼3)(𝜇+𝜀3)

(𝜇 + 𝛼3+ 𝜀3) 𝜇𝛽2
 , 𝐼𝐷𝐶 = 0 , 𝑅𝐷 = 0 , 𝑅𝐶 =

(Λ𝛽2−𝜇2−𝜇𝛼3)𝛼3

(𝜇 + 𝛼3+ 𝜀3) 𝜇𝛽2
 , 𝑅𝐷𝐶 = 0 } 

4. Titik kesetimbangan endemik koinfeksi 

Penyakit Difteri dan Covid-19 (titik kritis 4) 

Titik kritis 4 ={𝑆 = 𝑆∗, 𝐼𝐷 = 𝐼𝐷
∗ , 𝐼𝐶 = 𝐼𝐶

∗ , 𝐼𝐷𝐶 =

𝐼𝐷𝐶
∗ , 𝑅𝐷 = 𝑅𝐷

∗ , 𝑅𝐶 = 𝑅𝐶
∗ , 𝑅𝐷𝐶 = 𝑅𝐷𝐶

∗ } 

Dari persamaan (1) - (7) diperoleh titik kritis 4 

yang kompleks sehingga tidak memungkinkan 

untuk ditulis dalam artikel ini. 

Salah satu hal terpenting dalam mempelajari 

model penularan penyakit adalah mengetahui posisi 

di mana penyakit akan tetap berada dalam populasi 

atau akan hilang dari populasi. Analisis endemik ini 

diperoleh dari adanya syarat terjadinya infeksi yang 

dilakukan melalui analisis titik kritis, analisis 

kestabilan dan analisis bilangan reproduksi dasar.  

 

Analisis titik kritis 

Syarat terjadinya infeksi diperoleh ketika populasi 

terinfeksi bernilai lebih dari 0. Ini akan terjadi ketika 

𝐼𝐷 > 0, 𝐼𝐶 > 0, dan 𝐼𝐷𝐶 > 0.  

Titik kesetimbangan endemik penyakit difteri akan 

eksis ketika: 

𝐼𝐷 =
(Λ𝛽1 − 𝜇2 − 𝜇𝛼1 − 𝜇𝜏1)(𝜇 + 𝜀1)

(𝜇2 +  𝜇𝛼1 +  𝜇𝜀1 +  𝜇𝜏1 + 𝜀1𝜏1)𝛽1

> 0 

Berdasarkan fakta bahwa setiap parameter 

bernilai positif maka syarat terjadinya infeksi difteri 

terpenuhi jika  

Λ𝛽1

𝜇2 +  𝜇𝛼1 +  𝜇𝜏1

> 1 

Titik kesetimbangan endemik Covid-19 akan eksis 

ketika: 

𝐼𝐶 =
(Λ𝛽2 − 𝜇2 − 𝜇𝛼3)(𝜇 + 𝜀3)

(𝜇 +  𝛼3 + 𝜀3) 𝜇𝛽2

> 0 

 Berdasarkan fakta bahwa setiap parameter 

bernilai positif maka syarat terjadinya infeksi Covid-

19 terpenuhi jika  

Λ𝛽2

𝜇2 + 𝜇𝛼3

> 1 

Analisis 𝐼𝐷𝐶 > 0  tidak dapat dilakukan karena 

kompleksitas bentuk persamaan untuk 𝐼𝐷𝐶 .  

 

Analisis kestabilan 

Dari persamaan (1) – (7) dan titik kesetimbangan 

bebas penyakit, diperoleh Matriks Jacobian sebagai 

berikut: 

𝐽1 =

(

 
 
 
 

0 𝑎12 𝑎13 0 𝜀1 𝜀3 𝜀2

0 𝑎22 0 0 0 0 0

0 0 𝑎33 0 0 0 0

0 0 0 𝑎44 0 0 0

0 𝛼1 0 0 𝑎55 0 0

0 0 𝛼3 0 0 𝑎66 0

0 0 0 𝛼2 0 0 𝑎77)

 
 
 
 

 

dimana : 

𝑎12 = −
Λ𝛽1

𝜇
  

𝑎13 = −
Λ𝛽2

𝜇
 

𝑎22 =
Λ𝛽1

𝜇
− 𝜇 − 𝛼1 − 𝜏1  

𝑎33 =
Λ𝛽2

𝜇
− 𝜇 − 𝛼3  

𝑎44 = −𝜇 − 𝛼1 − 𝜏1  

𝑎55 = −𝜇 − 𝜀1  

𝑎66 = −𝜇 − 𝜀3  

𝑎77 = −𝜇 − 𝜀2  

Analisis kestabilan diperoleh dengan menganalisis 

nilai eigen pada titik kesetimbangan bebas penyakit. 

Dari matriks Jacobian diatas, diperoleh 7 nilai eigen 

sebagai berikut: 
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a. 𝜆01 =
Λ𝛽1−𝜇2−𝜇𝛼1−𝜇𝜏1

𝜇
,  

Nilai eigen 𝜆01  akan bernilai negatif jika 

dipenuhi syarat berikut 

Λ𝛽1

𝜇2 + 𝜇𝛼1 + 𝜇𝜏1

< 1 

b. 𝜆02 =
Λ𝛽2−𝜇2−𝜇𝛼3

𝜇
,  

Nilai eigen 𝜆02  akan bernilai negatif jika 

dipenuhi syarat berikut. 

 
Λ𝛽2

𝜇2 + 𝜇𝛼3

< 1 

c. 𝜆03 = −𝜇 − 𝛼2 − 𝜏2, karena setiap parameter 

pada model bernilai positif, maka 𝜆03  akan 

selalu bernilai negatif.  

d. 𝜆04 = −𝜇 − 𝜀1, karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆04 akan selalu 

bernilai negatif. 

e. 𝜆05 = −𝜇 − 𝜀3, karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆05 akan selalu 

bernilai negatif. 

f. 𝜆06 = −𝜇 − 𝜀2, karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆06 akan selalu 

bernilai negatif.  

g. 𝜆07 = 0, Nilai eigen 0 akan selalu stabil 

Titik kritis bebas penyakit akan stabil jika dipenuhi 

syarat untuk 𝜆01  dan 𝜆02 . Selanjutnya akan 

ditunjukkan analisis kestabilan dari endemik 

penyakit Difteri. Dari persamaan (1)-(7) dan titik 

kesetimbangan endemik penyakit Difteri, diperoleh 

Matriks Jacobian sebagai berikut. 

𝐽2 =

(

 
 
 
 

0 𝑎12 𝑎13 0 𝜀1 𝜀3 𝜀2

0 0 𝑎23 0 0 0 0

0 0 𝑎33 0 0 0 0

0 0 𝑎43 𝑎44 0 0 0

0 𝛼1 0 0 𝑎55 0 0

0 0 𝛼3 0 0 𝑎66 0

0 0 0 𝛼2 0 0 𝑎77)

 
 
 
 

 

 

Dimana: 

𝑎12 = −𝜇 − 𝛼1 − 𝜏1  

𝑎13 = −
(μ+𝛼1+𝜏1)𝛽2

𝛽1
  

𝑎23 = −
(Λ𝛽1−μ2−μ𝛼1−𝜇𝜏1)(𝜇+𝜀1)𝛽3

(𝜇2+𝜇𝛼1+𝜇𝜀1+𝜇𝜏1+𝜀1𝜏1)𝛽1
  

𝑎33 =
(μ+𝛼1+𝜏1)𝛽2

𝛽1
+

(Λ𝛽1−μ2−μ𝛼1−𝜇𝜏1)(𝜇+𝜀1)𝛽4

(𝜇2+𝜇𝛼1+𝜇𝜀1+𝜇𝜏1+𝜀1𝜏1)𝛽1
− 𝜇 − 𝛼3  

𝑎43 =
(Λ𝛽1−μ2−μ𝛼1−𝜇𝜏1)(𝜇+𝜀1)𝛽3

(𝜇2+𝜇𝛼1+𝜇𝜀1+𝜇𝜏1+𝜀1𝜏1)𝛽1
+

(Λ𝛽1−μ2−μ𝛼1−𝜇𝜏1)(𝜇+𝜀1)𝛽4

(𝜇2+𝜇𝛼1+𝜇𝜀1+𝜇𝜏1+𝜀1𝜏1)𝛽1
  

𝑎44 = −𝜇 − 𝛼2 − 𝜏2  

𝑎55 = −𝜇 − 𝜀1  

𝑎66 = −𝜇 − 𝜀3  

𝑎77 = −𝜇 − 𝜀2  

 Selanjutnya untuk analisis stabilitasnya bisa 

diperoleh dengan cara menganalisis nilai eigen pada 

titik kritis endemik Difteri. Dari matriks Jacobian 

diatas, diperoleh 7 nilai eigen sebagai berikut: 

a. 𝜆11 = −𝜇 − 𝜀2 , karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆11  akan selalu 

bernilai negatif 

b. 𝜆12 = −𝜇 − 𝛼2 − 𝜏2 , karena setiap parameter 

pada model bernilai positif, maka 𝜆12  akan 

selalu bernilai negatif 

c. 𝜆13 = −𝜇 − 𝜀3 , karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆13  akan selalu 

bernilai negatif 

d. 𝜆14 = −𝜇 − 𝜀1,  karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆14  akan selalu 

bernilai negatif 

e. 𝜆15 = 0, Nilai eigen 0 akan selalu stabil 

f. 𝜆16 = 0, Nilai eigen 0 akan selalu stabil 

g. 𝜆17 = −
1

𝜇𝛽2(𝜇+𝛼3+𝜀3)
(Λμ𝛽1𝛽4 + Λ𝛽1𝛽4𝜀1 + 𝜇3𝛽1 −

𝜇3𝛽2 − 𝜇3𝛽4 + 𝜇2𝛼1𝛽1 − 2𝜇2𝛼1𝛽2 − 𝜇2𝛼1𝛽4 +

𝜇2𝛼3𝛽1 + 𝜇2𝛽1𝜀1 + 𝜇2𝛽1𝜏1 − 𝜇2𝛽2𝜀1 − 2𝜇2𝛽2𝜏1 −

𝜇2𝛽4𝜀1 − 𝜇2𝛽4𝜏1 − 𝜇𝛼1
2𝛽1 + 𝜇𝛼1𝛼3𝛽1 − 𝜇𝛼1𝛽2𝜀1 −

2𝜇𝛼1𝛽2𝜏1 − 𝜇𝛼1𝛽4𝜀1 + 𝜇𝛼3𝛽1𝜀1 + 𝜇𝛼3𝛽1𝜏1 +

𝜇𝛽1𝜀1𝜏1 − 2𝜇𝛽2𝜀1𝜏1 − 𝜇𝛽2𝜏1
2 − 𝜇𝛽4𝜀1𝜏1 −

𝛼1𝛽2𝜀1𝜏1 − 𝛼3𝛽1𝜀1𝜏1 − 𝛽2𝜀1𝜏1
2 ) 

Nilai eigen 𝜆17  akan bernilai negatif jika 

dipenuhi syarat berikut. 

𝐴

𝐵
< 1 

𝐴 = 𝜇3𝛽2 + 𝜇3𝛽4 + 2𝜇2𝛼1𝛽2 + 𝜇2𝛼1𝛽4

+𝜇2𝛽2𝜀1 + 2𝜇2𝛽2𝜏1 + 𝜇2𝛽4𝜀1 +

𝜇2𝛽4𝜏1 + 𝜇𝛼1
2𝛽1 + 𝜇𝛼1𝛽2𝜀1 +

2𝜇𝛼1𝛽2𝜏1 + 𝜇𝛼1𝛽4𝜀1 + 2𝜇𝛽2𝜀1𝜏1 + 𝜇𝛽2𝜏1
2 +

𝜇𝛽4𝜀1𝜏1 + 𝛼1𝛽2𝜀1𝜏1 + 𝛼3𝛽1𝜀1𝜏1 + 𝛽2𝜀1𝜏1
2

 

 

𝐵 = 𝛬𝜇𝛽1𝛽4 + 𝛬𝛽1𝛽4𝜀1 + 𝜇3𝛽1 +

𝜇2𝛼1𝛽1 + 𝜇2𝛼3𝛽1 + 𝜇2𝛽1𝜀1

+𝜇2𝛽1𝜏1 + 𝜇𝛼1𝛼3𝛽1 + 𝜇𝛼3𝛽1𝜀1

+𝜇𝛼3𝛽1𝜏1 + 𝜇𝛽1𝜀1𝜏1

 

Titik kritis difteri akan stabil jika dipenuhi syarat 

untuk 𝜆17 . Selanjutnya akan ditunjukkan analisis 

kestabilan dari titik kesetimbangan endemik Covid-

19, diperoleh matriks Jacobian sebagai berikut: 



ANALISIS DINAMIK MODEL … 

275 

 

𝐽3 =

(

 
 
 
 

0 𝑎12 𝑎13 0 𝜀1 𝜀3 𝜀2

0 𝑎22 0 0 0 0 0

0 𝑎32 0 0 0 0 0

0 𝑎42 0 𝑎44 0 0 0

0 𝛼1 0 0 𝑎55 0 0

0 0 𝛼3 0 0 𝑎66 0

0 0 0 𝛼2 0 0 𝑎77)

 
 
 
 

 

Dimana: 

𝑎12 = −
(μ+𝛼3)𝛽1

𝛽2
  

𝑎13 = −𝜇 − 𝛼3 

𝑎22 = 
(μ+𝛼3)𝛽1

𝛽2
−

(Λ𝛽2−μ2−μ𝛼3)(𝜇+𝜀3)𝛽3

(𝜇+𝛼3+𝜀3)𝜇𝛽2
− 𝜇 − 𝛼1 − 𝜏1 

𝑎32 = −
(Λ𝛽2−μ2−μ𝛼3)(𝜇+𝜀3)𝛽4

(𝜇+𝛼3+𝜀3)𝜇𝛽2
  

𝑎42 =
(Λ𝛽2−μ2−μ𝛼3)(𝜇+𝜀3)𝛽4

(𝜇+𝛼3+𝜀3)𝜇𝛽2
+

(Λ𝛽2−μ2−μ𝛼3)(𝜇+𝜀3)𝛽4

(𝜇+𝛼3+𝜀3)𝜇𝛽2
  

𝑎44 = −𝜇 − 𝛼2 − 𝜏2  

𝑎55 = −𝜇 − 𝜀1 

𝑎66 = −𝜇 − 𝜀3 

𝑎77 = −𝜇 − 𝜀2  

Selanjutnya untuk analisis kestabilan bisa 

diperoleh dengan menganalisis nilai eigen pada titik 

kesetimbangan endemik Covid-19. Dari matriks 

Jacobian diatas, diperoleh 7 nilai eigen sebagai 

berikut: 

a. 𝜆21 = −𝜇 − 𝜀2 , karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆21  akan selalu 

bernilai negatif 

b. 𝜆22 = −𝜇 − 𝛼2 − 𝜏2 , karena setiap parameter 

pada model bernilai positif, maka 𝜆22  akan 

selalu bernilai negatif 

c. 𝜆23 = −𝜇 − 𝜀3 , karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆23  akan selalu 

bernilai negatif 

d. 𝜆24 = −𝜇 − 𝜀1,  karena setiap parameter pada 

model bernilai positif, maka 𝜆24  akan selalu 

bernilai negatif 

e. 𝜆25 = 0, Nilai eigen 0 akan selalu stabil 

f. 𝜆26 = 0, Nilai eigen 0 akan selalu stabil 

g. 𝜆27 = −
1

𝜇𝛽2(𝜇+𝛼3+𝜀3)
(Λμ𝛽2𝛽3 + Λ𝛽2𝛽3𝜀3 − 𝜇3𝛽1 +

𝜇3𝛽2 − 𝜇3𝛽3 + 𝜇2𝛼1𝛽2 − 2𝜇2𝛼3𝛽1 + 𝜇2𝛼3𝛽2 −

𝜇2𝛼3𝛽3 − 𝜇2𝛽1𝜀3 + 𝜇2𝛽2𝜀3 − 𝜇2𝛽3𝜀3 + 𝜇𝛼1𝛼3𝛽2 +

𝜇𝛼1𝛽2𝜀3 − 𝜇𝛼3
2𝛽1 − 𝜇𝛼3𝛽1𝜀3 + 𝜇𝛼3𝛽2𝜏1 −

𝜇𝛼3𝛽3𝜀3 + 𝜇𝛽2𝜀3𝜏1) 

Nilai eigen 𝜆27  akan bernilai negatif jika 

dipenuhi syarat berikut. 

𝑃

𝑄
< 1 

𝑃 = 𝜇3𝛽1 + 𝜇3𝛽3 + 2𝜇2𝛼3𝛽1𝛽2 + 𝜇2𝛼3𝛽3

+𝜇2𝛽1𝜀3 + 𝜇𝛼3
2𝛽1 + 𝜇𝛼3𝛽1𝜀3 + 𝜇𝛼3𝛽3𝜀3

 

 

𝑄 = 𝛬𝜇𝛽2𝛽3 + 𝛬𝛽2𝛽3𝜀3 + 𝜇3𝛽2 + 𝜇2𝛼1𝛽2

+𝜇2𝛼3𝛽2 + 𝜇2𝛽2𝜀3 + 𝜇𝛼1𝛼3𝛽2 +
𝜇𝛼1𝛽2𝜀3 + 𝜇𝛼3𝛽2𝜏1 + 𝜇𝛽2𝜀3𝜏1

 

Titik kritis Covid-19 akan stabil jika dipenuhi 

syarat untuk 𝜆27. 

 

Bilangan reproduksi dasar 

Menentukan Bilangan reproduksi dasar 𝑅0  dari 

persamaan (1) - (7) dengan mencari nilai eigen 

dominan yang diperoleh dari next generation matrix 

(NGM). Terdapat matriks 𝑭  berelemen ℱ𝑖  yang 

menunjukkan tingkat individu baru yang terinfeksi 

penyakit. Persamaan untuk ℱ𝑖  adalah sebagai 

berikut:  

ℱ1 = 𝛽1𝑆𝐼𝐷 − 𝛽3𝐼𝐷𝐼𝐶 
ℱ2 = 𝛽2𝑆𝐼𝐶 − 𝛽4𝐼𝐶𝐼𝐷  

  ℱ3 = 𝛽4𝐼𝐶𝐼𝐷 + 𝛽3𝐼𝐷𝐼𝐶 
Maka diperoleh matriks Jacobi dari 𝑭 sebaga berikut 

𝑭 = [

𝛽1𝑆 − 𝛽3𝐼𝐶 −𝛽3𝐼𝐷 0
−𝛽4𝐼𝐶 𝛽2𝑆 − 𝛽4𝐼𝐷 0

𝛽3𝐼𝐶 + 𝛽4𝐼𝐶 𝛽3𝐼𝐷 + 𝛽4𝐼𝐷 0
] 

Selanjutnya terdapat matriks 𝑽  berelemen 
𝒱𝑖 yang menunjukkan matriks dari tingkat 
penurunan individu terinfeksi. Persamaan untuk 𝒱𝑖  
adalah sebagai berikut:  

          𝒱1 = −𝛼1𝐼𝐷 − 𝜏1𝐼𝐷 − 𝜇𝐼𝐷  
          𝒱2 = −𝛼3𝐼𝐷 − 𝜇𝐼𝐶   

  𝒱3 = −𝛼2𝐼𝐷𝐶 − 𝜏2𝐼𝐷𝐶 − 𝜇𝐼𝐷𝐶 
Maka diperoleh matriks Jacobi dari 𝑽  sebagai 
berikut 

𝑽 = [

−𝜇 − 𝛼1 − 𝜏1 0 0
0 −𝜇 − 𝛼3 0
0 0 −𝜇 − 𝛼2 − 𝜏2

] 

Sehingga next generation matrix-nya diperoleh 

𝑲 = −𝑭𝑽−𝟏 

𝑲 =

[
 
 
 
 
 
 −

−𝛽1𝑆 + 𝛽3𝐼𝐶
𝜇 + 𝛼1 + 𝜏1

−
𝛽3𝐼𝐷

𝜇 + 𝛼3

0

−
−𝛽4𝐼𝐶

𝜇 + 𝛼1 + 𝜏1

−
−𝛽2𝑆 + 𝛽4𝐼𝐷

𝜇 + 𝛼3

0

−
−𝛽3𝐼𝐶 − 𝛽4𝐼𝐶
𝜇 + 𝛼1 + 𝜏1

−
−𝛽3𝐼𝐷 − 𝛽4𝐼𝐷

𝜇 + 𝛼3

0
]
 
 
 
 
 
 

 

Perhitungan bilangan reproduksi dasar pada artikel 

ini hanya akan dilakukan pada kasus titik kritis bebas 

penyakit yaitu {𝑆 =
Λ

𝜇
, 𝐼𝐶 = 0, 𝐼𝐾 = 0, 𝐼𝐾𝐶 = 0, 𝑅𝐶 =

0, 𝑅𝐾 = 0, 𝑅𝐾𝐶 = 0}. Substitusi titik kesetimbangan ini 

pada matriks 𝑲, sehingga diperoleh. 
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𝑲 =

[
 
 
 
 

Λ𝛽1

𝜇(𝜇 + 𝛼1 + 𝜏1)
 0 0

0
Λ𝛽2

𝜇(𝜇 + 𝛼3)
0

0 0 0]
 
 
 
 

 

Selanjutnya menentukan nilai eigen dari 𝑲 untuk 

menentukan bilangan reproduksi dasar, diperoleh 

𝜆1 =
Λ𝛽1

𝜇(𝜇 + 𝛼1 + 𝜏1)
 , 𝜆2 =

Λ𝛽2

𝜇(𝜇 + 𝛼3)
, 𝜆3 = 0 

𝜆1  dan 𝜆2  merupakan nilai eigen dominan 

sehingga diperoleh 2 bilangan reproduksi dasar 

yaitu 𝜆1 = 𝑅01 =
𝛬𝛽1

𝜇(𝜇+𝛼1+𝜏1)
 sebagai bilangan 

reproduksi dasar untuk penyakit difteri sedangkan 

𝜆2 = 𝑅02 =
𝛬𝛽2

𝜇(𝜇+𝛼3)
 sebagai bilangan reproduksi 

dasar untuk Covid-19. 

Pada saat 𝑅01 < 1  dan 𝑅02 < 1  maka titk kritis 

bebas penyakit akan stabil, artinya kedua penyakit 

tersebut akan hilang dari populasi. Pada saat 𝑅01 > 1 

dan 𝑅02 < 1  mengakibatkan titik kritis bebas 

penyakit tidak stabil. Kondisi 𝑅01 > 1 

mengakibatkan penyakit difteri akan ditemukan  

pada populasi. Pada saat 𝑅01 < 1  dan 𝑅02 > 1 

mengakibatkan titik kritis bebas penyakit tidak 

stabil. Kondisi 𝑅02 > 1  mengakibatkan penyakit 

Covid-19 akan ditemukan pada populasi. 

 

Simulasi Numerik 

Simulasi numerik yang dilakukan dari model 

epidemik koinfeksi penyakit Difteri dan Covid-19 

menggunakan program Matlab R2012b. Nilai 

parameter yang digunakan diambil dari berbagai 

macam referensi dan asumsi yang disajikan dalam 

tabel di bawah ini.  

Tabel 4.1 Paramater dan nilai yang digunakan 

Parameter Nilai Sumber 

Λ 1  Asumsi 

𝛽1 0.57 / hari (Puspita dkk, 2017) 

𝛽2 0.6594 / hari (Ullah dan Khan, 

2020) 

𝛽3 0.04 / hari Asumsi 

𝛽4 0.045 / hari Asumsi 

𝛼1 0.5 / hari (Puspita dkk, 2017) 

𝛼2 0.0125 / hari Asumsi 

𝛼3 1/15  (Yang dan Wang, 

2020) 

𝜏1 0.05 Asumsi 

𝜏2 0.005 Asumsi 

𝜀1 0.1 per hari Asumsi 

𝜀2 0.71 per hari Asumsi 

𝜀3 0.11 per hari Asumsi 

𝜇 0.901  Asumsi 

 Dengan nilai awal 𝑆(0) = 0.1; 𝐼𝐷(0) = 0.01; 𝐼𝐶(0) =
0.05; 𝐼𝐷𝐶(0) = 0.1; 𝑅𝐷(0) = 0.5; 𝑅𝐶(0) = 1; 𝑅𝐷𝐶 = 1 
dan semua nilai parameter pada tabel 4.1. Simulasi 

dilakukan dalam rentang waktu 100 hari. Pada 

penelitian ini telah dilakukan analisis sensitivitas 

yang menghasilkan parameter dengan sensitivitas 

tertinggi yaitu parameter  

 
Gambar 4.1 Simulasi untuk titik kritis bebas 

penyakit pada 𝑹𝟎𝟏 < 𝟏 dan 𝑹𝟎𝟐 < 𝟏 

Gambar 4.1 menunjukkan bahwa pada hari ke-10 

dan seterusnya, populasi manusia yang terinfeksi 

penyakit Difteri dan Covid-19 akan sembuh sehingga 

tidak ditemukan lagi kedua penyakit pada populasi 

manusia. Hasil ini menunjukkan eksistentsi titik 

kritis bebas penyakit yang stabil. Semua sub-populasi 

akan menuju ke titik nol kecuali sub-populasi 

manusia rentan. Selanjutnya dengan memodifikasi 

nilai  β2 = 0.1594  akan menghasilkan simulasi 

seperti gambar 4.2.  
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Gambar 4.2 Simulasi untuk titik kritis difteri pada 

saat 𝑹𝟎𝟏 > 𝟏 dan 𝑹𝟎𝟐 < 𝟏 

Gambar 4.2 menunjukkan bahwa pada hari ke-15 

dan seterusnya, populasi manusia yang terinfeksi 

penyakit difteri akan tetap ditemukan di dalam 

populasi sedangkan populasi manusia yang 

terinfeksi penyakit Covid-19 akan sembuh atau 

dengan kata lain penyakit Covid-19 akan hilang dari 

populasi manusia. Hasil ini menunjukkan eksistensi 

titik kritis Difteri yang stabil. Semua sub-populasi 

akan menuju ke titik nol kecuali sub-populasi 

manusia rentan, sub-populasi manusia yang 

terinfeksi Difteri, dan sub-populasi manusia yang 

telah sembuh dari penyakit Difteri. Selanjutnya 

dengan memodifikasi nilai μ = 0.901  akan 

menghasilkan simulasi seperti gambar 4.3.  

 

 
Gambar 4.3 Simulasi untuk titik kritis Covid-19 

pada saat 𝑹𝟎𝟏 < 𝟏 dan 𝑹𝟎𝟐 > 𝟏 

Gambar 4.3 menunjukkan bahwa pada hari ke-5 dan 

seterusnya, populasi orang yang terinfeksi penyakit 

Difteri akan sembuh, artinya penyakit difteri tidak 

akan ditemukan lagi pada populasi. Sementara, 

populasi manusia yang terinfeksi Covid-19 akan 

tetap ditemukan dalam populasi. Hasil ini 

menunjukkan eksistensi titik kritis Covid-19 yang 

stabil. Semua sub-populasi akan menuju ke titik nol 

kecuali sub-populasi manusia rentan, sub-populasi 

manusia yang terinfeksi Covid-19, dan sub-populasi 

manusia yang telah sembuh dari penyakit Covid-19. 

Hasil penelitian yang diperoleh ini lebih baik jika 

dibandingkan dengan hasil penelitian dari (Artiono 

dkk, 2020) jika ditinjau dari model yang dihasilkan 

dan analisis dinamik yang dilakukan. Pada model 

yang dihasilkan telah dilakukan analisis terhadap 

eksistensi titik kritis bebas penyakit, titik kritis 

Difteri, dan titik kritis Covid-19. Meskipun titik kritis 

koinfeksi Difteri dan Covid-19 yang bentuknya 

kompleks telah dapat dihasilkan Pada penelitian ini, 

juga telah dihasilkan 2 bilangan reproduksi dasar 

yang menjadi syarat eksistensi penyakit Difteri dan 

penyakit Covid-19 pada populasi. 

 

PENUTUP 

SIMPULAN 

Penelitian ini telah menghasilkan model koinfeksi 

penyakit Difteri dan Covid-19. Model dibangun 

berdasarkan karakteristik dari masing-masing 

penyakit seperti, penyebaran melalui droplet, gejala 

penyakit, dan proses penyembuhan (recovery).   

Berdasarkan hasil pembahasan, diperoleh 4 titik 

kritis yaitu titik kritis bebas penyakit, titik kritis 

penyakit Difteri, titik kritis Covid-19 dan titik kritis 

endemik koinfeksi penyakit Difteri dan Covid-19. 

Dengan menggunakan next generation matrix, 

terdapat 2 bilangan reproduksi dasar yaitu 𝑅01 =
𝛬𝛽1

𝜇(𝜇+𝛼1+𝜏1)
 sebagai bilangan reproduksi dasar untuk 

infeksi penyakit difteri, dan 𝑅02 =
Λ𝛽2

𝜇2+𝜇𝛼3
 sebagai 

bilangan reproduksi dasar untuk infeksi Covid-19. 

Pada saat 𝑅01 < 1 dan 𝑅02 < 1 maka titk kritis bebas 

penyakit akan stabil, artinya untuk periode waktu 

tertentu kedua penyakit akan hilang dari populasi. 

Pada saat 𝑅01 > 1 dan 𝑅02 < 1 maka titik kritis bebas 

penyakit menjadi tidak stabil dan ini berarti bahwa 

penyakit difteri akan ada di dalam populasi, 

sementara ketika 𝑅01 < 1  dan 𝑅02 > 1  maka 

penyakit Covid-19 akan ada di dalam populasi. Hasil 
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ini didukung oleh simulasi numerik yang 

menunjukkan ketiga titik kritis. 

SARAN 

Untuk penelitian selanjutnya disarankan perlu 

mempertimbangkan pembagian kasus OTG, ODP 

dan PDP sehingga pembahasan mengenai kasus 

koinfeksi difteri dan Covid-19 lebih luas lagi dan hasil 

yang diperoleh lebih mendekati kondisi 

sesungguhnya di masyarakat. 
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