MATHunesa

Jurnal Ilmialh Matematiko Volume 09 No 02
e-ISSN : 2716-506X | p-ISSN : 2301-9115 Tahun 2021

ANALISIS DINAMIK MODEL KO-INFEKSI PENYAKIT CAMPAK DAN COVID-19
DENGAN MEMPERHATIKAN PEMBERIAN VAKSIN
Sukma Nardi Safitri

Program Studi Matematika, FMIPA, Universitas Negeri Surabaya
e-mail : sukma.17030214020@mbhs.unesa.ac.id

Rudianto Artiono
Program Studi Matematika, FMIPA, Universitas Negeri Surabaya
e-mail : rudiantoartiono@unesa.ac.id

Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis dinamik model ko-infeksi antara penyakit Campak
dan Covid-19. Kedua penyakit memiliki beberapa kesamaan antara lain sumber penyakit yang
berasal dari virus, cara penyebaran, manifestasi klinis, hingga pemberian vaksin. Sejak 30 Januari
2020, WHO secara resmi menetapkan tahap ‘darurat kesehatan global” setelah adanya laporan
terjadi 213 kasus meninggal dan 9.692 kasus infeksi baru Covid-19 dari total 31 provinsi yang
ada di China. Sementara, Indonesia sebagai negara terpadat keempat di dunia juga memiliki
resiko tinggi terhadap Covid-19. Selain itu, menurut WHO di Indonesia juga masih terjadi
penyebaran penyakit Campak dengan tingkat penularan yang tinggi. Model matematika terkait
penyebaran kedua penyakit perlu dikonstruksi untuk mengetahui eksistensinya di dalam
populasi. Analisis dilakukan untuk menentukan titik kesetimbangan, kestabilan, dan bilangan
reproduksi dasar. Penelitian ini menghasilkan empat titik kritis, yaitu titik kritis bebas penyakit,
titik kritis Campalk, titik kritis Covid-19, dan titik kritis Campak dan Covid-19. Terdapat dua
bilangan reproduksi dasar yang menjadi indikator eksistensi titik kritis campak dan titik kritis
Covid-19 yaitu Ry, dan R,,. Pada saat R,, = 0,5926 dan R,, = 0,3750 maka menunjukkan
eksistensi titik kritis bebas penyakit yang stabil. Pada saat R,, =1,1428 dan R,, = 0,8913 maka
menunjukkan eksistensi titik kritis penyakit Campak yang stabil. Demikian pula ketika R, =
0,9373 dan R,, = 1,1895 maka menunjukkan eksistensi titik kritis Covid-19 yang stabil. Hasil
ini dapat ditunjukkan pula melalui simulasi numerik menggunakan MATLAB untuk t (waktu)
menuju tak hingga.

Kata kunci: Pemodelan, ko-infeksi, Campak, Covid-19

Abstract

This study aims to analyze the dynamics of the co-infection model between Measles and Covid-19. The two
diseases have several similarities, including the source of the disease originating from the virus, the way it
is spread, clinical manifestations, and vaccines. Since January 30, 2020, WHO officially declared the stage
of a 'global health emergency' after reports of 213 deaths and 9,692 new Covid-19 infections from a total of
31 provinces in China. Meanwhile, Indonesia as the fourth most populous country in the world also has a
high risk of Covid-19. In addition, according to WHO, in Indonesia there is still the spread of measles with
a high transmission rate. Mathematical models related to the spread. of the two. diseases need to be
constructed to determine their existence in the population. The analysis is performed to determine the
equilibrium point, stability, and basic reproduction number. This research resulted in four critical points,
namely the disease-free critical point, the Measles critical point, the Covid 19 critical point, and the Measles
and Covid-19 critical point. There are two basic reproduction numbers that are indicators of the existence
of the measles critical point and the Covid-19 critical point, namely R, and R,,. When Ry, = 0.5926 and
Ro,= 0.3750, it indicates the existence of a stable disease-free critical point. When Ry, = 1.1428 and R,
= 0.8913, it indicates the existence of a stable measles critical point. Likewise, when R, = 0.9373 and
Ro,= 1.1895, it shows the existence of a stable Covid-19 critical point. This result can also be demonstrated
through numerical simulation using MATLAB for t (time) to infinity.

Keywords : Modelling, co-infection, Measles, Covid-19
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PENDAHULUAN

Penyakit Coronavirus (Covid-19) pertama kali
muncul di Wuhan, Ibukota Provinsi Hubei, China
pada Desember 2019. Penyakit ini disebabkan oleh
Coronavirus 2 yang juga dikenal sebagai SARS-CoV-
2 (WHO, 2020; Yang et.al., 2020:165). Sejak berita
Covid-19 muncul pada akhir Desember 2019 laluy,
para pakar kesehatan di seluruh dunia mulai
meningkatkan persiapan menghadapi kemungkinan
penyebaran virus Corona ke negara-negara di dunia.
Bersamaan dengan itu, tahap ‘darurat kesehatan
global’ telah resmi diumumkan oleh WHO pada
tanggal 30 Januari 2020 dikarenakan adanya laporan
bahwa terdapat 9.692 kasus terinfeksi dan 213 kasus
meninggal dari 31 provinsi di China (Almuttaqi,
2020:13).

Menurut (New England Journal of Me, 2020)
dilaporkan bahwa penularan Covid-19 dapat terjadi
dari individu yang telah terinfeksi virus maupun
individu yang belum bergejala atau yang dikenal
dengan istilah Orang Tanpa Gejala (Rothe et.al.,
2020:970-971). Namun, ketika seseorang terinfeksi
Covid-19 maka orang tersebut tidak akan langsung
mengalami gejala-gejalanya. . Manifestasi klinis baru
akan muncul dengan jarak 5 sampai 7 hari, jarak ini
disebut sebagai masa inkubasi virus. Beberapa gejala
yang muncul selama masa inkubasi ini antara lain
demam (suhu > 38°C), batuk, bersin, dan sesak
napas (Novel, 2020:145; Jin et.al., 2020:1002-1009;
Tosepu et.al., 2020138436). Droplet (tetesan uap air)
yang keluar dari saluran pernapasan individu yang
terinfeksi Covid-19 ketika batuk dan bersin, dimana
virus ini yang nantinya akan menginfeksi orang lain
(Wang, 2020:441-447; Bai, 2020:1406-1407).

Indonesia sebagai salah satu negara berkembang
dan terpadat keempat di dunia memiliki resiko
tinggi terhadap penyebaran Covid-19. Pada 2 Maret
2020, Presiden Jokowi mengkonfirmasi adanya
pasien Covid-19 pertama di Indonesia yang terus
bertambah hingga saat ini. Sampai dengan 27
November 2020 terdapat sebanyak 522.581
orang terinfeksi Covid-19 dengan 16.521

kasus
orang
diantaranya meninggal dunia, sedangkan untuk
skala global sebanyak 60.534.526 kasus

terinfeksi Covid-19 dan 1.426.101 orang meninggal

orang

dunia (Djalante et.al., 2020; Gugus tugas percepatan
penanganan Covid-19, 2020; WHO, 2020).
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Pertambahan kasus Covid-19 yang signifikan
menyebabkan perubahan fungsi rumah sakit yang
menjadi rumah sakit rujukan untuk pasien Covid-19.
Tenaga medis di beberapa rumah sakit juga lebih
diprioritaskan untuk menangani pasien-pasien
Covid-19. Akibatnya, orang yang terinfeksi penyakit
menular lainnya menjadi takut untuk berobat ke
rumah sakit atau tidak tertangani dengan baik.

Salah satu jenis penyakit menular di Indonesia
yang memiliki angka penularan tinggi menurut
WHO adalah penyakit Campak. Penyakit ini
merupakan penyakit menular (infeksius) yang biasa
disebut Morbili atau Measles (Parker et.al., 2010;
Sihotang et.al., 2019). Sama halnya dengan penyakit
Covid-19, penyakit campak juga mudah menyebar
melalui sistem pernapasan, terutama saat orang
yang telah terinfeksi bersin, batuk, maupun
berbicara dan mengeluarkan percikan air liur atau
cairan dari sistem pernapasan (Kemenkes, 2017a;
Hanratty et.al., 2000). Seseorang yang terinfeksi virus
ini akan mengalami beberapa manifestasi klinis
yang muncul pada hari ke-7 hingga ke-18 (Goodall,
1931). Beberapa gejala yang akan dialami sama
seperti gejala yang muncul pada pasien Covid-19
yaitu demam (suhu >38°C) yang terjadi selama 3-5
hari, batuk, pilek, gejala kojungtivitas, dan timbul
bercak merah yang bertahan selama 4-8 hari
(Fiebelkom et.al., 2014; Heinzerling et.al., 2005).

Pada tahun 1980, sebelum imunisasi meluas,
diperkirakan lebih dari 20 juta orang di seluruh
dunia terinfeksi Campak. Penyaki ini memiliki
angka kematian setiap tahunnya yang mencapai 2,6
juta jiwa dan kematian terbanyak pada usia anak-
anak 1-5 tahun (Kemenkes, 2018). Sejak tahun 2019,
kasus suspek campak di Indonesia mencapai 8.819
kasus yang tersebar di berbagai daerah seperti Aceh,
Jawa Tengah dan DKI Jakarta (Kemenkes, 2019).
Berdasarkan data, sehingga perlu dibuat penelitian
terkait penyakit Campak. Salah satu upaya yang
dilakukan
mengatasi penyebaran penyakit Campak adalah

oleh pemerintah Indonesia untuk
melaksanakan program eliminasi campak yang
ditargetkan pada tahun 2021 untuk regional Jawa-
Bali. Sayangnya, sejak terjadi pandemi Covid-19,
cakupan dari program ini menurun. Pada periode
Januari hingga April 2020, 18 provinsi mencapai
cakupan eliminasi campak kurang dari 40% (Buletin

2021).
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terinfeksi ini akan

mengalami beberapa manifestasi klinis yang mulai

Seseorang yang virus
muncul antara jarak 7 sampai 18 hari (Goodall,
1931:73). Beberapa gejala yang akan dialami sama
seperti gejala yang muncul pada pasien Covid-19
yaitu demam (suhu >38°C) yang terjadi selama 3-5
hari, batuk, pilek, gejala kojungtivitas, dan timbul
bercak merah yang bertahan selama 4-8 hari
(Fiebelkom dkk, 2014:4823-4839; Heinzerling dkk,
2005:2287-2294).

Jika cakupan vaksin yang diberikan rendah dan
orang yang terinfeksi penyakit campak tidak
mendapatkan pengobatan sebagaimana mestinya di
rumah sakit karena adanya pengalihan fungsi
rumah sakit menjadi rumah sakit rujukan Covid-19
maka dimungkinkan penyakit ini akan kembali
menjadi pandemik. Penelitian ini dilakukan untuk
mengetahui dinamik dari penyakit Campak dan
Covid-19 sesuai dengan kondisi saat ini dimana
kedua penyakit ini telah ada di dalam suatu
populasi. Analisis dinamik kedua penyakit
dilakukan melalui pembuatan model matematika
yang dilanjutkan dengan analisis titik kritis dan
penentuan bilangan reproduksi dasar serta simulasi
numerik untuk melihat eksistensi kedua penyakit

pada suatu populasi.

KAJIAN TEORI
Sistem Persamaan Diferensial
Sistem persamaan diferensial adalah sistem yang
memuat k persamaan diferensial dengan k fungsi
yang bergantung pada variabel a, a,, as, ..., a; dan t.
Secara umum, persamaan diferensial orde-k
dapat dituliskan sebagai:
b® = f(t,b,b,..,b* V)b eR,t €R 2.1)
Dimana b,b’,...,b% D adalah variabel yang
bergantung pada t dimana t menyatakan waktu.
Apabila didefinisikan b = a,b’ = a,, ..., kD =
k, maka a; = a,,a; =as,..,a,_; = a; , sehingga
a, = f(tay,a,,..,a,) Maka
persamaan diferensial linier orde pertama dapat

diperoleh sistem

dinyatakan sebagai:

da,
o fittay, az, - ai)
da,

= fz(t, (11, az, ™ ak)

dt
: 2.2)
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day

5 = htanas . a)

Sistem (2.2) disebut sistem linier, jika fungsi
fi, f2) -, fx merupakan fungsi-fungsi linier dari
variabel a;, a,, ..., a,, (Boyce dan Diprima, 2001).

Menurut Ross (2004),
dikatakan nonlinear jika memenubhi

suatu sistem dapat
beberapa
kriteria, yaitu:

a) Variabel terikat yang berpangkat lebih dari satu
menyertakan turunannya.

b) Mengalikan  variabel  terikat  dan/atau
turunannya.

c) Variabel terikat dan turunannya memiliki fungsi
transdental.

Model SIR

Model epidemi ini adalah model dasar penularan
dan penyebaran penyakit yang diperkenalkan oleh
Kermack-McKendrick pada tahun 1927 (Kermack
dkk, 1927). Model epidemi ini dapat disumsikan
menjadi 3 subpopulasi, yaitu Susceptible (S), Infected
(I), dan Recovery (R). Model SIR dapat digambarkan
melalui kompartemen berikut:

BSI
S |

vl

Gambar 1. Diagram model SIR

Dari diagram tersebut, dapat diturunkan suatu
model persamaan diferensial nonlinear sebagai
berikut:

as

w = TP
L_psi—yl  (23)
L= BSI—y :
dR

==yl

dt
dimana:
E - laju pertumbuhan populasi individu rentan
dt
pada waktu ¢

% = laju pertumbuhan populasi individu terinfeksi

pada waktu ¢

z—f = laju pertumbuhan populasi individu sehat
pada waktu ¢

S = kelompok manusia rentan (Susceptible)

I = kelompok manusia terinfeksi (Infected)

R = kelompok manusia yang telah sembuh dari
penyakit (Recovery)
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f = parameter interaksi antara manusia rentan
dengan manusia terinfeksi
y = parameter interaksi antara manusia terinfeksi
dengan manusia yang telah sembuh
Titik Kritis
Titik kritis adalah titik yang tidak dapat berubah
seiring waktu, oleh karena itu padabilat = 1,2, ...,n
nilai titik tersebut tidak akan berubah. Dengan
menggunakan metode substitusi dapat memperoleh
titik kritis.
Definisi :
Titik % = (%, %,, ..., %,) disebut sebagai titik
kritis suatu sistem x = f(x) jika memenuhi
f (%1, %3, ..., Xy) = 0 (Edwards dkk, 2000).

Matriks Jacobi
Matriks Jacobi merupakan matriks yang
memiliki komponen fungsi fi, f5, ..., f, dengan _ag ;(f)
J

adalah entri matriks pada titik kritis ¢ , yang
merupakan turunan parsial pertama dari f;(¢)
terhadap variabel x,1<isnl1l<j<n, pada titik
§ER™

9£1(§) af1(§)
0x4 0x,
] = : :
9fa(§) 0fn(§)
0x; 0x,

Nilai Eigen dan Vektor Eigen
“Misalkan H merupakan matriks dengan
ukuran n X n, ada satu vektor bukan 0 pada R"
disebut vektor eigen dari H, sehingga Hx adalah
kelipatan skalar x.
Hx = Ax (2.4)
A merupakan skalar yang disebut nilai eigen H dan
x merupakan vektor eigen H relatif terhadap 4.”
Nilai eigen dari matriks H dapat dijabarkan
melalui persamaan berikut:
Hx = Alx (2.5)
atau
AU -Hx=0 (2.6)
dimana I merupakan matriks identitas. A harus
memiliki satu solusi tak nol dari persamaan (2.6)
untuk menjadi nilai eigen, jika
det(Al —H)x =0 (2.7)
Persamaan (2.7) disebut persamaan karakteristik
matriks H (Anton dan Rorres, 2004).
Kestabilan Titik Kritis
Dengan menganalisis kestabilan titik kritis, sifat-
sifat penyelesaian persamaan diferensial dapat
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ditentukan. Kestabilan titik kritis dapat ditentukan
oleh nilai eigen.

Menurut Teorema dari (Olsder dan Woude, 2003),
Terdapat suatu sistem persamaan diferensial @ =
&),

mempunyai k nilai eigen berbeda A4,4,,..

dengan H suatu matriks nxXn yang
s A
dengan k < n. Akan berlaku:

1. Jika dan hanya jika setiap komponen real dari
nilai eigen kompleks bernilai tak positif
(Re(A) < 0,Vk = 1,2,...,n) dan jika setiap nilai
eigen real bernilai tak positif (4, <0,Vk =
1,2, ...,n) maka dikatakan stabil asimtotik

Jika dan hanya jika setiap komponen real dari
nilai eigen kompleks bernilai tak positif
(Re(Ax) £ 0,¥k = 1,2, ...,n) dan jika setiap nilai
eigen real bernilai tak positif (4, <0,Vk =
1,2, ...,n ) maka dikatakan stabil

Jika dan hanya jika setiap komponen real dari
nilai eigen kompleks bernilai tak positif
(Re(A) > 0,Vk = 1,2,...,n) dan jika setiap nilai
eigen real bernilai tak positif (4, >0,Vk =
1,2, ...,n) maka dikatakan tidak stabil

Next Generation Matrix

Matriks yang menghubungkan jumlah individu
yang baru terinfeksi ke populasi yang berbeda
secara berurutan sesuai sistem yang ada di notasikan
dengan K dan disebut Next Generation Matrix.
Misalkan x merepresentasikan kelas terinfeksi
penyakit, dan y merepresentasikan kelas yang tak
terinfeksi pnyakit. F; sebagai matriks rata-rata
jumlah individu yang baru terinfeksi penyakit, dan
V; sebagai matriks rata-rata penurunan jumlah
individu terinfeksi (Diekmann dkk, 2009). Dimana F
dan V merupakan matriks dengan ukuran n X n,
didefinisikan sebagai:

dengan (7°) merupakan titik kritis bebas penyakit.

(2.8)

Selanjutnya didefinisikan matriks K = —FV~! yang
di sebut Next Generation Matrix (Diekmann dkk,
2009).
ditentukan dengan mencari nilai eigen yang paling

Nilai dari bilangan reproduksi dasar bisa

dominan pada matriks K,

Bilangan Reproduksi Dasar (R)
Bilangan reproduksi dasar Ro)

merepresentasikan suatu bilangan sebagai ambang

batas penularan penyakit yang diakibatkan oleh
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individu terinfeksi pada populasi yang rentan.
(Driessche, 2017).

Bilangan reproduksi dasar dari sistem persamaan
dapat diperoleh dengan nilai eigen matriks Jacobian
yang dihitung pada titik kritis bebas penyakit.
Karakteristik R, yaitu:

1. Ketika R; <1, maka penyakit akan hilang,
sehingga jumlah individu yang rentan maupun
sembuh lebih banyak daripada populasi
individu yang terinfeksi.

Ketika R, = 1, maka penyakit akan tetap ada
dan stabil, namun tidak menimbulkan wabah.
Ketika Ry, >1, maka penyakit akan terus
meningkat menjadi epidemi sehingga jumlah
individu yang rentan maupun sembuh lebih
sedikit daripada populasi

terinfeksi (Diekmann dkk, 2009)

individu yang

METODE
Jenis Penelitian
Penelitian ini merupakan studi literatur yang
mengkaji tentang analisis dinamik model ko-infeksi
penyakit Campak dan Covid-19. Penelitian ini
dilakukan secara bertahap yaitu: penyusunan
titik  kritis,
bilangan

model, analisis analisis stabilitas,

penentuan reproduksi dasar dan
analisisnya serta simulasi numerik.
Rancangan Penelitian

Penelitian diawali dengan studi literatur, serta
menyusun asumsi dan batasan masalah. Kemudian
membentuk model epidemik, penentuan titik kritis,
serta  menganalisis  kestabilan.  Selanjutnya,
menggunakan NGM untuk menentukan R, ,
kemudian justifikasi R, berdasarkan titik kritis
bebas penyakit, serta melanjutkan simulasi numerik
model ko-infeksi penyakit Campak dan Covid-19.
Sumber Data Penelitian

Tidak ada tahapan perolehan data primer,
sehingga data yang digunakan sebagai sumber
merupakan data sekunder dari berbagai artikel.
Artikel yang digunakan adalah artikel yang

membahas tentang penyakit Campak dan Covid-19.

PEMBAHASAN

Proses pemodelan matematika untuk kedua
penyakit dikembangkan dari model dasar
penyebaran penyakit SIR yang dikembangkan oleh

Kermack-Mckendrik pada tahun 1927 dengan
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memodifikasi jumlah populasi sesuai dengan
karakteristik dari model kedua penyakit (Kermack
dan McKendrick, 1927). Model yang dikembangkan
merupakan hasil modifikasi dari model ko-infeksi
yang telah dikembangkan oleh Okosun dan
Makinde pada tahun 2014 (Okosun & Makinde,
2014).

populasi, yaitu ( S ) menyatakan sub-populasi

Pada penelitian ini terdapat 7 kelas sub-

manusia rentan, (Ix ) menyatakan sub-populasi
terinfeksi (Ic)
menyatakan sub-populasi manusia terinfeksi Covid-
19, ( Ixc ) menyatakan sub-populasi manusia
terinfeksi penyakit Campak dan Covid-19, (Ry)
menyatakan sub-populasi manusia yang sembuh

manusia penyakit Campak,

dari penyakit campak, ( R;) menyatakan suub-
populasi manusia yang sembuh dari Covid-19, (Rk¢)
menyatakan sub-populasi manusia yang sembuh
dari penyakit Campak dan Covid-19.

Berikut ini adalah beberapa asumsi yang
diberikan untuk menghasilkan kondisi ideal dan
memberikan batasan terhadap pembentukan model.
a) angka kelahiran dan angka kematian yang sama,
b) populasi bersifat tertutup (tidak terjadi migrasi),
¢) populasi bercampur secara homogen, d) terdapat
kematian yang disebabkan oleh penyakit, e) tidak
terjadi re-infeksi baik di penyakit Campak maupun
Covid-19, dan f) seseorang hanya menerima satu
jenis vaksin saja yaitu vaksin Campak atau vaksin
Covid-19. Model matematika disusun berdasarkan
kompartemen yang ada pada gambar 2.

A

p1S p2S

R¢

’ v

Gambar 2. Model k‘cl)mpartemen klé—infeksi penye{lkit
Campak dan Covid-19
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Berdasarkan gambar 2, model matematika yang

terbentuk adalah sebagai berikut:

S'=A=pS—pS— A —p)piSIk — (1 —
p2)B2SIc — uS

I" = (1 = p)BiSIx — mulxle — 81l — ol — plk

Ic" = (1 = p)B2SIc — mplgle — 631c — plc

Ixc' =Mkl +n2lxle — 82lxc — lke — wlkc

Ry’ = 811k + p1S — Ry

Rc' = &3¢ + p,S — pRc

Ric' = 820kc — URkc

dengan

(4.1)

A :tingkat rekrutmen

p1 : tingkat pemberian vaksin Campak

p, : tingkat pemberian vaksin Covid-19

p1 : tingkat infeksi dari manusia yang rentan
menjadi terinfeksi Campak

p, : tingkat infeksi dari manusia yang rentan
menjadi terinfeksi Covid-19

n, © tingkat infeksi dari manusia yang terinfeksi
campak menjadi terinfeksi Covid-19

n, @ tingkat infeksi dari manusia yang terinfeksi
Covid-19 menjadi terinfeksi Campak

0; : tingkat kesembuhan dari manusia yang
terinfeksi Campak

6, : tingkat kesembuhan dari manusia yang
terinfeksi Campak dan Covid-19

03 : tingkat kesembuhan dari manusia yang

terinfeksi Covid-19
u :tingkat kematian alami
o tingkat kematian yang diakibatkan oleh

penyakit
Pada penelitian ini, semua parameter diasumsikan
bernilai positif.

Selanjutnya menentukan . titik kesetimbangan
dari sistem persamaan (4.1) dengan menetapakan
ruas kanan dari setiap sub-populasi sama dengan
nol. Berikut ini titik kritis yang diperoleh.

1. Titik Kritis Bebas Penyakit
A

{S u+p1+pz'lc 0320 el B

Apz _ Apq A,
= < — WVaTsa—w, RKC —- 0
(utp1+p2)u (utp1t+p2)u

Titik Kritis Penyakit Campak
{s - I =0, I =

B1(upr+op1+81p1—u—0-61) (A31,01 + up, + up, +
opy +0py + 81p1 + 81p; — ABy + p? + po + ué,),

_ _ _ (uto+61)p2
lke =0, RCI_ B1(p1—-D

A — 12p, —
uﬁl(up1+ap1+51pl—u—a—61)( Proipr = 1P,

2uapy — P8,y + udip, — 0’py — a81py +
081p; + 187 py — AB1Sy + U8y + pod; +

1%, R = 0}
Titik Kritis Penyakit Covid-19

Rk

u+o+84

B1(p1-1)
1

’ K —
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ut63 _
. Ba(pz-1)" ¢
FrGmritaransy AB2p2 + upy + upy + 83p1 +
83p; — APy + U + p83), Iy = 0,Igc = 0,R; =
— 2 —
uB2(1p2+83p2—p—83) (AB283p2 = 1Pz + 3P,

1830, + 85py — ABy 83 + u?Ss + ud3), Ry =
_ (u+63)p1

B2(p2-1)
Titik Kritis Ko-infeksi

5=

yRgke =0

TEEI := {S = S* Iy = I, I, = I}, Ic = lic, Rk =

Ri,Rc = R{, Ry = Ry} . Titik kritis ko-infeksi

tidak memungkinkan untuk dituliskan pada

artikel ini karena bentuknya yang kompleks.

Salah satu hal penting dalam pemodelan

penyebaran penyakit adalah untuk mengetahui
apakah suatu penyakit akan tetap berada pada suatu
populasi atau akan menghilang dari populasi
tersebut dalam waktu yang lama. Hal ini dapat
diperoleh dengan cara menganalisis model yang
telah dihasilkan. Berikut ini beberapa analisis yang
dilakukan pada penelitian ini untuk mengetahui
eksistensi penyakit Campak dan Covid-19.
Analisis Titik Kritis

Syarat terjadinya infeksi dapat diperoleh ketika
populasi manusia terinfeksi lebih dari 0, dalam hal
ini maka [y > 0 dan I, > 0.
Titik kritis penyakit campak akan eksis ketika

1
T B1(up1+0p1+81p1—p-0—61) (APrpy + upy + ppy +
ap; +0py + 81py + 81p; — APy + p* + po + pud;) >0

Syarat ini dapat dipenuhi ketika

AB1(1-pq)
— = >1d <1
(+p1+p2) (uto+67) -
AB1(1-pq)

Ketika nilai ————————
(p+p1+p2)(u+o+81)
titik kritis penyakit Campak akan eksis.

Sementara, titik kritis penyakit Covid-19 akan eksis
ketika

Iy

> 1 dan p; < 1, maka

1
e m(/\ﬁzi’z + upr + pup, + 8301 +

8302 — APy + 1% +ud3) >0
Syarat ini dapat dipenuhi ketika

AB2(1-p3)
3% Lh4 501 Ayl
AB2(1-p3)

Ketika nilai Grpetp) (43D

titik kritis penyakit Covid-19 akan eksis.

> 1 dan p, <1, maka

Analisi Kestabilan

Dari sistem persamaan (1) dan titik kritis bebas
penyakit, diperoleh Matriks Jacobian sebagai
berikut:
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a;; a; a43 0 0 0 0
0 a, 0 0 0 0 0
0 0 a3 0 0 0 0
L=l0o 0 0 a2 0 0 o
pp 8 0 0 —u 0 0
\p20530 0—;10/
O 0 0 & 0 0 —-pu
dimana,
a1 = —H—=P1— P2
a, = AB1p1—ABy
utpitpz
a; = AB2p2—AB2
utpitpz
AB1p1—APB1
2= g, MO0
AB2p2—AB;
3= e, H T
Qoo =—p—0— 08,
Sehingga untuk analisis stabilitas dapat

diperoleh dengan cara menganalisis semua nilai

eigen pada titik kritis bebas penyakit. Terdapat 7

nilai eigen sebagai berikut.

1. Apy=-—pu—p1—py semua perameter
diasumsikan bernilai positif, sehingga nilai
eigen untuk 7y, selalu bernilai negatif.

2. Adpp=—pu—0o—-6, , semua perameter
diasumsikan bernilai positif, sehingga nilai
eigen untuk Ay, selalu bernilai negatif.

3. gy = — BrorreUtO N Papa APz eigen 1,
utp1+pz
akan bernilai negatif jika dipenuhi syarat
: AB2(1-p3)
berikut ————*—
T oo (r6y)
4 Aoa=-— ((wtp+p)u+o+6)+

pt+p1+ps

AB1py — ABy), nilai eigen A, akan bernilai negatif
jika dipenuhi syarat berikut
AB1(1-p1)
(u+p1+p2)(uto+84)
5. A¢gs=—u , semua perameter diasumsikan

bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk 45
selalu bernilai negatif.

6. Agg=—u , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk Ay
selalu bernilai negatif.

7. Adg;=-—p , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk A,;
selalu bernilai negatif.

Hasil ini menunjukkan bahwa tiitik kritis bebas
penyakit akan stabil asimptotik jika syarat pada nilai
AB2(1-p2)

eigen Ay; dan Ay, dipenuhi yaitu Gipeto ) (43D

AB1(1-pq)
—_— <1
dan (u+p1+p2)(pto+81)

Selanjutnya akan ditunjukkan analisis kestabilan
untuk titik kritis penyakit Campak dari sistem
persamaan (4.1). Diperoleh Matriks Jacobian sebagai
berikut:

Ay Az a3 0
Ay 0 a3 0
0 0 ay O
L= 0 0 ay3 ayq
pr 6, 0 0 —u
p2 0 46 0 0 -—u
0 0 0 & 0 0 —pu

o O o oo
[=Ne oo NoNe)

Dimana
P (p1—1)ABy
11 u+o+8,

a; =—(u+o+6)
_ (uto+61)(p2-1D)B2

a =
13 (P1-1D)pf1
(p1=DAB1+(u+p1+p2)(Ut+0+81)
a1 = —
u+o+6,
a _ o1 —DAB1+(u+p1+p2) (H+0+81)]m1
23 —

(p1—1)(pto+81)p1

a3z = m((m DABim + (u+o+

O)[(pr =D+ 63)p1—(p—D(u+o+

8Bz + (u+ p1 + p2)n2l)
_ [Cpa=DAB1+(u+p1+p2)(+0+61)1(1+12)
(p1=1)(u+0+61)B1
Ayq = —(U+ 0+ 8;)

Sehingga untuk analisis stabilitas dapat
diperoleh dengan cara menganalisis semua nilai
eigen pada titik kritis penyakit Campak. Berikut ini
7 nilai eigen yang diperoleh.

1. i1 =—-u—0—239, semua perameter
diasumsikan bernilai positif, sehingga nilai
eigen untuk A, selalu bernilai negatif.

QAy3

2. Ap= 2u+a+6 —(A .81P1_A.31+(A2.31P1

20%BEpy + 4Au* By py + 8Auo By py +
8AuB161py + 4A*B1p; + 8Aa 1 81p; +
40 8T py + 4uPpy + 413 py + 120 0py +
12u%0p, + 12u%8,p1 + 12u%6,p, +
12uc?p, + 12uc?p, + 24ucsip; +
24uc8,p, + 12ubip, + 12ubip, + 403p, +
403p, + 1202%68,p, + 1202%58,p, +
12062p, + 12062p, + 463p, + 483p, +
NBF — AAp* By — 8Aua By — 8AuB 81 —
4AG2B, — 8AG B, 61 — 4AB 62 + 4t +
12ud0 + 1238, + 12u?0? + 24?66, +
12u%62 + 4uc® + 12uc?s8; + 12ucd? +
4#(513)1/2)

3. Az = 2u+a+6 ——— (AB1py — ABy — (N BFpf —
20%BEpy + 4Ap*Bypy + 8Auo By py + 8AUS S1py +
4A0*B1py + 8AGB 81py + 4AB16Tpy + 4ppy +
4uBp, + 12uP0p; + 12ulap, + 12u28,p, +
12u%68,p, + 12uc?p, + 12u0%p, + 24ucbip; +



ap>

Up2
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24u061p2 + 12,1151p1 + 12;161 py +403p; +
403p, + 12028,p1 + 120%8,p, + 1206%p; +
12068 p, + 46ip, + 467 Pz + N2 BF — 4AP By —
8Aucf; — 8AuB,8; — 4Ac2p, — 8Ac B, 6, —
AN 6% + 4u* + 12uB0 + 12u36, + 12202 +
24u?c8; + 12u%6% + 4uc® + 12uc?6; +
121062 + 4u83)'/2)

Analisis kestabilan untuk dua nilai eigen dapat
diperoleh dari persamaan kuadrat aA? + bA +
c=0, dengan syarat 4;, <0 dan 4,3 <0.
Kondisi ini dapat terjadi ketika —g <0 dang <
0 yang diperoleh dari penjumlahan serta
perkalian akar-akar persamaan kuadrat.

dengan menggunakan rumus akar persamaan
kuadrat akan diperoleh
Ay = —b+\/2b:—4ac (4.3)
—b—yb?%-4ac
Az = ” (4.4)

dari persamaan diatas dapat diketahui:

a=p+o+6;

b = ABy — AB1py

c=—(u+0+8)ABpy +1ps + pp, +0py +

— ABy + p? + po + puéy)

sehingga

_ b AB:(1-p1)
a u+o+68,

= p; <1,dan

= - f+o+0; ((u+ 0+ 8)(AByps + pps +

a
+0py+0p, — APy + U + po + b)) <0
AB1(1-pq) >1
(utp1+p2)(uto+61)
nilai eigen 4, dan 4,5 akan bernilai negatif jika
AB1(1-p1) =1
(u+p1+p2)(ut+o+81)

<0

dipenuhi syarat berikut
danp, <1

- _ 1 2 A
Aa = B (utot60) (ABim2p1 + 1°B1p1

12 B2pz + 1nzpy + Unapy + HOB1py —
2u0B,p, + aNypy + 0Nyp, + uP61p1 +
UB183p1 — 2uP261p5 + 61m2p1 + 611202 —
02Byp2 + 0B183p1 — 20,810, + B16:183p1 —
B287py — ABimy — PPy + PPy + P, —
poPy + 2uof, + pon, — upPi 6y — puPi6s +
2uB,61 + ubin, + Uzﬁz — 0B85 + 20056, —
B161083 + B,62), nilai eigen A, akan bernilai
negatif jika dipenuhi syarat berikut.

AB1m2(1-p1)
(u+0+81)((u+0+81)(B2(1—p2)—n2)+(u+83)p1 (1— P1))
danp; <1
A5 =—p , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk A;5
selalu bernilai negatif.
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6. Aig=-—pu , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk 24
selalu bernilai negatif.

7. A; =—p , semua perameter diasumsikan

bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk 2,
selalu bernilai negatif.

Hasil ini menunjukkan bahwa tiitik kritis penyakit
Campak akan stabil asimptotik jika syarat pada nilai

eigen M2Aiz dan Ay, dipenuhi  yaitu
L_pl) > 1 p <1 dan
(utp1+p2)(u+o+81) 1 !
AB1m2(1-p1)
(ut+0+81)((n+0+81)(B2(1-p2)=12)+(1+83)B1 (1~ pl))
Selanjutnya  akan  ditunjukkan analisis

kestabilan untuk titik kritis penyakit Covid dari
sistem persamaan (4.1). Diperoleh Matriks Jacobian

sebagai berikut:
a1 a; a3 0 0 0 0
0 a, 0 0 0 0 0
az; asz; 0 0 0 0 0
Js=| 0 as,; 0 ay O 0 0
pr & 0 0 -u 0 0
p, 0 8 0 0 —u O /
00 0 & 0 0 -u
Dimana
—1)A
ay = (P2#+;3 B2
B=— (u+83)(p1—1)B1
(p2-1)p2
a;3 = —(¢ + 93)
(yy = — m((ﬁz DAL + (u+

03)[(pr =D+ 63)p —(p — D +o+

8)B2 — (U + p1 + p2)ml)
_ (p2=DAB2+(u+p1+p2)(1+83)

az; = 45,

D, = [(p2—1D)AB2+(u+p1+p2) (1 +83)]n2
(p2—1)(u+83) B2

P [(p2=DAB2+(pu+p1+p2) (U+83)](11+72)
(p2=1)(u+83)p2

Ay = —(U+0+6,)

Sehingga untuk analisis stabilitas dapat diperoleh
dengan cara menganalisis semua nilai eigen pada
titik kritis penyakit Campak. Berikut ini 7 nilai eigen
yang diperoleh.

1. Ay =—u—0—20,, semua perameter
diasumsikan bernilai positif, sehingga nilai
eigen untuk A,; selalu bernilai negatif.

2. Ay =S——(ABpy — APy + (NP3 p3 —

2 u+6
20% B3 py + AMp? Bopy + BAUS,83p, +
4B, 63 p, + 41 py + 4P py + 1207 85p; +
12u*83p, + 12085 p, + 12u85p, +
4ud3py + 4udip, + N7 — 4AEPS, —
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8Aﬂ3263 - 4‘A326§ + 4‘#4 + 12#363 +
124262 + 4us3) /2)

1 1

3. A= §#+—(53(Aﬁ2p2 — AB, — (N*B3p5 —
202 B3 py + ANUP Bopy + BAUB,83p; + 4ABL 65, +
4pPpy + 4pPpy + 1247 83p1 + 1207 85p, +
12u83py + 12083 p, + 4ud3py + 4udip, +
N7 — 4N B, — 8AUB, 85 — 40B, 65 + 4u* +
12438, + 124262 + 4u82)'/2)

Analisis kestabilan untuk dua nilai eigen dapat
diperoleh dari persamaan kuadrat aA* + bA +
c¢=0, dengan syarat 4,, <0 dan 1,3<0.
Kondisi ini dapat terjadi ketika —Z <0 dang <
0 yang diperoleh dari penjumlahan serta
perkalian akar-akar persamaan kuadrat.

dengan menggunakan rumus akar persamaan
kuadrat akan diperoleh
—b+yVb2-4
App = =7 (5)
—-b—Vb2-4
A2z = 2a = (6)
dari persamaan diatas dapat diketahui:
a=u+ 63

b = AB; — AB;p;
¢ =—(u+683)ABaps + 1ups +upy + 63p1 +
83pz — APy + p? + uds)

sehingga
_b_ _AB(1=p2) <0
a u+d3
=p, <1,dan
1
o= = (U4 85)(DBopz + py + ppz +
3
8301 + 8302 — AP, + p? + 63)) < 0
AB2(1-p3)
(u+p1+p2)(u+63)
nilai eigen 4,, dan 4,3 akan bernilai negatif jika
. . . AB2(1-p3)
dipenuhi syarat berikut Giprtonaron > 1 dan
p2 <1
1
4. Ay = (AB2m1p2 — 12Bipy +

B2(p2—-1)(u+83)
12 B2pz + nipy + un1pas + poPops — 21B183p1 +
UB261p2 + UP203p, + 83m1py + E3n1p, +
028302 — 183 p1 + B28183p; — ABomy + 1By —
W2 By + uPny — uofy + 2upfi 83 — uPa8; — 1Pr83 +
p8sm; — 0283 + 163 — ,6,83) , nilai Ay, akan
bernilai negatif jika dipenuhi syarat berikut.

AB2n1(1-p2) <
(u+683)(B1(1=p1) (u+83)+11 (u+p1+p2) = B2 (1=p2) (u+0+81))
1,danp, <1

5. A5 =-—u , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk A5
selalu bernilai negatif.
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6. Ays=-—u , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk 2,4
selalu bernilai negatif.

7. A3 =-p , semua perameter diasumsikan
bernilai positif, sehingga nilai eigen untuk 4,
selalu bernilai negatif.

Hasil ini menunjukkan bahwa tiitik kritis penyakit
campak akan stabil asimptotik jika syarat pada nilai

eigen Az A3 dan A, dipenuhi  yaitu
AB2(1-p2)
(H+p1+p2) (1+83) ! p2<1 ! dan

ABan1(1-p2) <
(u+63)(B1(A1—p1) (u+83)+11 (u+p1+p2)—B2(1-p2) (u+0+61))
Bilangan reproduksi dasar (R,)

1.

Menentukan bilangan reproduksi dasar pada
persamaan (4.1), yaitu dengan mencari nilai eigen
optimum yang diperoleh dari Next Generation
Matrix. Pada matriks, terdapat matriks F yang terdiri
dari F; yang menunjukkan rata-rata jumlah individu
baru yang terinfeksi, terdiri dari I', I, dan I’ pada
(4.1), sehingga diperoleh:
F1=Q = p)piSlk — mlklc
Fy = (1 = pa)B2Sle — nplgle
Fsz =mlxlc +n2lxlc
Matriks Jacobian dari F dapat ditulis sebagai berikut:

(4.5)

-0F, 0F, 0F;
ol dlc  dlkc
_|oF, o7, o7,
F=150 %ic o
aF; 0F3 0F3
TP TR T
(1 = p1)B:S —mlic Mk 0
= -2l (1 =p)B2S —1m2lx O
mle +n.l¢ Nlx + 12l 0

Selanjutnya, terdapat matriks V yang terdiri dari
V; yang menunjukkan rata-rata penurunan jumlah
individu yang terinfeksi, terdiri dari I, ¢, dan Ix;'
pada (4.1), sehingga diperoleh:
Vl = _6111( - O'IK - /,lIK
V, = =63l — plc
Vs = =6,1Ixc — olxc — plkc
Matriks Jacobian dari V dapat ditulis sebagai berikut:

(4.6)

OV, 9V, oV
oIk dlc  dlkc
v, v, o
V= olx  alc  dlkc
Vs Vs Vs
Lo a1c  dikc
—0, —0 — U 0 0
0 —6;— U 0
0 0 —6,—0c—u

Sehingga dapat diperoleh,
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K=-Fy1
(pr — DBS +mlc N1lk
B Si+o+p B 63+ p
_ n2l¢ (p2 = DB,S + nlk
B B Si+o+p B 63+ p
—N1lc —n3lc =Nl — Malg
B 6+o+p B 63+ p
Dalam artikel ini, perhitungan bilangan

reproduksi dasar hanya akan dilakukan pada
kasus titik kritis bebas penyakit. Substitusikan titik
kritis bebas penyakit pada matriks K, sehingga

diperoleh
(p1-1)AB1
(u+p1+p2)(S1+o+p) 0 0
K= 0 (p2—1)AB;
(u+p1+p2)(63+1)
0 0 0

Selanjutnya, menentukan nilai eigen dari matriks K

untuk bilangan reproduksi dasar, diperoleh
day = AB1(1-p1)

(utp1tp2)(S1to+u)
AB2(1-p3)

T (utp1+p2) (8341
A33 =0

A31 dan A3, merupakan nilai eigen paling
dominan sehingga diperoleh bilangan reproduksi
dasar Ry, = A3, sebagai bilangan reproduksi dasar
untuk penyakit Campak, dan R,, =43, sebagai
bilangan reproduksi dasar penyakit Covid-19.

Pada saat Ry, <1 dan R,, < 1 maka titik kritis
bebas penyakit akan akan stabil, sehingga untuk
suatu periode waktu tertentu baik penyakit Campak
maupun penyakit Covid-19 akan hilang dari
populasi. Pada saat Ry, > 1 dan R,, < 1 maka titik
kritis bebas penyakit menjadi tidak stabil, sehingga
akan ditemukan penyakit Campak pada satu
populasi sementara penyakit Covid-19 akan hilang
dari populasi tersebut. Sementara ketika Ry, <1
dan Ry, > 1 juga akan mengakibatkan titik kritis
bebas penyakit menjadi tidak stabil. Kondisi ini
berarti bahwa penyakit Covid-19 akan ditemukan
pada suatu populasi sementara penyakit Campak
akan hilang dari populasi.

Analisis Bilangan Reproduksi Dasar (Rg)

32

Bilangan reproduksi dasar merupakan nilai
eigen yang berasal dari kestabilan titik kritis. Dalam
kasus ini kestabilan titik Kritis yang diambil adalah
titik kritis bebas penyakit, dengan mengambil nilai
eigen dari kestabilan titik kritis bebas penyakit, yaitu
A3 dan 4,. Pada saat R,, < 1 dan R,, < 1 maka titik
kritis bebas penyakit akan stabil, sehingga untuk
periode waktu tertentu kedua penyakit tersebut
akan hilang dari populasi. Pada saat ®,, > 1 dan
Ry, < 1 maka titik kritis bebas penyakit tidak akan
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stabil, sehingga untuk penyakit Campak akan
berada di populasi, begitupula Ry, < 1danR,, > 1
mengakibatkan penyakit Covid-19 akan berada di
populasi. Pada saat Ry, >1 dan Ry, >1 akan
mengakibatkan ko-infeksi penyakit antara Campak
dan Covid-19 ada didalam populasi.
Bukti:
Ay =— (utp1+p2)(U+63)+AB2p2—AB> <0
Ht+p1tp2

Sehingga, diperoleh

(p2—1)AB>
(H+p1+p2)(83+1)
Hasil dari 4; = R,,, maka Ry, < 1.

Selanjutnya, untuk A, diperoleh:
_ (ptp1+p2)(u+0+81)+AB1p1—ABy

A3=_

/14_ = <0
utp1tpz
Sehingga, diperoleh
1= — (p1—1)AB:1
4 (utp1+p2)(81+0+k)

Hasil dari 4, = Ry, maka Ry, < 1.
Karena Ry, <1 dan R, < 1, maka titik kritis bebas
penyakit akan stabil, sehingga untuk periode waktu
tertentu penyakit Campak dan Covid-19 akan hilang
dari populasi.
Simulasi Numerik

Simulasi numerik dari model epidemik ko-
infeksi penyakit Campak dan Covid-19 diperoleh
dengan menggunakan ODE45 dan program
MATLAB R2012b. Nilai parameter diperoleh dari
beberapa referensi serta asumsi yang di sajikan pada
tabel berikut.

Tabel 1. Parameter dan nilai yang digunakan

Parameter Nilai Sumber
A 1 Asumsi
o) 0,2 (Aziziah, 2017)
o 0,3 Asumsi
b1 04 (Aziziah, 2017)
5 0,21 (Yulidazglezl(r)l) Karim,
M 1/7 Asumsi
UE 1/5 Asumsi
61 0,2 Asumsi
0, 0,4 Asumsi
5, 0,0356 (Yulidazzlz(r;) Karim,
U 04 Asumsi
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o 0,00002 Asumsi

Dengan  nilai awal  S5(0) =0,3; I(0) =
0,01; Ic(0) = 0,1; Ixc(0) = 0,1; R (0) = 0; Rc(0) =
0; Rgc(0) = 0. Simulasi dilakukan dalam waktu 200
hari. Pada penelitian ini telah dilakukan analisis

sensitivitas yang menghasilkan parameter dengan
sensitivitas tertinggi yaitu parameter u.

Human Population
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Gambar 3. Simulasi untuk titik kritis bebas
penyakit pada saat Ry, = 0,5926 dan R,, = 0,3750
Gambar 3 menunjukkan bahwa pada hari ke-10

L I L I
1 20 30 40

dan seterusnya, populasi manusia yang terinfeksi
penyakit Campak dan Covid-19 akan sembuh
sehingga tidak ditemukan lagi kedua penyakit pada
populasi manusia. Hasil ini menunjukkan eksistensi
titik kritis bebas penyakit yang stabil. Semua sub
populasi akan menuju ke titik nol kecuali sub-
populasi manusia rentan, sub-populasi sembuh dari
penyakit Campak dan sub-populasi sembuh dari
Covid-19. Selanjutnya dengan memodifikasi nilai
u = 0,2. Akan menghasilkan simulasi seperti gambar
4.

Hurnan Population
25 T T T

Ik

lke ]
Rk
Re
Rke [

Population

0s

|
e :
0 20 40 60 a0 100 140 160 180 200

Timeidays)

120

Gambar 4. Simulasi untuk titik kritis penyakit
Campak pada saat Ry, = 1,1428 dan R, = 0,8913
Gambar 4 menunjukkan bahwa pada hari ke-15
dan seterusnya, populasi manusia yang terinfeksi
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penyakit Campak akan tetap ditemukan di dalam
populasi yang
terinfeksi penyakit Covid-19 akan sembuh atau
dengan kata lain penyakit Covid-19 akan hilang dari

sedangkan populasi manusia

populasi manusia. Hasil ini menunjukkan eksistensi
titik kritis penyakit Campak yang stabil. Semua sub-
populasi akan menuju ke titik nol kecuali sub-
populasi manusia rentan, sub-populasi manusia
yang terinfeksi Campak dan sub-populasi manusia
yang telah sembuh dari Campak. Selanjutnya

dengan  memodifikasi  nilai u = 0,05; p; =

0,42 danp, = 0,52 akan menghasilkan simulasi

seperti gambar 5.
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Gambar 5. Simulasi untuk titik kritis penyakit
Covid-19 pada saat Ry, = 0,9373 dan R, = 1,1895

Gambar 5 menunjukkan bahwa pada hari ke-40
dan seterusnya, populasi manusia yang terinfeksi
penyakit Campak akan sembuh, artinya penyakit
Campak tidak akan ditemukan lagi pada populasi.
Sementara, populasi manusia yang terinfeksi Covid-
19 akan tetap ditemukan di dalam populasi. Hasil ini
menunjukkan eksistensi titik kritis Covid-19 yang
stabil. Semua sub-populasi akan menuju ke titik nol
kecuali sub-populasi manusia rentan, sub-populasi
manusia yang terinfeksi Covid-19 dan sub-populasi
manusia yang telah sembuh dari Covid-19.

Hasil
merupakan bentuk penyempurnaan dari penelitian
yang telah dilakukan oleh (Artiono dkk, 2020).
Penelitian ini telah menggunakan dua jenis penyakit

yang diperoleh dari penelitian ini

untuk membangun model matematika yaitu
penyakit Campak dan Covid-19, menghasilkan
empat titik kesetimbangan dan

kestabilannya, serta dua bilangan reproduksi dasar

syarat-syarat
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yang menjadi indikator eksistensi penyakit dalam
suatu populasi.

PENUTUP

SIMPULAN

Penelitian ini telah menghasilkan model matematika
ko-infeksi penyakit Campak dan Covid-19 yang
dibangun berdasarkan karakteristik dari kedua
penyakit dan dikaji berdasarkan perubahan waktu.
Terdapat empat titik kritis yang dihasilkan dari
model, yaitu titik kritis bebas penyakit, titik kritis
penyakit Campalk, titik kritis penyakit Covid-19, dan
titik kritis ko-infeksi Campak dan Covid-19. Masing-
masing titik kritis memiliki syarat kestabilan yang
harus dipenuhi agar masing-masing titik kritis
tersebut dapat eksis. Terdapat dua bilangan

yang diperoleh dari Next
i AB1(1-py1)
 (uHpatpa)(Srta+i)
sebagai bilangan reproduksi dasar untuk penyakit
_ AB2(1-p3)

T (uHp1+p2)(83+i)
reproduksi dasar penyakit Covid-19. Pada saat
Ry, < 1danR,, < 1 maka titik kritis bebas penyakit

akan stabil, sehingga untuk periode waktu tertentu
kedua
Sementara, pada saat Ry, >1 dan Ry, <1 maka

reproduksi dasar

Generation ~Matrix, yaitu R,

Campak, dan R, sebagai bilangan

penyakit akan hilang dari populasi.
titik kritis bebas penyakit menjadi tidak stabil,
artinya pada suatu populasi akan ditemukan
sesorang yang terinfeksi penyakit Campak.
Demikian pula ketika Ry, <1 dan Ry, > 1 maka
akan ditemukan seseorang yang terinfeksi penyakit
Covid-19.
SARAN

Untuk penelitian selanjutnya disarankan lebih
memperhitungkan adanya penyakit bawaan yang
dapat mengakibatkan kematian pada orang yang
terinfeksi Covid-19, serta mempertimbangkan aspek
umur pada setiap individu.
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