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ABSTRAK

Misal S himpunan berhingga dan 1 koleksi
himpunan bagian dari S yang memenuhi 3 syarat.
Pasangan himpunan terurut S dan T yang ditulis
M = (5,1) disebut matroid. Himpunan bebas
maksimal pada matroid M disebut basis. Himpunan
tak bebas minimal pada matroid M disebut sirkit.
Untuk A € S, rank dari A yang dinotasikan p(A4)
adalah p(4) = maksimum {|X|:X € A, X €T1}.
Rank dari matroid M yang dinotasikan sebagai
p(M) adalah rank dari himpunan S. Dapat dibentuk
dual matroid M* dengan menggunakan B(M)
koleksi basis dari sebuah matroid M pada himpunan
S. Basis dari M* disebut kobasis dari M, sirkit dari
M* disebut kosirkit dari M, dan rank dari M*
disebut korank dari M. Untuk semua A < S berlaku
p (D) =Al+p(S—A) —p(M), jika ANA"=
@, maka ada sebuah basis B dengan A € B dan
A* € B*. Subset X dari S adalah basis dari M jika
dan hanya jika X adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap kosirkit
dari M. Subset X dari S adalah sebuah sirkit dari M
jika dan hanya jika X adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap kobasis
dari M. Matroid M* adalah dual pada matroid M,
sedangkan matroid M adalah dual pada matroid M*.

Kata kunci : matroid dan dual matroid, basis,
sirkit, rank, kobasis, kosirkit, korank

I. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang
Matematika yang sudah ada sejak tahun 1736 dan
diperkenalkan oleh matematikawan terkenal dari
Swiss bernama Euler. Salah satu teori yang
merupakan perkembangan dari teori graf adalah
teori matroid. Matroid telah diperkenalkan oleh
Whitney [1935] untuk mempelajari aspek planarity
dan aspek aljabar dalam graf, oleh MacLane [1936]
untuk mempelajari k geometric lattices, dan oleh
van der Waerdon [1937] untuk mempelajari
kebebasan pada ruang vektor. Beberapa teori
tentang matroid telah dibahas pada beberapa skripsi

yaitu oleh Maria Isdiyana [2005] dengan judul
Pengantar Matroid yang membahas mengenai
konsep-konsep dasar matroid beserta karakterisasi
matroid dengan mengenalkan  sistem-sistem
aksioma berbeda dan membuktikan kesetaraannya,
oleh Rina Miftahul Jannah [2005] dengan judul
Beberapa Sifat Matroid yang membahas beberapa
sifat penting dari matroid dan oleh Heni Agustina
[2007] dengan judul Representasi Geometris
Matroid yang membahas mengenai representasi
geometris pada matroid. Selanjutnya, dengan
adanya beberapa skripsi tersebut penulis ingin
mengetahui lebih dalam mengenai teori matroid
dan penulis memilih salah satu teori pada matroid
yaitu dual pada matroid.

Adapun tujuan dari penulisan ini adalah untuk
mengkaji  tentang teori matroid khususnya
membahas mengenai basis, sirkit dan rank serta
mengkaji  tentang dual matroid khususnya
membahas mengenai kobasis, kosirkit dan korank.

1. KAJIAN TEORI

Pada bagian ini akan dijelaskan beberapa
kajian teori yang digunakan untuk pembahasan
pada bab selanjutnya.

2.1 Himpunan

Definisi

Himpunan adalah koleksi dari benda atau obyek
yang didefinisikan dengan jelas. Objek-objek pada
himpunan disebut elemen atau anggota dari
himpunan. Himpunan A adalah subset dari
himpunan B ditulis A € B jika dan hanya jika
semua elemen dari himpunan A adalah elemen dari
himpunan B. Himpunan A adalah subset sejati dari
himpunan B ditulis A c B jika dan hanya jika A
subset dari B tetapi A # B. Irisan dua himpunan A
dan B ditulis An B adalah AN B = {x|x € A dan
x € B}. Gabungan dua himpunan A dan B ditulis
AUB adalah AUB ={x|x €A atau x € B}.
Pengurangan dua himpunan A dan B ditulis A — B
adalah A — B = {x|x € A dan x ¢ B}. Himpunan
A dan himpunan B adalah himpunan saling lepas
jikanANB =0@.
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Teorema 2.1.1

Jika X dan Y adalah himpunan berhingga, maka
X UYadalah berhingga. Selanjutnya [XuY|<
[X| + Y], dan jika X dan Y adalah himpunan saling
lepas, maka [X U Y| = |X]| + |Y]. [4]

2.2 Matroid

Definisi 2.2.1

Misal S adalah himpunan berhingga dan I adalah
koleksi himpunan bagian dari S yang memenuhi :
(ioel

(i) JikaX e TdanY € X, makaY €1

(iii) Jika X dan Y adalah anggota dari T dengan
[X|=1Y|+1, maka ada x € X—Y sehingga
Yu{x}el

maka pasangan himpunan terurut S dan T ditulis
M = (S,1) disebut sebagai matroid. [10]

Contoh 2.2.1 :
1. Misal S = {ab,c} dan
I = {0{a},{b}{c}.{a, b}.{a,c},{b,c}}, S

dan T membentuk sebuah matroid.
Definisi 2.2.2

Elemen-elemen dari S disebut elemen dari matroid
M. Anggota-anggota T disebut himpunan bebas dari
M. Subset-subset dari S yang bukan anggota I
disebut himpunan tak bebas dari M. Koleksi
himpunan tak bebas dilambangkan dengan D.
Himpunan bebas yang maksimal adalah himpunan
bebas yang tidak termuat dalam himpunan bebas
lainnya. Basis dari matroid M adalah sebuah
himpunan bebas yang maksimal dari M. Koleksi
basis dari M dinotasikan sebagai B(M). Sirkit dari
matroid M adalah himpunan tak bebas yang
minimal dari M. Koleksi sirkit dari M
dilambangkan dengan C(M). Misal A adalah
himpunan bagian dari S, rank dari A yang
dinotasikan p(A) adalah p(4A) = maksimum
{IX]:X € A, X €1}. Rank dari matroid M yang
dinotasikan sebagai p(M) adalah rank dari
himpunan S. [10

Aksioma 2.2.1
Misal B(M) adalah koleksi basis dari matroid M
maka :

i). B(M) # @ dan tidak ada himpunan di B(M)
yang memuat anggota lainnya di  B(M).

ii). Jika B;,B, € B(M) dan x € B;, maka ada
y € B, sedemikian sehingga (B; —{x})u
{y} € B(M).[10]

Lemma 2.2.1

Misalkan M adalah matroid pada himpunan S dan
B(M) adalah koleksi basis dari M. Jika B;,B, €
B(M), maka untuk setiap e € B, — B, terdapat
f € B, — B, sedemikian sehingga B; — {e} U {f} €
B(M). [6]

Akibat 2.2.1

Misal M adalah matroid pada himpunan S dan
A € S. Maka semua himpunan bebas maksimal dari
A mempunyai kardinalitas yang sama. [10]

Teorema 2.2.1

Jika A adalah himpunan bebas dari matroid M pada
himpunan S, maka untuk setiap x €S, AU {x}
memuat paling banyak satu sirkit. [10]

Definisi 2.2.6

Beberapa sifat dari sirkit yang langsung mengikuti

dari definisi sirkit antara lain :

(i) Setiap subset sejati dari sirkit adalah
himpunan bebas. Jadi, jika C; dan C, adalah
sirkit yang berbeda, maka C; € C,.

(ii) Jika C adalah sirkit, maka p(C) = |C| — 1.

(iii) Sebuah matroid M pada himpunan S tidak
mempunyai sirkit jika dan hanya jika semua
subset dari S adalah himpunan bebas. Maka S
adalah basis dari matroid S. [10]

Akibat 2.2.2
Semua basis dari matroid M pada himpunan S
mempunyai kardinalitas yang sama dengan rank
dari M. [10]

I1. PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas tentang dual
matroid dan beberapa teorema yang berhubungan
dengan matroid dan dual matroid khususnya
mengenai hubungan basis, sirkit, rank, kobasis,
kosirkit dan korank.

Teorema 3.1

Misal S # @,M = (S,T) adalah matroid dengan
B(M) koleksi basis pada M.

Jika B*(M) = {S— B|B € B(M)} dan I* = {I|I <
B*,B* € B* (M)}, maka M*=(S,I*) adalah
matroid dengan koleksi basisnya 8*(M).



Bukti :

Karena T # @, maka B(M) # @ sehingga B*(M) #
Q.

(i) @ < B* dengan B* € B*(M) sehingga @ € T*.

(ii))Misalkan I, € T* maka I, € B* untuk suatu
B* € B*(M).

Jikal, € I, maka I, € B* sehingga I, € I*.

(iii) Misalkan I, dan I, adalah anggota I*,
dengan |I,| = |I,] + 1.

Akan dibuktikan :3x € I, — I, 3 I, U {x} € T".

Kasus 1 : Jika I, bukan merupakan himpunan
maksimal di T*. Berdasarkan definisi I*, karena I,
bukan himpunan maksimal maka 3Ix€S3 1, U
{x} el

Kasus 2 : Jika I, merupakan himpunan maksimal di
I*.Karena I, himpunan maksimal di I*, maka
I, € B*(M) sehingga I, =S — B, untuk suatu
B € B*(M). Berdasarkan definisi matroid, 3x €
SaLuU{x}el. Lu{x}eB (M) sehingga
Lu{x}eTl.

Jadi terbukti bahwa (S, 1) adalah matroid.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 8*(M) adalah
basis untuk M* = (S,1*). Untuk membuktikan
B*(M) adalah basis untuk M* = (S,1%), akan
dibuktikan bahwa :

(i) Setiap B* € B*(M), makaB* € T*

(ii) Setiap subset sejati dari elemen B*(M) bukan
merupakan anggota B*(M)

langkah-langkah pembuktiannya, dijabarkan pada
langkah di bawah ini.

(i) Berdasarkan definisi T, maka V B* € 8*(M)
maka B* € B* sehingga B* € T*.

(ii) Misalkan B* € 8*(M) dan A c B* (A subset
sejati B*).

Karena A c B*, berdasarkan definisi 8* (M) maka

AcS—B, untuk suatu B € B(M) dengan B

adalah elemen maksimal di 1. Sehingga A ¢
B*(M).

Jadi terbukti B*(M) merupakan koleksi basis dari
matroid M* = (S,T").

Definisi 3.1

Misal M adalah matroid pada himpunan S dan
B(M) adalah koleksi basis dari matroid M. Misal
B*(M) = {S — B|B € B(M)} adalah koleksi dari
komplemen koleksi basis matroid M. Matroid pada
himpunan S dengan 8*(M) adalah koleksi basisnya
disebut dual pada matroid M dan dinotasikan M*.

Selanjutnya
(i) S—(S—B)=Bmaka (B")*=B

(i) VXcB maka X el Jadi (1) =1 Jadi
(M*)* = M.

Contoh 3.1 :

Diberikan suatu matroid M = (S,1)
dengan S = {a, b,c} dan
I = {0,{a}, {b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}}. Matroid
tersebut  memiliki  koleksi  basis B(M) =
{{a, b},{a, c},{b, c}}. Dengan koleksi basis tersebut
dapat dibuat basis 8*(M) dengan B*(M) = {S —
B|B € 8(M)} sehingga B*(M) = {{c},{b},{a}}.
Dari basis 8B*(M) tersebut dapat dibuat T* =
{9,{a}, {b},{c}}. Misal M*=(S,1") adalah
matroid. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa
M*=(S5,1") dengan S = {a,b,c} dan T =
{9,{a}, {b},{c}} adalah sebuah matroid.

Definisi 3.2

Basis dari M* disebut kobasis dari M. Sirkit dari M*
disebut kosirkit dari M. Rank dari M* disebut
korank dari M dan dinotasikan p*(M).

Teorema 3.2 :
Misalkan M dan M* adalah dual matroid pada
sebuah himpunan S.
Untuk semua A < S berlaku
p*(4) = |Al + p(S — A) — p(M)
Bukti :

Misalkan A €S dan B* adalah sebuah
basis dari M* sedemikian sehingga |B* n A| adalah
maksimum. B adalah sebuah basis dari M dengan
|B N (S — A)| adalah maksimum.

(B*NA)c A dan (B*nA) c B*. Karena
(B* N A) c B* atau (B* N A) subset dari himpunan
bebas maksimal pada matroid M*, maka (B* N A)
merupakan himpunan bebas pada matroid M* atau
(B*n A) €T*, dimana T* adalah himpunan bebas
pada matroid M*.



Dari definisi fungsi rank p*(4) = maks {|X]: X c

A, X € 1"} dan dari diketahui bahwa |B* n A| adalah

maksimum dengan (B*NA)c A,(B*NA)eT

maka

p*(4) = |B* n 4| (D)

(BN(S—A)) c(S—A) dan (Bn (S—A)) cB.

Karena (BN (S — A)) c B atau B N (S — A) subset

dari himpunan bebas maksimal pada matroid M,

maka BN (S —A) merupakan himpunan bebas

pada matroid M atau (B n (S — A)) € 1.

Dari definisi fungsi rank p(S— A) = maks

{IX|:X c (§ — A), X € 1} dan dari diketahui bahwa

|B N (S — A)| adalah maksimum dengan

(BN (S—A)) c(S—A4),(Bn(S—A)elmaka

p(S—A)=|Bn(S—4)| 2

Perhatikan bahwa

B*NA=AnNnB* (komutatif irisan)

={x|x € Adanx € B*}
={x|x e Adanx € S — B}
=A-B
=(A—B)U(4A—A)
=A—-—(BNnA) (sifat
pengurangan (A — B) U
A-C0)=4-BnC) ..03)

Bn(S—A)={x|x e Bdanx € (S — A)}
=B—-A
=(B—-A)U(B—-B)
=B—-(ANB)

(sifat pengurangan
A-B)uAd-0)=
A—(BNn0()) ...(4)

Dari (3) diperoleh
[B*nA| =|A—-(BnA)
= |A| — |Bn 4] ()
Untuk membuktikan |[A — (B nA)| = |A| —|B n
A|, dibagi menjadi 2 kasus :
a) (BNA)=¢
b) (BNA)+0

e Untuk kasus (B N A4) = @,
Karena A — (B N A) saling lepas dengan (B n A)
sehingga |A — (B N A)| dapat ditambahkan dengan
[(B n A)| diperoleh
[A—(BnAI+IBNAl=|(A-0)|+]0]=I|4]|
Maka
[A—(BnA)|+I|BnA|l=]|A|
|A—(BnA)|=I|Al-1BnAl

e Untuk kasus (B N A) # 0,
karena A — (B n A) saling lepas dengan (B N A)
sehingga |A — (B n A)| dapat ditambahkan dengan
[(B n A)| diperoleh
[A—(BnA)|+|BnA|
=|(A-—(BNnA)U((BNA))| (Teorema2.1.8)

=[(An(BNAYUBNA))| (definisiA—B
=|(An(B*ua))u((BnA)| (DeMorgan)

=|(AnA uB))u((BNnA)| (komutatif
gabungan)
=1((AnAa)u@nB))u((BnA)| (dari
sifat distributive

=(@u@AnB))u((BNnA)
[(ANnB*) U (B nA)|

[(An B*) U (AN B)|

|An (B*UB)|
=1An((S-B)UB)|
=|AnS|=|A|

Maka

A= (BnA)|+|BnAl=|A|
|A—(BnA)|=I|Al - |BnA|
Selanjutnya

dari (5) diperoleh
IB*nAl=1A-(BnA)|=I|Al—|(BnA)

...(6)

dan

dari (4) diperoleh

BN (S—A)=|B-(AnB)|

BN (S—A)|=|Bl—|(AnB)|

BN (S—A)| =pM)—|BnA|... Akibat2.2.5.1
IBNAl=pM)—|Bn(S—A4)| (7
Sehingga dari (1) dan (6) diperoleh

p*(4) = |B* n Al = |A| —|B n A

p*(A) = |B*nA|l = |Al = (p(M) = |B N
-4 dari (7)

(komutatif irisan)
(distributif)

p (A =IB"nAl=1Al+|Bn(S—A)| -
p(M) p*(A) = |Al + p(S —A) — p(M)  dari (2)

Lemma3.1:

Misal M adalah matroid pada sebuah himpunan S.
Jika A € S adalah himpunan bebas di M, maka
S — A memuat sebuah kobasis dari M. Demikian
juga, jika A* € S adalah himpunan bebas di M*,
maka S — A* memuat sebuah basis dari M.

Bukti :

Jika A € S adalah himpunan bebas di M maka ada
sebuah basis B dari M dengan A € B sehingga
S — A memuat kobasis B* dari M.

Demikian juga, jika A* < S adalah himpunan bebas
di M* maka ada sebuah kobasis B* dari M dengan
A* € B* sehingga S — A* memuat basis B dari M.

Teorema 3.3 :

Misal M adalah matroid pada himpunan S. Jika A
dan A* adalah subset-subset dari S dengan AN
A* = @, A himpunan bebas di M dan A* himpunan



bebas di M*, maka ada sebuah basis B dari M
dengan A € B dan A* € B”~.

Bukti :

Berdasarkan Lemma 3.1 terlihat bahwa S — A*
memuat sebuah basis dari M atau B < (§ — 4%).
Karena A adalah himpunan bebas di M maka A <
B. Sehingga ada sebuah basis B dari M dengan
ACBCcS—A". Untuk BcS—-A" dapat
dituliskan S — B* € S — A*. Jadi A* € B*.

Lemma 3.2 :

Misal M adalah matroid pada sebuah himpunan S.
Kemudian setiap basis B dari M mempunyai irisan
tak kosong dengan setiap kosirkit dari M. Demikian
juga, setiap kobasis B* dari M mempunyai irisan
tak kosong dengan setiap sirkit dari M.

Bukti :

Andaikan untuk setiap kosirkit C* dari M,
C*NB=¢@. C*NB=@ berarti Vx €C*,x & B.
Karena B* =S — B maka Vx € C*,x € S — B atau
Vx € C*,x € B*. KarenaVx € C*,x € B*maka B *
memuat C*. Hal tersebut kontradiksi dengan
kebebasan B* dari M. Seharusnya C* N B # @.

Demikian juga andaikan untuk setiap sirkit
C dari M, CNB*=@. CNB*=0Q berarti Vx €
C,x ¢ B*. Karena B*=S—B maka Vx € (C,x €
S—B* atau Vx € C,x € B. Karena Vx € C,x €B
maka B memuat C. Hal tersebut kontradiksi dengan
kebebasan B dari M. Seharusnya C N B* # @.

Lemma 3.3

Jika B adalah basis dari matroid M pada himpunan
S dan x € S — B, maka ada dan tunggal sebuah
sirkit C'= C(x,B) sedemikian sehingga x € C S
B U {x}.

Demikian juga, jika B* adalah kobasis dari
matroid M pada himpunan S dan x € B, maka ada
dan tunggal sebuah kosirkit C* = C(x,B")
sedemikian sehingga x € C* € B* U {x}.

Bukti :

B adalah basis dari matroid M pada
himpunan S dan x € S — B. Karena B adalah basis,
berdasarkan definisi basis, maka B adalah
himpunan bebas maksimal pada M. Karena B
adalah himpunan bebas maksimal pada M dan
X € S — B atau x bukan elemen B. Maka B U {x}
adalah himpunan tak bebas pada M.

Karena B U {x} adalah himpunan tak bebas pada
M, maka B U {x} memuat sirkit C, dimana sirkit
adalah himpunan tak bebas minimal pada M.
Sehingga dapat dituliskan C € BU{x}.
Berdasarkan Teorema 2.2.1, diperoleh sirkit C
tersebut adalah tunggal. Pada langkah-langkah
sebelumnya diperoleh C< BU{x}, x €S —B.

Sehingga untuk C€ € BU{x} berlaku Kketika
x €C S BU{x}.

Demikian juga, B* adalah kobasis dari
matroid M pada himpunan S dan
x € B. Karena B* adalah kobasis, berdasarkan
definisi kobasis, maka B* adalah himpunan bebas
maksimal pada M*. Karena B* adalah himpunan
bebas maksimal pada M* dan x € B atau x elemen
B dan juga x bukan elemen B*. Maka B* U {x}
adalah himpunan tak bebas pada M*. Karena
B* U {x} adalah himpunan tak bebas pada M*,
maka B* U {x} memuat kosirkit C*, dimana kosirkit
adalah himpunan tak bebas minimal pada M*.
Sehingga  dapat  dituliskan  C* < B* U {x}.
Berdasarkan Teorema 2.2.1, diperoleh kosirkit C*
tersebut adalah tunggal. Pada langkah-langkah
sebelumnya  diperoleh  C* < B*U{x}, x € B.
Sehingga untuk
C* € B* U {x} berlaku ketika x € C* < B* U {x}.

Lemma 3.4 :

Misal M adalah matroid. Untuk setiap himpunan
bebas A dari M terdapat sebuah kosirkit mempunyai
tepat satu elemen dari A. Selanjutnya, jika |4| <
p(M), kemudian ada sebuah kosirkit mempunyai
irisan kosong dengan A.

Demikian juga, untuk setiap himpunan
bebas A* dari M* ada sebuah sirkit mempunyai
tepat satu elemen dari A*. Selanjutnya, jika
|A*] < p*(M*), kemudian ada sebuah sirkit
mempunyai irisan kosong dengan A*.

Bukti :

Ambil sebarang himpunan bebas dari M,
misal A. Karena A adalah himpunan bebas dari M,
maka pasti ada B (basis) yang merupakan
himpunan bebas maksimal dari M, sedemikian
sehingga A < B. Karena terdapat B, maka dapat
diperoleh B* (kobasis) dari M dengan B* = S — B.
Ambil sebarang elemen dari B, misal elemen
tersebut x. Berdasarkan Lemma 3.3, maka ada dan
tunggal sebuah kosirkit C* = C*(x, B*) sedemikian
sehingga x € C* € B* U {x}. Selanjutnya, jika
dibentuk C* N A akan menghasilkan 3 kasus yaitu
C*NA menghasilkan lebih dari satu elemen,
C*NA={x} atau C*nA menghasilkan satu
elemendan C* N A = @.

Untuk kasus C* N A menghasilkan lebih
dari satu elemen, dimisalkan ada dua elemen yaitu
x dan y yang merupakan hasil irisan C* dan A.
Karena
C*NA={xy}, maka xeC* ,x€A dan yE€
C*,y€EA.

x €A dan y € A, karena A € B maka x € B dan
y €EB.



Berdasarkan Lemma 3.3, ada B*,x € B maka ada
dan tunggal C* sedemikian sehingga x € C* <
B* U {x}. Dan ada B*,y € B maka ada dan tunggal
C™ sedemikian sehingga y € C™ < B*U {y}.
Sehingga x dan y seharusnya berada pada kosirkit
yang berbeda atau C* N A # {x,y}. Untuk kasus
C*NA={x}, maka x € C*,x € A. x € A, Kkarena
A € B maka x € B. Berdasarkan lemma 3.3, ada
B*,x € B maka ada dan tunggal C* sedemikian
sehingga x € C* < B* U {x}. Maka pernyataan
benar untuk C* N A = {x} atau dapat dinyatakan
bahwa terdapat sebuah kosirkit yang mempunyai
tepat satu elemen dari A. Untuk kemungkinan
C*nA =@, tidak mungkin terjadi karena pada
kasus C*N A = {x} terbukti benar. Jadi untuk
setiap himpunan bebas A dari M terdapat sebuah
kosirkit mempunyai tepat satu elemen dari A.

Selanjutnya akan dibuktikan jika 4] <
p(M), ada kosirkit C* dengan C*NA=0.
Andaikan C*NA+#@®, maka 3Jx€C*NA.
Akibatnya x € C*,x € A. Sedangkan diketahui
|Al < p(M) -(8)
berdasarkan Akibat 2.2.2 diketahui p(M) = |B|.
Karena p(M) = |B| maka persamaan (8) menjadi
|A| < |B|. Karena A, B merupakan himpunan bebas
pada M, maka A dan B memenuhi sifat ketiga dari
matroid vyaitu 3Jx € B — A, kontradiksi dengan
x € A, maka untuk kosirkit yang irisannya dengan
A bukan himpunan kosong adalah salah.
Seharusnya jika |A| < p(M), ada sebuah kosirkit
yang irisannya dengan A adalah himpunan kosong
atauC* N A = Q.

Demikian juga, ambil sebarang himpunan

bebas dari M, misal A*. Karena A* adalah himpunan
bebas dari M*, maka pasti ada B* (kobasis) yang
merupakan himpunan bebas maksimal dari M*,
sedemikian sehingga A* € B*. Karena terdapat B*,
maka dapat diperolen B (basis) dari M dengan
B* =S — B. Ambil x € B*.
Berdasarkan Lemma 3.3, maka ada dan tunggal
sebuah sirkit € = C(x,B) sedemikian sehingga
x € C € B U {x}. Selanjutnya, jika dibentuk C n A*
akan menghasilkan 3 kasus vyaitu CnA*
menghasilkan lebih dari satu elemen, C N A* = {x}
atau CNA* menghasilkan satu elemen dan
CNA* =0.

Untuk kasus € n A* menghasilkan lebih
dari satu elemen, dimisalkan ada dua elemen yaitu
x dan y yang merupakan hasil irisan C dan A*.

Karena

CNA*={x,y}, maka xe€(C,x€A* dan yE€
C,y€eA".

x € A* dan y € A*, karena A* € B* maka x € B*
dany € B*.

Berdasarkan Lemma 3.3, ada B,x € B* maka ada
dan tunggal C sedemikian sehingga x e C S B U
{x}. Dan ada B,y € B* maka ada dan tunggal C’
sedemikian sehingga y € €' < B U {y}. Sehingga x
dan y seharusnya berada pada sirkit yang berbeda
atau C N A" # {x,y}. Untuk kasus C N A" = {x},
maka x € C,x € A*. x € A*, karena A* € B* maka
x € B*. Berdasarkan Lemma 3.3, ada B,x € B*
maka ada dan tunggal C sedemikian sehingga
x € C € BU{x}. Maka pernyataan benar untuk
C N A* = {x} atau dapat dinyatakan bahwa terdapat
sebuah sirkit yang mempunyai tepat satu elemen
dari A*. Untuk kemungkinan C n A* = @, tidak
mungkin terjadi karena pada kasus C N A* = {x}
terbukti benar. Jadi untuk setiap himpunan bebas A*
dari M* terdapat sebuah sirkit mempunyai tepat
satu elemen dari A*.

Selanjutnya akan dibuktikan jika [4*] <
p*(M), ada sirkit C dengan C N A* = @. Andaikan
CNA*+@, maka 3FxeCnA*. Akibatnya
x € C,x € A*. Sedangkan diketahui |4*| < p*(M)

...(9)
Berdasarkan Akibat 2.2.2 diketahui p*(M) = |B*|.
Karena p*(M) = |B*| maka persamaan (9) menjadi
|A*| < |B*|. Karena A*,B* merupakan himpunan
bebas pada M*, maka A* dan B* memenuhi sifat
ketiga dari matroid yaitu 3x € B* — A* kontradiksi
dengan x € A*, maka untuk sirkit yang irisannya
dengan A* bukan himpunan kosong adalah salah.
Seharusnya jika |A*| < p*(M), ada sebuah sirkit
yang irisannya dengan A* adalah himpunan kosong
atauC NA* = Q.

Teorema 3.4 :

Misal M adalah matroid pada himpunan S. Subset
X dari S adalah basis dari M jika dan hanya jika X
adalah subset minimal yang mempunyai irisan tak
kosong dengan setiap kosirkit dari M.

Demikian juga, subset X* dari S adalah
kobasis dari M jika dan hanya jika X* adalah subset
minimal yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap sirkit dari M.

Bukti :

(=) Misal M adalah matroid pada himpunan S.
Subset X dari S adalah basis (himpunan bebas
maksimal) dari M. Berdasarkan Lemma 3.4
diperoleh untuk himpunan bebas X dari M terdapat
sebuah kosirkit yang mempunyai tepat satu elemen
dari X atau dapat dituliskan X n C* = {x}. Karena
irisannya hanya menghasilkan satu elemen, X
adalah subset minimal. Berdasarkan lemma 3.2
diperoleh X n C* # @. Sehingga, X adalah subset
minimal yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap kosirkit dari M.



(&) X adalah subset minimal yang mempunyai
irisan tak kosong dengan setiap kosirkit dari M atau
XNC*+#@. Karena X N C* # @ maka paling tidak
ada satu elemen misal y dimanay € X dan y € C*.
Karena S — X tidak memuat X yang berarti juga
S — X tidak memuat y, maka S — X tidak memuat
c*.

Karena X adalah subset minimal yang mempunyai
irisan tak kosong dengan setiap kosirkit dari M,
maka Sset maksimal yang tidak memuat C* pada
M. S —X adalah subset maksimal yang tidak
memuat C* (himpunan tak bebas minimal) pada
M*. S — X bukan himpunan tak bebas maksimal
pada M*. S —X himpunan bebas maksimal pada
M*. S —X adalah basis pada M*. S — X adalah
kobasis pada M. X adalah basis pada M.

Demikian juga,

(=) Misal M adalah matroid pada himpunan S.
Subset X* dari S adalah kobasis (himpunan bebas
maksimal) dari M. Berdasarkan Lemma 3.4
diperoleh untuk himpunan bebas X* dari M terdapat
sebuah sirkit yang mempunyai tepat satu elemen
dari X* atau dapat dituliskan X* n C = {x}. Karena
irisannya hanya menghasilkan satu elemen, X*
adalah subset minimal. Berdasarkan Lemma 3.2
diperoleh X* n C # @. Sehingga, X* adalah subset
minimal yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap sirkit dari M.

(&) X* adalah subset minimal yang mempunyai
irisan tak kosong dengan setiap sirkit dari M atau
X*NnC # @. Karena X* N C # @ maka paling tidak
ada satu elemen misal y dimana y € X* dan y € C.
Karena S — X* tidak memuat X* yang berarti juga
S —X* tidak memuat y,maka S—X* tidak
memuat C. Karena X* adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap sirkit
dari M, maka S — X* adalah subset maksimal yang
tidak memuat C (himpunan tak bebas minimal)
pada M. S—X* bukan himpunan tak bebas
maksimal pada M. S—X* himpunan bebas
maksimal pada M. S — X* adalah basis pada M. X*
adalah kobasis pada M.

Teorema 3.5 :
Misal M adalah matroid pada sebuah himpunan S.
Subset X dari S adalah sebuah sirkit dari M jika dan
hanya jika X adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap kobasis
dari M.

Demikian juga, subset X* dari S adalah
sebuah kosirkit dari M jika dan hanya jika X*
adalah subset minimal yang mempunyai irisan tak
kosong dengan setiap basis dari M.

Bukti :

(=) Misal subset X dari S adalah sebuah sirkit dari
matroid M. Karena sirkit adalah himpunan tak
bebas minimal dari S pada matroid M, maka X
adalah himpunan tak bebas minimal dari S. Karena
B adalah himpunan bebas maksimal (basis), maka
X & B. X € B yang berarti bahwa 3x € X, x ¢ B.

Akan dibuktikan X adalah subset minimal
yang mempunyai irisan tak kosong dengan setiap
kobasis dari M atau X N B* + Q.

Andaikan X n B* = @, maka diperoleh Vx € X, x ¢
B* ...(10)
Karena x ¢ B* makax € S — B* atau x € B.
Sehingga pada persamaan (10) diperoleh Vx €
X,x €B.

Hal ini kontradiksi dengan 3x € X, x ¢ B.

Maka pengandaian salah seharusnya X adalah
subset minimal yang mempunyai irisan tak kosong
dengan setiap kobasis dari M atau X N B* # @.

(<) Misal X adalah subset minimal dari S yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap kobasis
dari M atau X n B* = @. Karena X N B* # @ maka
terdapat satu elemen misal y dimana y € X dan
y € B*. Karena S — B* tidak memuat B* yang
berarti jugay ¢ S — B*, makaX € S — B*.
Diketahui bahwa S —B* =S — (S — B) = B tidak
memuat X atau X & B.

Karena X adalah subset minimal yang tidak termuat
di himpunan bebas maksimal (basis), maka X
adalah subset minimal yang termuat di himpunan
tak bebas maksimal. Sehingga X adalah sebuah
sirkit C dari matroid M, karena sirkit adalah
himpunan tak bebas minimal pada S

Demikian juga,

(=) Misal subset X* dari S adalah sebuah kosirkit
dari matroid M. Karena kosirkit adalah himpunan
tak bebas minimal dari S pada matroid M*, maka
X* adalah himpunan tak bebas minimal dari S pada
matroid M*. Karena B* adalah himpunan bebas
maksimal (basis) pada matroid M*, maka X* & B*.
X* & B* yang berarti bahwa 3x € X*, x & B*.

Akan dibuktikan X* adalah subset minimal
yang mempunyai irisan tak kosong dengan setiap
basis dari M atau X* N B # @.

Andaikan X* N B =@, maka diperoleh Vx €
X' ,x¢B .11
Karenax ¢ Bmakax € S — B ataux € B*.
Sehingga pada persamaan (11) diperoleh Vvx €
X*,x € B*.

Hal ini kontradiksi dengan 3x € X*,x & B*.

Maka pengandaian salah seharusnya X* adalah
subset minimal yang mempunyai irisan tak kosong
dengan setiap basis dari M atau X* N B # Q.

(&) Misal X* adalah subset minimal dari S yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap basis



dari M atau X* N B # @. Karena X* N B # @ maka
terdapat satu elemen misal y dimana y € X* dan
y € B. Karena S — B tidak memuat B yang berarti
jugay € S—B, makaX* & S — B.

Diketahui bahwa S — B = B* tidak memuat X* atau
X* & B

Karena X* adalah subset minimal yang tidak
termuat di himpunan bebas maksimal (basis) pada
M*, maka X* adalah subset minimal yang termuat
di himpunan tak bebas maksimal pada M™.
Sehingga X* adalah sebuah sirkit C pada matroid M
atau kosirkit C* pada matroid M, karena kosirkit
adalah himpunan tak bebas minimal dari S pada
matroid M*.

Lemma 3.5:

Jika C* adalah kosirkit dari matroid M pada
himpunan S, maka untuk setiap x € C*, (S—C*) U
{x} memuat sebuah basis B dari M.

Demikian juga, jika C adalah sirkit dari
matroid M pada himpunan S, maka untuk setiap
x € C,(S—C)U{x} memuat sebuah kobasis dari
M.

Bukti :

Misal C* adalah Kkosirkit dari matroid M.
Dari Teorema 3.5, C* adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap basis
dari M atau C* N B # @. Karena C* N B # @ maka
paling tidak ada satu elemen misal y dimanay € C*
dan y € B. Karena S — C* tidak memuat C* yang
berarti juga S — C* tidak memuat y, maka S — C*
tidak memuat B.

Karena C* adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap basis
dari M, maka S — C* adalah subset maksimal yang
tidak memuat basis dari M. Ambil sebarang x € C*,
jika (S — C*) U {x} maka
(S — C*) U {x} memuat sebuah basis B dari M.

Demikian juga, misal C adalah sirkit dari
matroid M. Dari teorema 3.5, C adalah subset
minimal yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap kobasis dari M atau C N B* = @. Karena
CNB*+ @ maka paling tidak ada satu elemen
misal y dimana y € C dan y € B*. Karena S — C
tidak memuat C yang berarti juga S — C tidak
memuat y, maka S — C tidak memuat B*.

Karena C adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap kobasis
dari M, maka S — C adalah subset maksimal yang
tidak memuat kobasis dari M. Ambil sebarang
x € C, jika (S — C) U {x} maka
(S — €) U {x} memuat sebuah kobasis B* dari M.

Teorema 3.6 :

Misal M adalah matroid pada himpunan S. Subset
X dari S adalah sebuah sirkit dari M jika dan hanya
jika X adalah subset minimal dengan [X N C*| # 1
untuk setiap kosirkit C* dari M.

Demikian juga, subset X* dari S adalah
sebuah kosirkit dari M jika dan hanya jika X~
adalah subset minimal dengan |X* N C| # 1 untuk
setiap sirkit C dari M.

Bukti :

=) Misal M adalah matroid pada himpunan S
dan subset X dari S adalah sebuah sirkit dari M.
Karena X adalah sirkit, berdasarkan definisi sirkit,
maka X adalah himpunan tak bebas minimal. Akan
dibuktikan bahwa X adalah subset minimal dengan
|X N C*| # 1 untuk setiap kosirkit C* dari M.
Andaikan X adalah subset minimal dengan
XN C*| =1 untuk setiap kosirkit C* dari M.
XN C*|=1 yang berarti bahwa X nC* = {x}.
Karena X N C* = {x}, makax € X danx € C".
Sekarang anggap S'=S—C* dan C' =X — {x}.
Jelas, C' € S’. Berdasarkan Lemma 3.5, (S — C*) U
{x} =S’ U {x} memuat sebuah basis atau B € S’ U

{x}.

Ambil sebarang subset C' dari sirkit X atau
C' € X. Berdasarkan sifat (i) dari sirkit diketahui
bahwa C’ adalah himpunan bebas. Berdasarkan
Lemma 3.4, ada sebuah kosirkit C* sedemikian
sehingga C*NC’' ={x}. Karena (' adalah
himpunan bebas, maka pasti ada B (basis) dimana

C'CB .. (12)

Karena C' € B dan B € S’ U{x}, maka C' € B €

S"u{x}.

Karena C' =X —{x}, maka X —{x} € BcS' U

{x}.

Karena x € C' dan C’' € B, maka x € B.

JadiC'=X—{x}, x€B ... (13)
X=CuU{x}, xeB ... (14)

Dari persamaan (12), (13) dan (14) diperoleh
C'=X—{x} € B atau

X=C'u{x}cB

X =C'u{x} termuat di B. X adalah sirkit yang
termuat di B. Hal ini kontradiksi dengan definisi
sirkit (himpunan tak bebas minimal) dan basis
(himpunan bebas maksimal). Maka pengandaian
salah, seharusnya X adalah subset minimal dengan
|X N C*| # 1 untuk setiap kosirkit C* dari M.

(&) X adalah subset minimal dengan |[X n C*| # 1
untuk setiap kosirkit C* dari M ... (15)
Berdasarkan Teorema 3.4, diketahui bahwa subset
X dari S adalah basis dan merupakan subset
minimal yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap kosirkit dari M. Berdasarkan definisi subset
minimal, maka pasti ada subset X yang lain misal



X' yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap kosirkit dari M dimana X € X'.

Karena X basis dan X € X' maka X' adalah
himpunan tak bebas.

Jadi subset X dari S yang mempunyai irisan tak
kosong dengan setiap kosirkit dari M adalah basis
dan himpunan tak bebas.

Untuk subset X dengan |X N C*| # 1,
Kasus | : X adalah himpunan tak bebas
Kasus Il : X adalah basis (himpunan bebas
maksimal).

Kasus | : X adalah himpunan tak bebas,
karena X adalah himpunan tak bebas, maka C € X.
Misalkan C adalah sirkit yang termuat di X. Karena
C adalah sirkit, berdasarkan definisi sirkit, maka C
adalah himpunan tak bebas minimal. Akan
dibuktikan bahwa C adalah subset minimal dengan
|C N C*] # 1 untuk setiap kosirkit C* dari M.
Andaikan C adalah subset minimal dengan [C N
C*| = 1 untuk setiap kosirkit C* dari M. |C n C*| =
1 vyang berarti bahwa CnC*={x}. Karena
CNC*={x},makax € Cdanx € C*.
Sekarang anggap S'=S—C* dan C' = C — {x}.
Jelas, C’ < S’. Berdasarkan Lemma 3.5, (S — C*) U
{x} = S’ U {x} memuat sebuah basis atau B € S’ U

{x}.

Ambil sebarang subset C' dari sirkit C atau
C' < C. Berdasarkan sifat (i) dari sirkit diketahui
bahwa C’ adalah himpunan bebas. Berdasarkan
Lemma 3.4, ada sebuah kosirkit C* sedemikian
sehingga C*NnC’'={x}. Karena (' adalah
himpunan bebas, maka pasti ada B (basis) dimana

C'CB ... (16)

Karena C' € B dan B<S S’ U {x}, maka C' € B <

S" U {x}.

Karena C'=C—{x}, maka C—{x} €S BcS'U

{x}.

Karenax € C' dan C' <€ B, maka x € B.

Jadi¢’'=C—-{x}, x€B ... (17)
C=C'u{x}, x€eB ... (18)

Dari persamaan (16), (17) dan (18) diperoleh
C'=C—{x} < Batau
Cc=C'u{x}cB
C =C'uU{x} termuat di B. C adalah sirkit yang
termuat di B. Hal ini kontradiksi dengan definisi
sirkit (himpunan tak bebas minimal) dan basis
(himpunan bebas maksimal). Maka pengandaian
salah, seharusnya C adalah subset minimal dengan
|C N C*| # 1 untuk setiap kosirkit C* dari M ...(19)
Berdasarkan persamaan (15) dan (19) diperoleh
X = C atau X adalah sirkit.

Kasus Il : X adalah himpunan bebas, hal
tersebut kontradiksi dengan hasil pasa kasus |

dimana X adalah sirkit (himpunan tak bebas
minimal).
Sehingga terbukti bahwa X adalah subset minimal
dengan |[X N C*| # 1 untuk setiap kosirkit C* dari
M, maka X adalah sirkit.

Demikian juga,
=) Misal M adalah matroid pada himpunan S
dan subset X* dari S adalah sebuah kosirkit dari M.
Karena X* adalah kosirkit, berdasarkan definisi
kosirkit, maka X* adalah himpunan tak bebas
minimal dari M*. Akan dibuktikan bahwa X* adalah
subset minimal dengan [X* N C| # 1 untuk setiap
sirkit C dari M.
Andaikan X* adalah subset minimal dengan
|X* N C| =1 untuk setiap sirkit C dari M. |X*n
C| =1 yang berarti bahwa X* n ¢ = {x}. Karena
X*NC={x}, makax € X" danx € C.
Sekarang anggap S'=S—C dan C' = X* — {x}.
Jelas, C' < S'. Berdasarkan Lemma 3.5, (S—C) U
{x} =S’ U {x} memuat sebuah kobasis atau
B*c S' U {x}.

Ambil sebarang subset C' dari kosirkit X*
dari M/ sirkit X* dari M* atau C' S X*.
Berdasarkan sifat (i) dari sirkit diketahui bahwa C’
adalah himpunan bebas. Berdasarkan Lemma 3.4,
ada sebuah sirkit C sedemikian sehingga
CNC' ={x}. Karena C’ adalah himpunan bebas,
maka pasti ada B* (kobasis) dimana C’' < B*... (20)
Karena €' € B* dan B* < S'U{x}, maka C' <

B*c S' U {x}.

Karena C'=X*—{x}, maka X*—{x} € B*c

S"u{x}.

Karenax € C' dan C' € B*, maka x € B*.

Jadi ¢’ = X* — {x}, x € B* .. (21)
X*=C'uUfx}, xeB* .. (22)

Dari persamaan (20), (21) dan (22) diperoleh
C'=X*—{x} € B*atau

X*=C'"u{x} cB*

X*=C"uU{x} termuat di B*. X* adalah Kosirkit
yang termuat di B*. Hal ini kontradiksi dengan
definisi kosirkit (himpunan tak bebas minimal) dan
kobasis (himpunan bebas maksimal). Maka
pengandaian salah, seharusnya X* adalah subset
minimal dengan |X* N C| # 1 untuk setiap sirkit C
dari M.

(&) X* adalah subset minimal dengan |X* N C| #
1 untuk setiap sirkit C dari M ... (23)
Berdasarkan Teorema 3.4, diketahui bahwa subset
X* dari S adalah kobasis dan merupakan subset
minimal yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap sirkit dari M. Berdasarkan definisi subset
minimal, maka pasti ada subset X* yang lain misal
X' yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap sirkit dari M dimana X* < X'.



Karena X* kobasis dan X* € X' maka X' adalah
himpunan tak bebas.

Sehingga subset X* dari S yang mempunyai irisan
tak kosong dengan setiap sirkit dari M adalah
kobasis dan himpunan tak bebas.

Untuk subset X* dengan |X* n C| # 1,
Kasus I : X* adalah himpunan tak bebas
Kasus Il : X* adalah kobasis (himpunan bebas
maksimal).

Kasus | : X* adalah himpunan tak bebas,
karena X* adalah himpunan tak bebas, maka
C* € X*. Misal C* adalah kosirkit dari M/ sirkit
dari M* yang termuat di X*. Karena C* adalah
kosirkit dari M/ sirkit dari M*, berdasarkan definisi
sirkit, maka C* adalah himpunan tak bebas
minimal. Akan dibuktikan bahwa C* adalah subset
minimal dengan |[C N C*| # 1 untuk setiap sirkit C*
dari M.

Andaikan C* adalah  subset minimal dengan
[CnC* =1 untuk setiap sirkit ¢ dari M. |[C n
C*| = 1 yang berarti bahwa € n C* = {x}. Karena
CNC*={x},makax € Cdanx € C*.

Sekarang anggap S'=S—C dan C'=C*— {x}.
Jelas, C' € S'. Berdasarkan Lemma 3.5, (S—C) U
{x} =S’ U {x} memuat sebuah kobasis atau

B*c S'"U{x}.

Ambil sebarang subset C' dari kosirkit C*
dari M/ sirkit C* dari M* atau C' < X*. Berdasarkan
sifat (i) dari sirkit diketahui bahwa C’ adalah
himpunan bebas. Berdasarkan Lemma 3.4, ada
sebuah sirkit C sedemikian sehingga
C N C' = {x}. Karena C’ adalah himpunan bebas,
maka pasti ada B* (kobasis) dimana C' < B*

.. (24)

Karena C' € B* dan B* < S'U{x}, maka C' <

B* < S’ U {x}.

KarenaC' =C*—{x}, makaC*—{x} € B*c S' U

{x}.

Karenax € C' dan C' < B*, maka x € B*.

Jadi ¢’ =C* — {x}, x € B* ... (25)
C*=C'U{x}, xeB* ... (26)

Dari persamaan (24), (25) dan (26) diperoleh
C'=C*—{x} € B*atau

C*=C'U{x}cB*

C*=C"U{x} termuat di B*. C* adalah kosirkit
yang termuat di B*. Hal ini kontradiksi dengan
definisi kosirkit (himpunan tak bebas minimal) dan
kobasis (himpunan bebas maksimal). Maka
pengandaian salah, seharusnya C* adalah subset
minimal dengan |C* N C| # 1 untuk setiap sirkit C
dari M. ...27)
Berdasarkan persamaan (23) dan (27) diperoleh
X* = C* atau X* adalah kosirkit.

10

Kasus Il : X* adalah himpunan bebas, hal
tersebut kontradiksi dengan hasil pasa kasus |
dimana X™* adalah kosirkit dari M / sirkit dari M*.
Sehingga terbukti bahwa X* adalah subset minimal
dengan |X* n C| # 1 untuk setiap sirkit C dari M,
maka X* adalah sirkit.

1. KESIMPULAN DAN SARAN
Dari pembahasan yang telah dilakukan, dapat

disimpulkan bahwa

1. Dual matroid dapat dibentuk dengan
menggunakan B(M) yaitu koleksi basis dari
sebuah matroid M pada himpunan S.

2. p*(A) = 1Al + p(S — A) — p(M) untuk setiap
ACS.

3. Jika AnA* =@, maka ada sebuah basis B
dengan A € B dan A* € B*.

4. Subset X dari S adalah basis dari M jika dan
hanya jika X adalah subset minimal yang
mempunyai irisan tak kosong dengan setiap
kosirkit dari M.

5. Subset X dari S adalah sebuah sirkit dari M
jika dan hanya jika X adalah subset minimal
yang mempunyai irisan tak kosong dengan
setiap kobasis dari M.
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