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ABSTRAK

Pelabelan graf merupakan pemberian label
pada elemen-elemen graf seperti titik, sisi, titik dan
sisi. Suatu pelabelan sisi ajaib pada graf G dengan p
tittk dan ¢ sisi  adalah suatu  fungsi
:V(G)UE(G) - {1,2,3,...,p+ q} sedemikian
hingga > (u) +> (v) +x (uv) =k, untuk setiap
uv € E(G) dengan k konstanta.

Selanjutnya » dikatakan sebuah pelabelan
sisi ajaib super dari G jika X:V(G) -
{1,2,3, ..., p}.Yang dibahas pada skripsi ini tentang
pelabelan sisi ajaib super. Jika suatu graf memenuhi
pelabelan sisi ajaib, maka graf tersebut juga
memenuhi pelabelan sisi ajaib super. Dalam hal ini
ada beberapa graf yang memenuhi pelabelan sisi
ajaib super yaitu graf kipas, graf tangga, graf
prisma, graf lintasan, graf sikel dan graf buku (B,).

Kata Kunci : Pelabelan sisi ajaib dan Pelabelan sisi
ajaib super, graf kipas, graf tangga, graf prisma,
graf lintasan, graf sikel dan graf buku (B,).

1 PENDAHULUAN

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh
Leonhard Euler pada tahun 1736 ketika mencoba
membuktikan kemungkinan untuk melewati empat
daerah yang terhubung dengan tujuh jembatan
Konigsberg di atas sungai Pregel di Kaliningrad,
Rusia dalam sekali waktu.

Teori graf merupakan salah satu cabang
dari ilmu matematika yang perkembangannya
sangat pesat, ini disebabkan karena aplikasinya
yang sangat luas dalam kehidupan sehari-hari
maupun berbagai ilmu yang lainnya. Misal dalam
hal menentukan lintasan terpendek,
menghubungkan  suatu  jaringan, dan lain
sebagainya.

Pelabelan graf merupakan suatu topik
dalam teori graf. Pada prinsipnya, pelabelan graf
merupakan pemberian nilai (label) pada titik,
sisi, atau keduanya. Pelabelan graf sudah banyak

dikaji sejak 1960-an. Pertama kali diperkenalkan
oleh Sadlack (1964), kemudian Stewart (1966),
Kotzig dan Rosa (1967).

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu
fungsi/pemetaan yang memasangkan unsur-unsur
graf (titik atau sisi atau keduanya) dengan bilangan
(biasanya bilangan bulat positif atau non-negatif).
Hingga kini dikenal beberapa jenis pelabelan pada
graf, antara lain pelabelan gracefull, pelabelan
harmoni, pelabelan total tak beraturan, pelabelan
ajaib, pelabelan anti ajaib dan pelabelan sisi ajaib
super.

Salah satu pelabelan yang menarik yang
dilabelkan dengan bilangan adalah pelabelan sisi
ajaib super. Pelabelan sisi ajaib super adalah
pelabelan pada suatu graf yang dilabelkan dengan
bilangan, dimana label setiap titik dan sisi yang
terkait (incident) jika dijumlahkan menghasilkan
bilangan bulat yang sama.

2 KAJIAN PUSTAKA

Pada bagian ini, akan diuraikan beberapa
definisi dasar dan beberapa teorema yang berkaitan
dengan pembahasan mengenai pelabelan graceful
sisi pada bab berikutnya.

2.1 TEORI DASAR GRAF

Sebuah graf G didefinisikan sebagai
pasangan terurut dua himpunan, yaitu himpunan
hingga tak kosong V(G) yang elemen — elemennya
disebut titik dan himpunan berhingga  yang
mungkin kosong E(G) yang elemen — elemennya
disebut sisi sedemikian hingga setiap elemen e
dalam E(G) merupakan pasangan tak berurutan dari
titik — titik di V(G). V(G) disebut himpunan titik
dari graf dan E(G) disebut himpunan sisi dari graf
G. Jika G tidak memiliki sisi maka G disebut graf
kosong.



2.2 MACAM-MACAM GRAF

Sebuah graf komplit dengan n titik,
dilambangkan dengan K, adalah graf sederhana di
mana untuk setiap dua titik berbeda pada graf
dihubungkan oleh tepat satu sisi. Graf lintasan P,
adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf
lingkaran C, (Cycle Graph) merupakan graf
sederhana yang setiap titiknya berderajat dua.

Untuk n > 2, Graf kipas F, adalah graf
yang diperoleh dari penjumlahan graf komplit K;
dan graf lintasan P, yaitu F,=K;+P,.

Untuk n > 3, Graf prisma (Prism Graph) R,
adalah graf hasil kali kartesius P, x C, dimana P,
adalah sebuah lintasan dengan 2 titik dan C, adalah
graf sikel/lingkaran dengan n titik.

Graf tangga L, merupakan hasil kali
kartesius graf lintasanP, x P;.

Graf G disebut pohon jika G adalah graf
terhubung dan tidak memuat sikel.

Graf bintang (Star) S, merupakan pohon
pada n titik yang mempunyai satu titik berderajat n-
1 dan n-1 titik berderajat satu. Banyak sisi pada
suatu graf bintang yang terdiri dari n buah titik
adalah n-1.

Untuk n > 3, Graf buku (book graph) B,
adalah graf hasil kali kartesius S,.; X P,, dimana
S.+1 adalah graf bintang dengan n+1 titik dan P,
adalah graf lintasan dengan 2 titik. Banyak titik
pada graf buku B, adalah 2(n+1) dan banyak sisi
adalah 3n+1.

2.3 PELABELAN

Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang fungsi
yang memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi)
dengan bilangan (biasanya bilangan bulat). Jika
domain dari fungsi adalah himpunan titik, maka
pelabelan disebut pelabelan titik (vertex labeling).
Jika domain dari fungsi adalah himpunan sisi, maka
pelabelan disebut pelabelan sisi (edge labeling).
Dan jika domain dari fungsi adalah himpunan titik
dan sisi, maka pelabelan disebut pelabelan total
(total labeling).

3 PEMBAHASAN

3.1 PELABELAN SISI AJAIB SUPER

Misalkan graf G adalah graf berhingga
dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Suatu pelabelan sisi ajaib pada graf G dengan
p titikk dan ¢ sisi adalah suatu fungsi bijektif
»:V(G)UE(G) - {1,2,3,...,p + q} sedemikian
hingga X (u) +» (v) +x (uv) =k, untuk setiap
uv € E(G) dengan k konstanta.

Selanjutnya X dikatakan sebuah pelabelan
sisi ajaib super dari G jika X:V(G) - {1,2,3,...,p}.

Contoh : 1
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Gambar 3.1 Pelabelan sisi ajaib pada K;

4
Gambar 3.2 Pelabelan sisi ajaib super pada K;

3.2 TEOREMA-TEOREMA :

A. Graf— Graf Sisi Ajaib Super

Graf K; pada gambar 3.2 adalah pelabelan sisi
ajaib super dengan banyak titik 3 dan banyak sisi 3.
Misalkan banyak titik dinyatakan dengan p dan
banyak sisi dinyatakan dengan q, maka pada graf K;
nilai k = 9. Karena jumlah label dua titik dan satu
sisi yang terkait pada dua titik tersebut adalah sama,
yaitu 9, maka graf K; merupakan pelabelan sisi
ajaib super.

o Teorema 3.1

Graf G merupakan sisi ajaib super jika dan
hanya jika terdapat fungsi bijektif X:V(G) —
{1,2,3, ..., p} sedemikian sehingga himpunan

S={x W) +» W):uv € E(G)}
terdiri dari ¢ bilangan bulat berurutan.
Dalam hal ini % dapat diperluas menjadi suatu
pelabelan sisi ajaib super G dengan bilangan ajaib
k =p + q + s dengan s = min(S) dan
S={k—-(p+D,k—(p+2),..k—(@+q}
dimana: S merupakan hasil penjumlahan dua label
titik yang berbeda.

s merupakan minimum dari S.

Bukti :

(<)

Asumsikan bahwa fungsi X ada dan misalkan
s = min(S)

X dapat diperluas dengan domain V(G) U E(G)
Misalx (uv) = [V(G)| + [E(G)| +5 — (% (W) +x (v))
untuk setiap uv € E(G).

S ={x () +» (v); uv € E(G)} terdiri dari |E(G)|
bilangan bulat berurutan,(|[E(G)| merupakan



banyak sisi pada graf G dengan min(S) = s dan
terus bertambah satu hingga s + (|E(G)| — 1).
Untuk X (u) +x (v) =s, maka label titikk X
(w) = V(&) + |EG)|

Untuk X (u) +x (v) =s+ 1, maka label titik
x (uv) = V()| +|E@G)| -1

Untuk X (u) +x (v) =s+ 2, maka label titik
x (uv) = V(G| + |E(G)| -2

Untuk X (u) +x (v) =s + (|E(G)| — 2), maka
label titik x (uv) = |V(G)| + 2

Untuk X (u) +x v) =s + (|E(G)| — 1), maka
label titik x (uv) = |[V(G)| + 1

Sehingga himpunan label sisinya adalah {|V(G)| +
L V@I + 2,V +3,... IV + [E@)}
Karena titik pada graf G memiliki label
{1,2,3,...,I[V(6G)[} dan sisinya mempunyai label
{lv@ +1, V| + 2,V +3, .., IV(G)| +
|E(G)|} Sedemikian hingga jumlah label dua titik
dan satu sisi yang terkait pada dua titik tersebut
adalah sama, maka graf G merupakan pelabelan sisi
ajaib super. Sehingga graf G adalah sisi ajaib super.
(=)

Karena G adalah graf sisi ajaib super dengan X
adalah pelabelan yang bersesuaian, maka terdapat
bilangan ajaib k yaitu :

k=X @) +x ) +x (uv)

atau k dapat ditulis dengan,

k—> (uv) =x (w) +> (v)

maka S = {k —x (uv);uv € E(G)}

karena pelabelannya memenuhi pelabelan sisi ajaib
super dengan himpunan label sisi X (uv) adalah
{lv@+1, V| + 2,V +3, .., IV(G)| +
|E(G)|} untuk setiap uv € E(G).

Sehingga

S={k=(V(@ |+ D,k—-(V(G)|+2)k—

(V&) [ +3), ... k= (IV(G) | + |E(G) D}

B. GrafKipas
Teorema 3.2

Graf kipas f, memenuhi pelabelan  sisi

ajaib untuk setiap bilangan bulat positif n.

Bukti :

Misal graf kipas f,, dengan :

Vi) ={uu{yv:1<i<n}

Dimana : u titik pada K, dan v; titik pada P,,.
E(fp) =fuwgl<isnjufyw,l<i<n-
1}

Label titik-titik dan sisi-sisi pada graf f, dengan :

f)=1,x=u

1-5(-1)+6i
f(x)=%.x=vi.1SiSn

12n 4+ 7 + 5(=1)" — 6i
fx) = ) ;x=uv,1<i<n

4

fX)=3n-3i+1;x=vw,,1<i<n-1

Semua label titik dan sisi pada graf f, berbeda

semua.

e Label titik v untuk j ganjil, 0.<j <[~
adalah bilangan bulat yang dapat dinyatakan
sebagai 3k:1 < k < ln+1

2 I
e Label titik v; untuk j genap, 1<j < [n7—1]
adalah bilangan bulat yang dapat dinyatakan

sebagai 3k +2:0 <k < lnT—z .

e Label sisi uv; untuk j ganjil, 0 <j < lnT_l
adalah bilangan bulat yang dapat dinyatakan
sebagai3k+2:lnT_ZJ+1SkSn—1.

e Label sisi uvj untuk j genap, 1 <j < [%1]
adalah bilangan bulat yang dapat dinyatakan
sebagai 3k: lnTHJ +1<k<n

e Label sisi vjvjy, 1<j<n-—1 adalah
bilangan bulat yang dapat dinyatakan sebagai
3k+1:1<k<n-1.

e Labelf(u) = 1.

Maka f, memenuhi pelabelan sisi ajaib dengan nilai
k=3n+3.

Teorema 3.3
Graf Kipas f, adalah graf sisi ajaib super

jika dan hanya jika I <n <6
Bukti :

{<J}Akan ditunjukkan bahwa graf kipas f,, dengan
1 < n < 6 memenuhi pelabelan sisi ajaib super.
Untuk n = 1 bersesusaian dengan K,, untuk n = 2
bersesusaian dengan K; dan untuk n = 3,4,5 dan 6,
beri label K;=4 dan P, dengan 3-1-2, 5-3-1-2, 6-5-
3-1-2 dan 6-7-5-3-1-2.

{=1} Akan ditunjukkan bahwa graf Kkipasf;,
memenuhi pelabelan sisi ajaib super makal < n <
6.

Graf kipas f, adalah graf sisi ajaib
super.Andaikann > 7. Pada f,, |V(f,)l=n+
1, |E(fn)| =2n-1 dan V(fn) = {vi:g(vi) =
i;i=123,..,p}. Karena f, sisi ajaib super,
berdasarkan teorema 1, S ={g(u)+ gw):uv €
E(f)} maka S ={3,4,5,..,2p—1}. Karena
n =7, maka titik pada graf f, dapat dinyatakan
sebagai V1, V2, V3, Vs Vp—3, Vp—2, Vp—1, Up
merupakan semua titik yang berbeda.



3,4,2p—2,2p—1 adalah anggota S
yang dapat dinyatakan tunggal dari penjumlahan
dua label titik yang berbeda , maka

3=1+2 2p—=2=p+(-2)
4=1+3 2p=1=p+(@-1
Sehingga terdapat himpunan sisi

{vlvz,vlvs,vpvp_z,vpvp_l} C E(f)-

Akan tetapi ada anggota S yang tidak dapat
dinyatakan tunggal sebagai penjumlahan dua label
titik yang berbeda, misalnya:

5=14+4=2+3
2p-3=p+(@-3)=@-2+@®-1
Sehingga terdapat 4 kemungkinan sisi yang terjadi
yaitu :

{v1v4, vpvp_g}, {v1v4, vp_zvp_l}, {vzvg, vpvp_g} atau
{v2v3!vp—2vp—1} S E(fa)

Karena terdapat anggota S yang tidak dapat
dinyatakan secara tunggal, maka tidak memenuhi
fungsi bijektif. Sehingga untuk f,, ,n > 7 tidak ada
pelabelan sisi ajaib super yang memenubhi.

C. Graf Tangga
Teorema 3.4.
Graf Tangga L, memenuhi pelabelan sisi
ajaib super, untuk # adalah ganjil.
Bukti :
Misal L, adalah graftangga dengan :
V(Ly) ={u;v:1 < i <nj
E(L,) = {uiuiﬂ,vivi“,ujvj :1<is<n—-1,1<

js=n}

Label titik-titik pada graf L, dengan:
i+1

fl)= 5 ;x=u;,iganjildan 1 <i<n
n+i+1

flx) = 2 ;x=u;,igenapdan1<i<n
3n+i

flx) = 2 ;x =v;,iganjildan1<i<n
2n+i

flx) = 2 ;x=v;,igenapdan1<i<n

Sedangkan label sisi-sisi L, dengan :
gx)=4n—i ;x=uv;,1<i<n
gx)=3n—i ;x=vw,,1<i<n
gx)=5n—i—1 ;x =wu;,1<i<n

Maka L, memenuhi pelabelan sisi ajaib super

- 11n+1
dengan nilai k = ———

D. Graf Prisma
Teorema 3.5
Jika m adalah ganjil maka graf prisma
C,, X P, adalah sisi ajaib super.
Bukti :
Misal graf prisma C,, X P, dengan :
V) ={v,;1<i<m1<j<2}
E(G) = {vi,ijLj:l <i< m,1 S] < 2} U
{vi’jvi’j_'_l 1<i< m,j = 1}

Label titik-titik pada graf C,,, X P, dengan :

i+1

flx) = ;x=vjiganjil,1<i<mdanj=1
i+m+1

fl) = ;x=v;;igenap,1<i<mdanj=1
i+2m

fl) = ;x=v;;igenap,1 <i<mdanj=2
i+3m

flx) = 5 sx=vlganjilbk1<i<mdanj=2

Sedangkan label sisi-sisi C,,, X P, dengan :

gx) =5m—i;x=v;vy,;,1<i<mdanj=1

g(x) =5m ;X =V;Visimoamy,,i =mdanj =1
gx)=3m—i+1 ;x=v;;v;,;1<i<mdanj=1
gx)=4m—i+1 ;x=v;;v;;,,,1<i<m

Maka C,,, X P, memenuhi pelabelan sisi ajaib super
11m+3

dengan nilai k =

E. Graf Lintasan

Teorema 3.6
Graf lintasan P, memenuhi pelabelan sisi
ajaib super untuk setiap bilangan bulat positif 7.
Bukti :
Misal graflintasan P, dengan :
VB) ={v;:1<i<n}
E(R) ={vvy:1<i<n-1}
Labeli titik dan sisi pada graf P, dengan :
a. Untuk n genap

i+1

flx) = 5 ;x=v,iganjildan1 <i<n
n+i

flx) = 5 ;x =v,igenapdan1<i<n

fX)=2n—i;x=vvy,,1<i<n-—-1

b. Untuk n ganjil
i+1
fe) =

flx) =

f)=2n—i;x=vvy,,1<i<n-—-1

;x =v,iganjildan1<i<n
n+i+1

;x =v,igenapdan1 <i<n

Maka P, memenuhi pelabelan sisi ajaib super

5n+2 5n+3
. dan k =

dengan nilai k =



F. Graf Sikel

Teorema 3.7
Graf sikel C, memenuhi pelabelan sisi
ajaib super, dimana » adalah ganjil.
Bukti :
V(C,) ={v;:1<i<n}
E(C) ={vvy,:1<i<n-—1}
Label titik dan sisi pada graf C, dengan :

i+1
flx) = ;x=v,iganjildan1 <i<n
n+i+1
flx) = ;x =v,iganjildan1<i<n
f)=2n—i ;x=vv1<i<n-—1
fG)=3n—1i ;X =vVi10moan),i =1

Maka C, memenuhi pelabelan sisi ajaib super
5n+3

dengan nilai k =
G. Graf Buku
Teorema 3.8
Graf Buku B, adalah sisi ajaib untuk
setiap bilangan bulat positif 7.
Bukti :
Misal graf buku B, dengan:
V(B,) ={uviuf{u,v:1<i<n}
Dimana :
e u dan v adalah titik yang berderajat n + 1
e u; dan v;adalah titik yang berderajat 2

E(B,) = {uv} U {uy;, vv;,viv; 0 1 < i < nj

Labeli titik dan sisi pada graf B, dengan :
f)=1 ;x=u

fx)=5m+3;x=v
fX)=2n+2;x=uv
fX)=2n+i+2;x=uy;dan1<i<n
fX)=2n—-2i+2;x=v;dan1<i<n
fx)=5n—i+3;x=uy;dan1<i<n
f(x)=3n+i+2;x =yv;dan1<i<n
f(x)=2i+1;x=vy;dan1<i<n

Maka B, memenuhi pelabelan sisi ajaib dengan
nilaik =7n+6

Teorema 3.9

Graf buku B, memenuhi pelabelan sisi
ajaib super.
Bukti :
akan ditunjukkan bahwa B, memenuhi pelabelan
sisi ajaib super.
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Karena pelabelan diatas memenuhi pelabelan sisi
ajaib super, maka graf buku B, merupakan
pelabelan sisi ajaib super dengan nilai k = 17.

4. SIMPULAN

Berdasarkan pembahasan dapat disimpulkan:
Graf kipas, graf tangga, graf prisma, graf lintasan,
graf sikel dan graf buku (B;) merupakan pelabelan
sisi ajaib super.
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