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Abstrak

Pohon-pohon perentang Ty, Ty, ..., T, pada graf G disebut pohon-pohon perentang independen lengkap jika
pohon-pohon perentang tersebut perpasang pisah-sisi dan pisah-titik secara internal. Fokus permasalahan
dalam artikel ini adalah mencari pohon perentang independen lengkap pada graf sedemikian hingga pohon-
pohon perentang tersebut pisah-sisi dan pisah-titik secara internal. Dua pohon perentang T; dan T, pada
graf G disebut pisah-sisi, jika E(T;) N E(T;) = & dan dua pohon perentang T; dan T, pada graf G disebut pisah-
titik secara internal jika untuk setiap u, v anggota himpunan V(G), Pr, (u,v) N Pr,(u, v) = {u, v}. Untuk graf
beraturan 2r, seperti pada produk Kartesius graf K, ® B, terdapat 3 pohon-pohon perentang yang
independen lengkap. Pohon-pohon perentang independen lengkap dapat diterapkan pada masalah
komunikasi yang fokusnya terhadap kesalahan dalam jaringan interkoneksi.

Kata Kunci: Pohon perentang independen lengkap, pohon perentang pisah-sisi, pohon perentang pisah-titik
secara internal, produk cartersius graf.

Abstract

Spanning trees Ty, Ty, ..., Tyon graph G are said to be complete independent spanning trees if the spanning
trees are a pair of edge-disjoint and internally vertex-disjoint. The focus of the problem in this article is to find
a complete independent spanning tree on a graph such that the spanning trees are edge-disjoint and internally
vertex-disjoint. Two spanning trees and graph G are said to be edge-disjoint if E(T;) N E(T,) = @ and two
spanning trees on graph G are said to be internally vertex-disjoint if for each u, v members of the set V(G),
Pr,(w,v) 0 Pr,(u,v) = {u,v} . For a 2r regular graph, as in the Cartesian multiplication graph, there are 3
completely independent spanning trees. Completely independent spanning trees can be applied to
communication problems that focus on faults in interconnecting networks.

Keywords: completely independent spanning tree, edge-disjoint spanning tree, internally vertex-disjoint spanning tree,

Cartesian multiplication graph.

PENDAHULUAN

Dua pohon perentang T; dan T, pada graf G
disebut pisah-sisi, jika E(T;) N E(T,) = &. Sebuah
pohon T setiap dua titik berbeda dihubungkan oleh
tepat satu lintasan. Misalkan u, v € V(T). Himpunan
semua titik lintasan tunggal yang menghubungkan
u dan v dilambangkan Pr(u,v) . Dua pohon
perentang T; dan T, pada G disebut pisah-titik
secara internal jika untuk setiap u,v anggota
himpunan V(G), Pr,(w,v) N Pr,(u,v) = {u,v}.
Sehingga, T, T, ..., T, adalah pohon-pohon
perentang yang independen lengkap jika pisah-sisi
dan pisah-titik secara internal. Perhatikan bahwa
setiap 1 < i £ k , himpunan semua titik pada T;
membentuk himpunan Graf terhubung. Jadi, jika
terdapat k pohon perentang T; dan T, pada graf G
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yang pisah sisi, maka terdapat k himpunan Graf
terhubung yang pisah-titik secara internal.

Pohon perentang telah dipelajari secara
mendalam karena sangat praktis dalam sistem
komunikasi pada penyiaran jaringan interkoneksi.
Pohon perentang sering digunakan dalam berbagai
operasi jaringan seperti; komputasi pohon perentang
independen lengkap menjamin kesinambungan
layanan, karena masing-masing dapat digunakan
sebagai pohon perentang cadangan jika terjadi
kegagalan dalam titik pada pohon perentang.
Dengan demikian, menghitung k pohon perentang
independen lengkap —memungkinkan untuk
menangani hingga k-1 titik independen. Dalam hal
ini, sebuah jaringan sering dimodelkan dengan graf
G di mana himpunan titik V(G) berkorespondensi
dengan himpunan titik dan himpunan sisi E(G)
dengan berhubungan langsung antar titik. Untuk
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pohon, titik yang bukan daun disebut titik internal.
Untuk titik u dari graf G, misalkan d;(u) adalah
derajat titik di G yaitu jumlah sisi G yang
berhubungan langsung. Untuk kejelasannya, kita
mengingat kembali definisi produk Kartesius.
produk Kartesius dua graf G dan H, dilambangkan
dengan G® H adalah sebuah graf dengan
himpunan titik V(G) x V(H) dan himpunan sisi
{@wu)Yw,v)/(u=v A uv €eEH))V U =v A
uv € E(G))}. Konsep diatas akan digunakan untuk
memecahkan permasalahan dalam artikel ini yaitu
mencari sebuah pohon perentang independen
lengkap pada graf sedemikian hingga pohon-pohon
perentang tersebut pisah-sisi dan pisah-titik secara
internal.

1. KAJIAN TEORI

Sebuah graf disebut terhubung, jika setiap dua
titik pada graf dihubungkan oleh sebuah lintasan.
Komponen sebuah graf adalah sebuah subgraf yang
terhubung maksimal. Jadi, jika G graf terhubung,
maka G memliki tepat satu komponen. Sebaliknya,
jika graf G tak terhubung, maka banyaknya
komponen G paling sedikit dua. Graf G disebut graf
beraturan-k jika setiap titik G berderajat k. Graf
lintasan yang dinotasikan dengan Prn adalah graf
yang mempunyai tepat satu lintasan dengan n titik
dan panjang n - 1. Pohon adalah graf terhubung dan
tidak memuat sikel. Graf yang setiap komponennya
berupa pohon disebut hutan (forest). Sifat-sifat pohon
sebagai berikut.

Jika G graf pohon, maka untuk setiap dua titik
u dan v yang berbeda di G terdapat satu lintasan
yang menghubungkan kedua titik tersebut.

Banyaknya sisi dari sebuah pohon G sama dengan
banyaknya titik dikurangi 1, [V(G)| = |[E(G)| — 1

Setiap pohon dengan paling sedikit dua titik yang
berderajat satu.

Definisi 1: Misalkan G graf terhubung. Sebuah
pohon T dalam G yang memuat semua titik G disebut
pohon perentang.

Definisi 2: Dua pohon perentang T; dan T, pada
graf G disebut pisah-sisi, jika E(Ty) N E(T,) = &.
Contoh 1:

V3

U1 Uy
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Gambar 2.1

T, pohon perentang pada G sisi-sisi “warna hitam”.
T, pohon perentang pada G sisi-sisi “warna merah”.
Karena E(T;) N E(T,) = &, maka T; dan T, dua pohon
perentang pada G pisah-sisi. Ingat bahwa dalam
sebuah pohon T setiap dua titik berbeda
dihubungkan oleh tepat satu lintasan.

Misalkan w,v € V(T). Himpunan semua titik
lintasan tunggal yang menghubungkan u dan v,
dilambangkan Pr(u, v). Misalnya , dari Gambar 2.1,
diperoleh

Pr, (vy, v2) ={ vy, vy, V3, V4 }, Pr,(v1, v2) = { V1, V2, }.
PTl(V1/ V) ={ vy, Vs }, PTZ(V1I V) = { V1, Uy, V3, Uy )

Definisi 3: Misalkan G graf terhubung. Dua
pohon perentang T; dan T, pada G disebut pisah-
titik secara internal jika untuk setiap u,v anggota
himpunan V(G), Pr,(u,v) N Pr,(w,v) = {u, v}.

Contoh 2: Pohon perentang T; dan T, pada graf
G, dalam Gambar 2.1, memenuhi Definisi-3, jadi T;
dan T, saling pisah-titik secara internal.

Karena untuk setiap u,v anggota himpunan
V(G), Pr,(w,v) N Pr,(u,v) = {u,v}., maka T; dan T,
pada graf G pisah-titik secara internal.

Definisi 4: Pohon-pohon perentang Ty, T, ..., Ty
pada graf G disebut pohon-pohon perentang
independen lengkap jika pohon-pohon perentang
tersebut perpasang pisah-sisi dan pisah-titik secara
internal.

Contoh 3: Pohon perentang T; dan T, pada graf

G, dalam Gambar 2.1, pisah-sisi ( Contoh 1 ) dan
pisah-titik secara internal ( Contoh 2 ). Sehingga T;
dan T, pohon-pohon perentang independen lengkap
G.
Perhatikan bahwa setiap 1 <i <k, himpunan semua
titik pada T; membentuk himpunan Graf terhubung.
Jadi, jika terdapat k pohon perentang T; dan T, pada
graf G yang pisah sisi, maka terdapat k himpunan
Graf terhubung yang pisah-titik secara internal.

Definisi 5: Produk Kartesius dua graf G dan H,
dilambangkan dengan G ® H, adalah sebuah graf
dengan himpunan titik V(G) x V(H) dan himpunan
sisi {(w,u)(w,v)/(u=v A u'v'e EH) )V (u =
v AuveE(G))}.

Contoh 5.1:
*1 V1
Y2
X2 V3
G H

Dari gambar diatas, V(G) ={ xy, x, } dan V(H) ={ y,,

Y2, 3 }-
Sehingga
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V(G ® H) = V(G) X V(H) = { (xll yl )/ (xl/ y2 )/ (xl/ }’3),
(X2, ¥1)r (X2, ¥2 ), (X2, ¥3) }

dan

E(G ® H) = {(x1y1), (x1¥2), (x1¥2), (x1¥3),
(231), (x2¥2), (X2¥2), (X2¥3), (X1)1), (X291),
(x1Y2), (x2¥2), (x1Y3), (x2¥3)}-

Gambear graf G ® H dapat dilihat seperti berikut:

(x+. V. (X~. Vs
(x4, V! (X-.Vn
(x.. V! (x~. V-
G®H
Gambar 2.2

Untuk graf H ® G diperoleh,
VH® G) = V(H) x V(G) = {(y1, 1),
(Y1, X2), (V2 x1), (V2 , %2),(V3, X1), (V3 X2)}
dan
E(H® G) ={(y1x1), 1%2), (72x1), (¥2%2),
(r3x1), (r3x2), 1 x1), 72%1), (V2%1), (¥3%1),

(V1X2), (¥2X2), (V2X2), (¥3x2)}
Sehingga gambar graf H ® G seperti berikut

1 x1) 2, %1) (y3,x1)
1, x2) V2, %2) (3, %2)
H®G
Gambar 2.3

Perhatikan bahwa graf G ® H isomorfik dengan graf
H ® G; yakni, terdapat fungsi bijektif a: V(G®H) —
V(H®G) yang mengawetkan keterhubungan
langsung antar dua titik.

Contoh 5.2
Diberikan graf Komplet K, , lintasan P, , dan
lintasan P; berikut

Xo

Z
Yo 0
X1
21
L2
0z,
X3

Graf K, ® P, dapat dilihat pada gambar berikut

(V.. (Vo X e Xoa (Va. X4
(V4. %5 (V.%o (Vs. % (V. X
Gambar 2.4

Graf K, ® P; dapat dilihat pada gambar berikut

(X1, 1) (X0 ¥1)
(1) (1) oy
EE————
(x1,5) G2 ﬁ(h,%
PE———
(x1,¥2)
(72 (X v2) Gy
Gambar 2.5

Produk Kartesius graf Komplet dan lintasan atau
sikel
Diberikan graf Komplet K, dengan = 3, lintasan B,
dengann = 2, dansikel C, dengann = 3. Misalkan
V(Km) = { X0, X1, X2, X3, +e) xm—l}
V(Pn) = V(Cn) = {yOryl'yZ'ny' ---'yn—l}
Untuk 0<i <m—-1,0 <j <n-1, titik (0 y)

dari graf K,, ® P, atau K,, ® C,,, demi efisiensi,
disimbolkan dengan Uij . Sehingga,
V(Kn ® B) =V(Kp, ® Cp)

={U//0<i<m-1,0<j <n-1}

dan
E(K,®P,) ={U/U}|0<i <m-1,i#k0 <j <n-1}

Uu/u*jo<i <m-1,0 <j <n-2}
E(Ky ® C,) = E(K,®PB) U{UPURF 0 <i <m—1}
Produk Kartesius graf K, dan P; , dapat dilihat pada
Gambar 2.5

ud U U?
2 2 L vt
U2 U2

U? U?
Graf K, ® C4
Gambar 2.6
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Definisi 6: Misal G graf terhubung dengan n titik
dan T sebuah pohon perentang di G. Misal G’
subgraf G beraturan-2r memuat r pohon-pohon
perentang independen lengkap Ty, T, ..., T}
Himpunan titik internal T', dilambangkan
dengan IN(T), didefinisikan sebagai berikut.

IN(T)={v € V(T)|dr(v) = 2}

e Derajat ekstra  potensial dari T,
dilambangkan ped(T), didefinisikan sebagai
berikut.

ped(T)=|IN(T)|r —n+ 2
Himpunan sisi ¢’ diluar Ty, T, ..., T, adalah
B =E@) - | ] B,
1<is<r
Himpunan bagian E*(G") yang mempunyai
dua titik-titik akhir di IN(T;), dilambangkan

dengan
Ef,(G") = {uv € E(G")/u,v € IN(T),u,v
¢ E(T)}
untuk 1 <i<r
Contoh 6.1:

Misalkan graf G = Kz ® P; pada Gambar 3.1. Graf
G' = G — {UjU3, UL UL, U3U} adalah graf beraturan-6
memuat 3 pohon perentang independen lengkap
Ty (merah), T, (biru), Ts(hitam). Dalam hal ini,
IN(Ty) = (Ug, U3, Uy, Us, Ug, U3;
IN(Ty) = Uy, U3, Ui, Us, UR, U3
IN(T5) = (U2, U3, U3, Us, U3, Ug};
Derajat ekstra potensial dari pohon perentang T,
adalah
ped(T,) = 6(3) —18+2 =2
Begitu juga ped(T,) = ped(T3) = 2.
Himpunan sisi ¢’ diluar Ty, T,, T; adalah
EL(G") = (U3U3, U2UZ, U3 U2}
Perhatikan bahwa,
EL (G") = {U3U2} dan
EL (G) = {U3US, UZUZ)
Perhatikan bahwa, untuk setiap pohon perentang T,
ped(T) = 0.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 1: Misalkan G graf terhubung dan k
bilangan bulat dengan k =2 . Ty, T,, ..., T, pohon-
pohon perentang independen lengkap pada G jhj T;,
T, ..., Ty pisah-sisi pada G dan V v € V(G) terdapat
paling banyak satu T; dengan dr, (v) > 1.

Bukti:

—

Misalkan Ty, T, ..., T, pohon-pohon perentang di G
pisah sisi dan V v € V(G) terdapat paling banyak
satu T; dengan dr, (v) > 1. Andaikan Ty, T3, ..., Ty
pohon-pohon perentang tidak independen lengkap
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pada G. Maka terdapat dua titik u dan v dan dua
pohon perentang T; dan T; sedemikian hingga
lintasan-lintasan dari u ke v di T; dan T; tidak pisah
internal. Karena T; dan T; pisah sisi, lintasan-lintasan
dari u ke v tersebut mempunyai sebuah titik
persekutuan w selain u dan v. Ini berakibat, dr,
(w) > 1dan de (w) > 1, sebuah kontradiksi .
=
Misalkan T; , T, , ..., Ty pohon-pohon perentang
independen lengkap pada graf G
Berdasarkan Definisi 4, Ty, T,,..., Ty pohon-pohon
perentang pisah sisi pada G
Andaikan ada sebuah titik w di graf G sedemikian
hingga dr, (w) > 1 dan de (w) > 1. Ini berarti, ada
paling sedikit dua sisi T terkait dengan titik w.
Begitu juga ada paling sedikit dua sisi T, terkait
dengan titik w.
Misalkan v elemen V(G) dan v # w. Misalkan wt; sisi
pertama pada lintasan dari w ke v di pohon T; dan
wt, sisi pertama pada lintasan dari w ke v di pohon
T,. Misalkan u, sebuah titik di G sedemikian lintasan
dari w ke u; di pohon T; tidak memuat sisi wt;, dan
u, sebuah titik di G sedemikian lintasan dari w ke u,
di pohon T, tidak memuat sisi wt,. Keberadaan titik
u; dan u, dijamin oleh dr, (W) = 2 dandr, (w) = 2.
Perhatikan, lintasan dari u, ke v di T; dan lintasan
dari u, ke v di T, memuat titik w, maka maka u; #
Uy.
Karena T; dan T, independen, maka lintasan dari u,
ke v di T; dan lintasan dari u; ke v di T, tidak
memuat titik w.
Sekarang misalkan T; sebagai pohon perentang di G
berakar di titik w. Maka u,; dan v terletak dalam
subpohon T; yang sama, sedangkan u, dan v
terletak dalam sub pohon T; yang berbeda. Sehingga
u,; dan u, terletak dalam subpohon T; yang berbeda.
Begitu juga di T, . Demikian juga, jika T, dipandang
sebagai sebuah pohon perentang G berakar di titik
w, maka u; dan u, terletak dalam subpohon T, yang
berbeda. Jadi, lintasan dari u, ke titik u, di pohon T;
dan pohon T, memuat titik w sebagai titik internal,
ini kontradiksi bahwa T; dan T, independen
lengkap. Jadi, untuk setiap titik v di graf G, terdapat
paling banyak satu T; dengan dr, (v) > 1
Dengan demikian, bukti teorema lengkap. |
Dengan memperhatikan Definisi 5, diperoleh
banyak titik dan banyak sisi produk kartesius dua
graf seperti berikut

Lemma 2: Misalkan G, graf sederhana dengan n,
titik dan m, sisi dan G, graf sederhana dengan n,
titik dan m, sisi . Maka

@) V(6:862)| = nyn, dan

(i) |E(G:®G2)| = nymy +nymy

Bukti:
(@)

Dari Definisi 5,
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V(G1®G,) =V (Gy) X V(Gy)

Sehingga,

[V(G1®G)| = [V(Gy) X |[V(G)]
= [V(G)IX |V(G)]
=n X n,
= mn;

(i) Misalkan ( x,y ) e V(G ®G,).

Berdasarkan Definisi 5,
dcisz((x' Y)) = dg,(x) +dg, ()

Jumlah kedua ruas untuk semua titik ( x, y ) pada
graf G;® G, , diperoleh

2 (x3)ev(6:06,) der@a, ((6,7)) =
L(xy)ev(6:06y)[de, (¥) + dg, (V) ]
= V(G| Zxev(cy) Ao, (X) + IV (G1)| Zxev(6,) D6, (V)
Dengan menerapkan Teorema Jabat Tangan ( TJT))
pada graf G,dan G, , diperoleh
2(xy)ev(6:186,) D6y x6, () =2Vl IEG)] +
2|V (G| [E(G)I
Terapkan TJT pada graf G; ®G, , diperoleh
|E(G1®G,)| = % Z(x,y)ev(slepaz)dalcaaz ( (x, J’))
= {2IV(GI IEG) + 2V (G |E(G) 1}
= V(GO E(G)] + [V(G)I. [E(G1)]
=n,my +n,m
Dengan demikian, bukti Lemma lengkap L
Teorema 3: Misalkan n dan r bilangan -bilangan
bulat dengann =2 danr = 2. Maka terdapat r
pohon perentang independen lengkap dalam graf
K,y ® P,.
Bukti:
Karenal|lV(K,,)| =2r ; |(E(Ky.)| =7r(2r—1) dan
VIl =n 5 [EEI)=n-1
maka, berdasarkan Lemma 2, diperoleh
[V(K,® B,)| = 2nr ,dan
|E(Kyr @ P)| = 2r(n— 1) + n(r(2r — 1))
=2nr’4+nr—2r

Karena graf K,, ® P, terhubung dan mempunyai

2nr titik, maka K,, ® P, memuat pohon perentang

dengan 2nr — 1 sisi

Selanjutnya, untuk 1 <i <r, pohon perentang T;

dalam graf K,, x P, dikonstruksi sebagai berikut :
E(T;) = E;UE,UE;

dimana,
{U} U]+11’UT]‘+1 1 +z 1|0 <j <n—2}
= {U Ui’ﬂ 1
{UL 1 L+k’ UT+L 1UT+L+k|0 Sks<sr-20<jsn- 1}
Perhatlkan bahwa
|E;| =2(n—1) =2n—2; dan |E;| = 1;dan |E;|

=2n(r—1)
dan himpunan-himpunan E;, E;, E; pisah sisi.
Maka
|E(T)| = |Ex| + |E;| + |Es]
=2n—-1)+1+2n(r-1)
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=2nr—1
Ini berarti T; sebuah pohon perentang pada graf
K2r® I8 n

Perhatikan, untuk i # j,1 <i,j <r,

E(THNE(T;)) =@
Ini berarti, Ty, T, ..., T, pohon-pohon perentang pada
graf K,, ® B, saling pisah-sisi

Dengan konstruksi T; seperti itu, diperoleh
dTi (x) =

r+1>1 jikaxe{Ul UL, /0<j<n-2
r>1, jika x e (UM UME S
1, untuk x yang lain
Karena hal ini berlaku untuk setiap 1<i <r

berakibat untuk setiap titik x pada graf
K,,® P, terdapat paling banyak satu T; sedemikian
hingga dr,(x) > 1

Berdasarkan Teorema 1, disimpulkan bahwa
Ty, T,,..,T, adalah  pohon-pohon  perentang
independen lengkap pada graf

Dengan demikian, bukti teorema lengkap ]

Sebagai ilustrasi pengkonstruksian pohon-pohon
perentang bebas lengkap Ty, T,, Tz pada graf K,,x B,
dapat dilihat pada gambar berikut. Dalam hal ini,
r =3 dan n = 3. Mengikuti pengkonstruksian T;
dalam bukti Teorema di atas, diperoleh

E(Ty) = {UgU;, USUs, UgUg, U3 U3} U {Ug U3}
U{UoU?, UgU3, UgUs, Ug Uz, Ug UZ, UG U3,
U3U}, USUS, U3U;, U3 Us, UF U, U UZ}

E(T,) = {U{U{, UUL, U1 UZ, UL U} U {U1 U4}
U{Ul U21 Ul U3' Ul UZ! Ul U3' Ul UZ' Ul Uf)g!
ULUS,URUQ, ULUs, ULUS, U UE, U UE}

U{U; U3, U3 U3, U;U3, U3 Uy, U3 U3, UZUZ,
UgUg,USU7, U UG, UsU37, U UE, USUF}

Teorema 4: Graf K,,Q C,, ,untukn =3 dan r >
2, memuat r pohon-pohon perentang independen
lengkap.
Bukti:
Karena V(K3 ® C,) = V(K@ Py) , E(Kr® Cr) =
E(K,® PBHOU{UAU /0 <i <2r—1}
Maka K,,® P, adalah sebuah graf bagian perentang
dari graf K,,® C,,. Sehingga setiap pohon perentang
pada graf K,,® P, juga merupakan pohon perentang
pada graf K,,® C,
Berdasarkan Teorema 3, pohon-pohon perentang
Ty, Ty, ..., T, independen lengkap pada graf K,,® B,,
juga independen lengkap pada graf K,,® C,,.

Dengan demikian bukti teorema lengkap =
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jika v titik internal T;, maka dr,(v) = 2... (1)

Berdasarkan Teorema 1, Vj #i,1<j<r,

de(v) =1 ... (2
Karena G beraturan—2r,
vv eV(G),d;(v) = 2r ...(3)

Dari (1),(2),(3), diperoleh

T

dr @) = dg@) = ) dr, )

j=1,j%i
=2r—(r—-1)
=r+1
Dengan demikian,
A(T) =dr,(v)=r+1 [
Pohon-pohon perentang Ty, T,, T; bebas lengkap b) Karena T, pohon-pohon perentang di G
pada graf Ks® P, dengan n titik,
Gambar 3.1 maka VT = V(6| =n
dan
E(T)I=V(T)l-1=n-1
e m m us Berdasarkan Teorema Jabat-Tangan,
' /—\2 ZUEV(Ti) dTi(V) = 2|E(T)I
=2(n-1)
” Ut U " =2n-2 .. (4)
3 Karena
— Yvevry dr,(V) = Xovenerp dr,(v) +
Yvev(rp-inery) Ar,(v) < [IN(T)|A(T;) +
vé 7 - U3 wev(ry)-In(Ty 1
| = [IN(T)I(r + 1) + |[V(T}) — IN(T?)|
( berdasarkan sifat (a) )
/ = [IN(TIGr + 1) + [V(T)] — [IN(T))
u3 » p P = |IN(T)|r+n .. (5

Dari (4) dan (5) diperoleh
2n—2<|IN(T)|r +n
ekuivalen dengan
IN(T)| = =2
Karena |IN(T;)| bilangan bulat, maka

T, dan T, pohon-pohon perentang indepeden
lengkap pada graf K, ® C,
Gambar 3.2

Lemma 5: Misalkan G graf dengan n titik,

beraturan-2r dan memuat sebanyak r pohon [IN(T)| = [nTzl - (6)
perentang Ty,T,,..,T, . Maka sifat-sifat berikut Karena Ty,T,,..,T, independen lengkap,
dipenuhi: berdasarkan Teorema 1,

a) Untuksetiapi,1<i<r A(T) =r+1 1 |IN(T)| <n,

b) Untuksetiapi,1 <i<r, Sehingga

[IN(T)| < n—Xjoy 2 IN(T;)

r n-2
=n- Zj:l,jﬂ' [ - ]

[#] <|IN(T) <n— [”%Zl(r— 1)

¢) Jikan=0(modr) dan r = 3, maka Vi,1 <

i<r, =n-[Z|e-n .. %
Dari (6) dan (7), disimpulkan
n

[IN(T)| = -~ dan ped(T;) =2 ["_‘2] < [IN(T)| Sn—[n—_zl(r— 1 -

d) |EX@)] =7 ' '
L
) Xi-lEr (Gl =r ¢) Andaikan [IN(T)| < ; -1 , maka
Bukti: berdasarkan Definisi 6,

a) Misalkan v € V(T;) untuk i € {1,2, ..., 7} n

jika v titik terminal dari T;, maka dr,(v) =1 ped(Ty) = [IN(T)Ir —n+2 < (? - 1) mm+2
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=2-r
<0 (karenar = 3)
Kontradiksi . Akibatnya

IIN(T)| =~ ... (8)
Karenan = 0 (mod r) dan r = 3, maka

n-2 n

[T T

Sehingga dari (b) diperoleh
INT) < n—[22] @ -1)

n
=n-O@-1)

n

Dari (8) dan (9) disimpulkan
n
[IN(T)| = -

Selanjutnya, berdasarkan Definisi 6,
ped(T;) = [IN(T)|r —n + 2

.. (9)

= g.r —n+2
=2 |
d) KarenaVi,1<i<r,|E(T)| =n—1, maka
i=E(T)| =r(n—1)
(10)
Karena G beraturan-2r dengan n titik,
Maka Zsev(a) de(v) =2rn,
Sehingga, berdasarkan Teorema Jabat
Tangan,
E(G)] = 2 Zhey o) d() = mn
(11)
Dari (10) dan (11) diperoleh
IEX(&)] = |E(@)-Xi=,[E(T)]
=m-r(n—1)=r [

(e) Karena setiap sisi dari E7,(G) juga berada dalam
E"(G) dan setiap sisi dari E*(G) berada dalam paling
banyak satu himpunan E%L.(G ) untuk suatu bilangan
bulat i, maka dari sifat (d), diperoleh

B @l <7
i=1

Dengan demikian, bukti Lemma lengkap n
Lemma 6: Misalkan G graf beraturan-2r dengan
n titikk memuat r pohon perentang independen
lengkap Ty, Ty, ..., T, .Maka untuk setiapi, 1 <i<r,
dan setiap sisi e di E%i(G) titik-titik akhir sisi e
berderajat paling banyak r di T; . Lebih jauh
ped(T)) = 2|E} (6)].
Bukti:
Karena setiap sisi e = uv € Ef,(G), u dan v masing-
masing merupakan titik internal T; , maka derajat
titik u dan titik v di pohon perentang T; tidak lebih
dari r. Akibatnya, ped(T;) = 2|Ez,(G)|.
Dengan demikian, Lemma terbukti
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Lemma 7: Misalkan G graf beraturan-2r dengan n
tittkk memuat r pohon perentang independen
lengkap Ty, Ty, ..., T, . Maka ada pohon perentang T;
untuk suatu i, 1 < i < r memenubhi sifat berikut :

a) Nl < [3|

ped(T;) <2 dan |Ef(G)|<1 , dengan
“ketaksamaan  tegas
r tidak membagi n.

“dipenuhi  jika

Karena T;,T,, ..., T, pohon-pohon perentang

independen lengkap di graf G dan banyak
titik G adalah n, berdasarkan Teorema 1,
=lIN(T) <n.. (D)

Andaikan, Vi,1 < i <7 [INT)| 2 [2] +1,
Maka

ANz (H+1)>n
dan ini kontradiksi dengan (1).
Karena dari (a) , [IN(T))| < EJ , maka
berdasar Definisi 6,
ped(T;) SrEJ —-n+2<2

b)

. (2

Selanjutnya, dibuktikan |E%,(G)| < 1.
Andaikan |E%l. (G)| = 2. Maka, berdasarkan
Lemma 6,

ped(T)) = 2|Ef,(6G)] = 4,
kontrakdiksi dengan (2).
Akibatnya, |Ef,(G)| < 2 dan karena |Ef,(G)|
adalah bilangan bulat , maka |EF,(G)| < 1.
Perhatikan (2) , jika n # 0 (mod r ), maka

r EJ —n+ 2 < 2, sehingga
ped(T;) < 2

Sehingga ketaksamaan dipenuhi jika n
bukan kelipatan r atau n # 0 (mod r ).
Dengan demikian bukti Lemma lengkap m
Ingat kembali graf K,,,® C,, denganm >3
dan n = 3.
Untuk j €{0,1,..,n— 1}, subgraf K/ yang
dibangun oleh himpunan titik
{Uij/O <i<m-—1} adalah graf Komplet
dengan n titik dan selanjutnya disebut
salinan-K . Dalam mempelajari distribusi
dari titik-titik internal dari pohon-pohon
perentang dalam salinan-K  tersebut,
misalkan untuk suatu pohon perentang T di
Kn® Cp,

V,(T) = IN(T) nV(K/)

dan  |V(T)| = ny(T)
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Lemma 8: Misalkan a;(T) menyatakan banyak
salinan-K yang memuat tepat i titik internal T.
Distribusi titik-titik internal dalam salinan-K yang
berbeda adalah sebagai berikut :

a) Jika n;(T) = k, untuk suatu j, maka
|BF(Kypo1x Co)| 2 5 (k = 1)(k — 2),

b) n;(T) <4,vj,0<j<n-1

) az;(T) <1

d) Jika a3(T) = 1, maka n = 0(mod r) dan
nzr.

e) Jika ay(T) = 0, maka

a;(T) < a, (1) - [2];

khususnya

n
ay(T) > a3(T) dan a,(T) = [;]

Bukti:
a) Ingat bahwa, banyak sisi graf Komplet
dengan k titik adalah %k(k —1) dan hanya
sebanyak k—1 dari

sisi-sisi tersebut

terletak dalam T, sehingga
|EF (Kor—a® C)| = S k(e — 1)(k — 1)
=~ (k- 1)k - 2)
b) dan c). Andaikan n;(T) = 4 untuk suatu
J,0<sjsn-1
atau az(T) > 1
Berdasarkan sifat a),
|EF (Kor—1® Co)| 2 5(3)(2) =3 ;
kontradiksi dengan Lemma 7(b)

d) Karena ped(T;) < EJ r —n+ 2, maka
|EX (K1 ® C,)| < 1saatn £ 0(mod 1).
e) Dari (b), diperoleh
lIN(T)| = ay(T) + 2a,(T) + 3a;(T)

dan

a;(T) =n—ay(T) — as(T).
Sehingga,
[IN(D)| = a;(T) + 2(n = a;(T) — a3(T)

+ 3a5(T) < 2n— EJ

Maka
as(D) < &, (M) - [4]
dan akibatnya,
a,(T) > az(T) dan a,(T) = [g]
Dengan demikian, bukti Lemma lengkap m
Perhatikan bahwa, jika graf G memuat r pohon
perentang independen lengkap Ty, ..., T,.,maka untuk
setiap i,1<i<r , setiap titikk G berhubungan
langsung dengan sebuabh titik internal T;.
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Teorema 9: Misalkan n , r dua bilangan asli
dengan n 23 dan r = 6. Maka graf K,,_1®C,

tidak memuat r pohon-pohon  perentang
independen lengkap.

Bukti:

Andaikan graf K,,_;® C, memuat r pohon
perentang independen lengkap. Berdasarkan

Lemma 7, misalkan T sebuah pohon perentang yang
memenuhi
(@) UN@)I< |3, dan
(i) ped(T;) <2 dan [Ef(G)]<1 , dengan
“ketaksamaan  tegas
r tidak membagi n.

“dipenuhi  jika

jika sebuah salinan-K K',1 <i <n, tidak memuat
titik internal T , maka
ni_1(M) +n 1 (T)Y=2r—-1=11
Akibatnya,
n;_,(T) = 6ataun; .,(T) =6,
Ini kontradiksi dengan Lemma 8(b)
Sehingga a,(T) = 0.

Karena n > r, maka dari Lemma 8(e) ,
n
a,(T) > [;] > 1.

Sehingga, terdapat bilangan bulat ,0>i>n-1,
sedemikian hingga n; = 1. Misalkan u titik tunggal
di V;(T). Titik u di T berhubungan langsung dengan
sebuah titik dari V;_{(T) U V;,4(T) dan
dr(u) <7+ 1. Maka u berhubungan langsung di T
dengan paling banyak r titik di V(K'). Sehingga ,
paling sedikit r—22>=4 tidak berhubungan
langsung di T ke titik u. Oleh karena itu, r — 2 titik-
titik berhubungan langsung di T ke titik-titik di
Vi—1(T) U V;41(T) dan akibatnya,
ni_1(T) + 11 (T) =5

Jadi,

n;_1(T) = 3 ataun;;1(T) = 3
Tanpa menghilangkan keumuman, misal n;,(T) =
3.
Berdasarkan Lemma 8(b) , n;4,(T) < 3, sehingga
Dari Lemma 8(c) , diperoleh a3 (T) = 1, sehingga dari
Lemma 8(e) , diperoleh a,(T) = 2.
Misalkan # i , sedemikian hingga n;(T) = 1. Dengan
argumen yang sama dengan sebelumnya, diperoleh
nj_1(T) = 3 atau n;,4(T) =3 . Karena a3(T) =1,
maka j =i+ 2. Artinya , kedua salinan-K dengan
satu titik internal berhubungan langsung ke
salinan-K . Selanjutnya, misalkan v titik tunggal di
V;(T) . Salah satu titik dari udanv berhubungan
langsung di T dengan dua titik internal. Tanpa
menghilangkan ~ keumuman, misal tittkk u
berhubungan langsung di T dengan dua titik
internal. Jadi u berhubungan langsung di T dengan
paling banyak r—1 titik di V(K') . Sehingga |,
terdapat paling sedikit r—1>=5 titik tidak
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berhubungan langsung di T dengan titik u. Oleh
karena itu, terdapat paling sedikit 5 titik
berhubungan langsung di T dengan titik-titik di
Vi1 (T) U Vi41(T) , maka
N1 (T) + nyyy (T) 2 7

Akibatnya,

n;_1(T) = 4 ataun; ,(T) = 4
ini kontradiksi dengan Lemma 8(b).
Dengan demikian , bukti teorema lengkap ]

3. PENUTUP
SIMPULAN

Dari pembahasan dapat disimpulkan:

1. T3,T,, .., Ty ~ pohon-pohon  perentang
independen lengkap pada G jhj Ty, T, ..., Ty
pisah-sisi pada G dan V v € V(G) terdapat
paling banyak satu T; dengan dr, (v) > 1.

2. Terdapat r pohon perentang independen
lengkap dalam graf K,,® B,.

3. Begitu juga dengan graf K,, ® C,, terdapat r
pohon-pohon  perentang independen
lengkap.

4. Namun, graf K, 1® C, ternyata tidak
memuat r pohon perentang yang
independen lengkap.

SARAN

Dari produk Kartesius graf K,,® B, dan K,, ® C,
dapat mengetahui pohon perentang pada beberapa
graf dan menarik untuk diteliti lebih lanjut mengenai
pohon perentang yang independen lengkap selain
graf tersebut.
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