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Abstrak

Misalkan graf G dengan q sisi. Sebuah pelabelan harmonis ganjil pada G adalah sebuah fungsi injektif
f:V(G) - {0,1,2,..,2q — 1} sedemikian hingga fungsi terinduksi f*:E(G) — {1,3,5,...,2q — 1} dengan
f*(uv) = f(u) + f(v) merupakan fungsi bijektif. Jika kodomain fungsi f adalah {0,1,2,...,q } maka f
disebut pelabelan harmonis ganjil kuat pada G. Misalkan sikel C,, dan sikel C, saling lepas. Misal x €
V(Cp)dany € V(C,). Graf G dibentuk dari C,, dan C,, dengan “menghimpitkan/menyatukan” titik x dan
titik y dilambangkan dengan G = C,,0C,,. Misal kl € E(C,,) danmn € E(C,). Graf G dibentuk dari C,,;, dan
C, dengan "menghimpitkan/menyatukan” sisi kl dan sisi mn dilambangkan dengan G = C,, o C,. Pada
skripsi ini dibuktikan bahwa sikel C,, harmonis ganjil kuat jika n = 0 (mod4). Ditunjukkan juga bahwa graf
bipartit komplit K, ,, adalah graf harmonis ganjil kuat untuk n > 1. Selanjutnya, ditunjukkan jika G; dan G,
graf harmonis ganjil kuat, maka G; o G, dan G;0G, adalah graf harmonis ganjil kuat. Kelas-kelas graf
berikut yaitu: Ky © Cyo Cyo K2my; K{Z,n}DCkDClDK{Z,m}; K o C,OCy o Komy; dan K{zrn}Ck o (O Kom
dengan n > 1,m = 1,k,l = 0(mod 4) merupakan graf harmonis ganjil kuat.

Kata Kunci: pelabelan graf, pelabelan harmonis, pelabelan harmonis ganjil, pelabelan harmonis ganjil kuat.

Abstract

Let G be a simple graph with q edges. An odd harmonious labeling on G is an injective function f:V(G) =
{0,1,2, ...,2q — 1} such that the induced function f*: E(G) = {1,3,5, ...,2q — 1} where f*(uv) = f(w) + f(v) is a
bijective function. If the codomain of the function f is { 0,1,2, ...,q } then f is called strongly odd harmonious labeling
in G. For example, cycle Cy, and cycle Cy, is a unconnected graphs. For example x € V(Cp,) andy € V(Cy). Graph G
is formed from C,, and C, by identifying the verteces x and y, is denoted by G = C,,0C,. For example kl €
E(Cp,)) and mn € E(Cy). Graph G is formed from C,, and C, by identifying the edges kl and mn, is denoted by G =
Cp © Cy. In this thesis, we prove that cycle Cy, is a strong odd harmonious ifn = 0 (mod4). We also have shown that
complete bipertite graph K, ,, is a strong odd harmonious for n = 1. We proved that if Gyand G, are strong odd
harmonious graphs, then Gy o G, and G;0G, are also strong odd harmonious graph. The following graph classes:
K{Z,n} oCpo Cyo K{Z,m}; K{z'n}DCkDClDK{Z'm}; K{Z,n} o (,OC; o K{Z,m}; dan K{Z,n}DCk o CIDK{Z,m} f01’ nz=
1,m = 1,k,1 = 0(mod 4) are strong odd harmonious graphs.

Keywords: graph labeling, harmonious labeling, odd harmonious labeling, strong odd harmonious labeling.

PENDAHULUAN

Teori graf pertama kali dikenal ketika adanya
upaya pemecahan masalah jembatan Konigsberg
pada tahun 1736 oleh Leonhard Euler yang
digambarkan dengan sebuah graf. Sebuah graf G
berisikan dua himpunan yaitu himpunan berhingga
tak kosong V(G) yang elemen-elemenya disebut titik
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dan himpunan berhingga (mungkin kosong) E(G)
yang elemen-elemennya disebut sisi sedemikian
hingga setiap elemen e dalam E(G) merupakan
pasang tak berurutan dari titik-titik di V(G)

(Budayasa, 2007).
Dalam kegiatan sehari-hari aplikasi teori graf
dapat digunakan di berbagai bidang ilmu

pengetahuan seperti ilmu komputer, sains, teknik,
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bisnis maupun ilmu sosial. Di dalam teori graf
terdapat berbagai macam pokok bahasan, salah
satunya yaitu pelabelan. Dalam perkembangannya,
terdapat berbagai jenis pelabelan graf salah satunya
yaitu pelabelan harmonis.

Pada tahun 1980, R.L. Graham dan N.J. Sloane
mulai memperkenalkan pelabelan harmonis.
Disebut graf harmonis yaitu ketika graf G(p,q)
dengan p titik dan q sisi terdapat ffungsi injektif
dari titik-titikk pada himpunan bilangan bulat
modulo q sehingga ketika setiap x,y € V(G), sisi xy
dilabeli dengan f(x) + f(y)(mod q), maka hasil
label setiap sisinya berbeda(Graham, R. L. dan N. J.
A. Sloane, 1980).

Setelah itu, pelabelan harmonis berkembang
menjadi pelabelan harmonis ganjil, pelabelan
harmonis ganjil semi-kuat, dan pelabelan harmonis
ganjil kuat.

Pada tahun 2009 telah dibuktikan beberapa sifat
graf harmonis ganjil oleh Liang dan Bai diantaranya
yaitu jika G adalah graf harmonis ganjil maka G
adalah graf

G (p, q@)adalah graf harmonis ganjil maka 2 \/a <p<

graf bipartit dan jika
2q—1. Selain itu, Liang dan Bai (2009) juga
membuktikan bahwa jika dan hanya jika n =
0(mod 4) , maka graf lingkaran C, adalah graf
Shah (2012)

membuktikan bahwa beberapa graf yaitu graf

harmonis ganjil. Vaidya dan
bintang K ,, graf shadow dan graf split dari graf
lintasan P, adalah graf harmonis ganjil. Pada tahun
2014, Abdel-Aal menemukan bahwa jika dua sikel
panjangnya sama disatukan satu titik dari masing-
masing sikel dan graf yang diperoleh dari dua sikel
panjangnya sama disatukan satu sisi dari masing-
masing adalah graf harmonis ganjil. Jeyanthi, Philo,
Sugeng, K. A. (2015) membuktikan bahwa DQ(n)
dengan n > 2, graf D, (szn), graf D,(C,), dan graf
D,(H,,) adalah graf harmonis ganjil. Jeyanthi dan
Philo (2016) membuktikan bahwa beberapa kelas
sikel

menyatukan satu titik pada masing-masing sikel

graf yang diperoleh dari dua dengan
dan beberapa kelas graf yang diperoleh dari dua
sikel dengan menyatukan satu sisi pada masing-
sikel

Firmansyah (2016) membuktikan bahwa gabungan

masing adalah graf harmonis ganjil.
graf ular k C, Uk C, dengan k > 1 dan graf ular
berlipat k C_4 (r) dengan k=1 dan r =1 adalah

graf harmonis ganjil. Firmansyah dan Yuwono

329

(2017) membuktikan bahwa gabungan dari graf ular
berlipat yaitu k C,(r) U k C,(r) dengan k =1 dan
r = 1 adalah graf harmonis ganjil.

KAJIAN TEORI

Definisi 2.1:

Graf G berisikan dua himpunan yaitu V(G) atau
himpunan titik ¢ dan E(G) atau himpunan sisi G.
V(G) adalah himpunan berhingga yang tidak
(E(G)) adalah
yang mungkin kosong

mungkin kosong sedangkan
himpunan berhingga
sedemikian sehingga setiap elemen e dalam E(G)
merupakan pasang tak berurutan dari titik-titik di

V(G) (Budayasa, 2007).

Contoh 2.1:
Graf G dengan 5 titik dan 6 sisi dapat dilihat pada
Gambar 2.1.

u e

€4

x €3

Gambar 2. 1 Graf G dengan 5 titik dan 6 sisi

Definisi 2.2:

Misalkan G graf, u,v € V(G) dan e; = uv € E(G)
seperti pada Gambar 2.1. Titik u dan v berhubungan
langsung (adjacent) di G, sisi e; menghubungkan
(joining) titik u dan titik v di G, u dan v titik-titik
akhir sisi e;, dan sisi e, terkait (incident) dengan titik
u dan titik v (Budayasa, 2007).

Definisi 2.3:

Graf G memiliki sisi gelung (loop) yaitu jika sebuah
titik dihubungkan oleh sebuah sisi dengan titik itu
sendiri. Misalnya pada Gambar 2.1 sisi eg adalah
sebuah gelung. Graf G memiliki sisi rangkap/sisi-
ganda (multiple-edges) yaitu jika dua titik graf G
lebih yang
menghubungkannya. Misalnya pada Gambar 2.2

memiliki dari  satu sisi
sisi-sisi e3 dan e, adalah sisi-sisi rangkap. Budayasa
(2007) menyebutkan bahwa graf ¢ yang tidak
memiliki sisi rangkap dan tidak memiliki gelung
disebut graf sederhana dan jika graf tersebut
memiliki sisi rangkap tetapi tidak memiliki gelung
maka disebut graf rangkap (multi graph).
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Contoh 2.2:
Contoh graf H dengan 5 titik dan 8 sisi dapat dilihat
pada Gambar 2.2.

q
B €1
t
e
€5 7
€6 €
S
€4

Gambar 2. 2 Graf H dengan 5 titik dan 8 sisi

Definisi 2.4

Misalkan G adalah graf. Sebuah barisan berhingga
tak kosong dengan suku bergantian titik dan sisi
sehingga v;_; dan v; adalah titik-titik akhir dari sisi
e; untuk 1<i<k disebut jalan (walk) di G .
Misalkan W salah satu jalan di G dari titik v, ke titik
vy atau jalan-(vg, vy), W = (vy, 1, V1, €3, V3, ..., €k, Vy).
Titik awal dan titik akhir dari W berturut-turut yaitu
titikvgdan titik v, sedangkan titik-titik internal W
yaitu vy, vy, ..., Vy—1. Panjang dari jalan W adalah k.
Jadi, banyaknya sisi dalam W adalah panjang jalan
W. Dalam jalan, sebuah titik di G maupun sisinya
bisa muncul lebih dari satu kali. W disebut jejak
(trail) jika dalam jalan W semua sisi ey, ey, ..., €
berbeda. W disebut lintasan (path) jika dalam jalan
W semua titik vy, v4,, ..., Vx berbeda. Disebut sirkuit
jika jejak tertutup yaitu semua sisi ey, ey, ..., e
berbeda dan memiliki titik awal dan titik akhir
sama. Sirkit Euler yaitu sebuah sirkuit di G yang
memuat semua sisi G dan grafnya disebut Graf
Euler. Disebut sikel (cycle) jika jejak tertutup dengan
titikk awal dan semua titik internalnya berbeda
sehingga semua sisi dan semua titiknya berbeda.
Panjang dari sikel yaitu banyaknya sisi dari sikel
tersebut. Misalkan sikel dengan panjang k disebut
sikel-k dan dilambangkan dengan C,. Disebut Sikel
Hamilton jika semua titik dari graf G termuat pada
sebuah sikel dan graf tersebut disebut Graf
Hamilton (Budayasa, 2007).

PEMBAHASAN

Berikut ditunjukkan konsep pelabelan harmonis
ganjil pada graf G.
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Definisi 3.1:
Misalkan G sebuah graf dengan g sisi. Sebuah
pelabelan harmonis ganjil pada G adalah sebuah
£ V(@G > {0,1,2,..2q -1}
sedemikian hingga fungsi terinduksi

FHEG) - {1,3,5,..,2q — 1}

fungsi injektif

dengan

frv) = fw) + f(v)
merupakan fungsi bijektif (Liang & Bai, 2009).

Contoh 3.1:

Pada Gambar 3.1 (a) ditunjukkan graf G dengan 5
titik dan 6 sisi. sebuah pelabelan harmonis ganjil
dari G diperlihatkan pada Gambar 3.1 (b). begitu
juga Gambar 3.1 (c) memperlihatkan pelabelan
harmonis ganjil yang lain.

Gambar 3.1 Pelabelan harmonis ganjil graf G

Berikut diberikan syarat perlu sebuah graf
merupakan graf harmonis ganjil.

Teorema 3.1:
Jika Graf G harmonis ganjil, maka setiap sikel di G
panjangnya genap.
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Bukti :

Misalkan graf G harmonis ganjil, maka ada fungsi
injektif  f:V(G) = {0,1,2,..,2q —1}  sedemikian
hingga fungsi terinduksi f*:E(G) - {1,3,5,...,2q —
1} adalah fungsi bijektif.

Ve = uv € E(G), f*(uv) = f(w) + f(v)
bilangan ganjil. Maka, f(u) ganjil dan f(v) genap

Karena

atau f(u) genap dan f(v) ganjil.

Misalkan A = {x € V(G)| f(x) genap} dan B ={y €
V(6)| f(y)ganjil}

Maka A U B = V(G) dan setiap titik di A dan titik di
B dihubungkan oleh sebuah sisi G. Akibatnya, graf
G bipartit dengan bipartisi (4, B).

ey Vg, U1} sikel

Misalkan C = {v;, v,, sebuah
panjang k pada graf G.

Tanpa menghilangkan keumuman, misal v; € 4.
Karena G bipartit, maka titik-titik C berindeks genap
terletak di B dan titik-titik berindeks ganjil terletak
di A. Karena v,v; € E(G), v; € A, dan G bipartit,
maka v, € B. Akibatnya, k genap sehingga panjang
sikel C adalah genap.

Dengan demikian, teorema terbukti.m

Berikut
penghimpitan satu titik dari dua graf.

ditunjukkan operasi graf yaitu

Definisi 3.2:

Graf sikel C,, adalah graf yang terdiri dari tepat satu
sikel n > 3. Misalkan graf sikel C,,, dan graf sikel C,
saling lepas. Misal x € V(C,,) dan y e V(C,,). Graf G
dibentuk Cn Cy
"menghimpitkan/menyatukan" titik x dan titik y

dari dan dengan

dilambangkan dengan ¢ = (,,,0C,,. Banyak titik dari
graf C,0C, adalah m + n- 1 sedangkan banyak
sisinya m + n.

Contoh 3.2:
Sebagai ilustrasi dari Definisi 3.2, graf G = Cs0C,
dapat dilihat pada Gambar 3.2.

'm
Gambar 3.2 Graf G = Cs0C,
Berikut ditunjukkan bahwa Teorema 3.1 bukan

merupakan syarat cukup sebuah graf merupakan
graf harmonis ganjil.
Teorema 3.2:
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Jika m =0(mod4) dan n =2(mod4) atau m =
2(mod 4) dan n = 0(mod 4) maka graf C,,0C, bukan
graf harmonis ganjil.

Bukti:

Kasus 1: m = 0(mod 4) dan n = 2(mod 4).

Misalkan —m = 4k dan n=4I01+2, maka
|V(C,OC,)| =4k +4l+1 dan |E(C,OC,)| = 4k +
41+ 2

Misalkan

V(CnOCp) = {uy, Uy, o, Ugr1} U{vy, v2, oy Va1 U {0}

Andaikan graf C,,0C, graf harmonis ganjil dan f
adalah pelabelan harmonis ganjil pada C,0C, .
Maka,

41+1

2 ;f(ui) +2 Z £(5) + 4@ = g% = (m +ny?

= (4k + 41+ 2)* = 42k + 21 + 1)?
Dengan demikian,
23 F(u) + 235" £ () + 4f (w) bernilai genap
... (3.2)

4k-1

Subkasus 1: f (u) genap

Pada C,, terdapat 21 + 1 label genap dan 2! + 1 label
23 f(u;) adalah jumlah dari
2l bilangan genap dan 2[+1 bilangan ganjil

ganjil sehingga

sehingga hasilnya merupakan bilangan ganjil.
Demikian juga, 2¥7%;" f(v;) adalah jumlah dari
2k —1 bilangan genap dan 2k bilangan ganjil
sehingga hasilnya merupakan bilangan genap.
Akibatnya, 2¥Hf(u) +2X1%7' f(v;) adalah

ganjil. Bertentangan dengan (3.1).

Subkasus 2: f (u) ganjil

231 f(u;) adalah jumlah dari 2! bilangan ganjil
dan 2/+1 bilangan genap sehingga hasilnya
juga,
f(v;) adalah jumlah dari 2k — 1 bilangan

ganjil dan 2k bilangan genap sehingga

merupakan bilangan genap. Demikian
235!
hasilnya
Akibatnya,

ganjil.

merupakan bilangan
2RI ) + 2275 f(v)
Bertetangan dengan (3.1).

ganjil.
adalah

Dengan demikian, teorema terbukti m

Berikut ditunjukkan konsep pelabelan harmonis
ganjil semi-kuat dan kuat.

Definisi 3.3:
Misalkan G sebuah graf dengan q sisi. Jika pelabelan
f dengan
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f:viG)-{0,1,2, ..,q q+1}
merupakan fungsi injektif, sedemikian hingga fungsi
terinduksi

FHEG)>{1,3,5, .., 2q—1}
dengan

fru) = f(u) + f(v), Vuv € E(G)

merupakan fungsi bijektif, maka f disebut pelabelan
harmonis ganjil semi-kuat. Jika kodomain fungsi f
adalah {0, 1, 2, ..., g}, maka f disebut pelabelan
harmonis ganjil kuat pada G, dan graf G disebut graf
harmonis ganjil kuat.

Contoh 3.3:

Perhatikan graf G pada Gambar 3.3 (a). setiap sikel
di G mempunyai panjang 4(genap) dan banyak sisi
di G adalah g = 6, sehingga 2q — 1 = 11.

(ed)

ic)

Gambar 3.3 (a) Graf G: (b) Pelabelan harmonis ganjil
pada G: (c) Pelabelan harmonis ganjil semi-kuat
pada G: (d) Pelabelan harmonis ganjil kuat pada G

Berikut kelas

harmonis ganjil semi-kuat dan kuat.

ditunjukkan  beberapa graf

Definisi 3.4:

Graf bintang dibentuk dari sebuah titik, namakan
titikk x , dan ditambahkan sebanyak n>1 sisi
Graf
dilambangkan dengan S(n) . Perhatikan bahwa
S(n) = K, ,. Titik x disebut titik pusat bintang. Jelas
bahwa S(n) mempunyain + 1 titik dan n sisi.

“pendant” pada x bintang tersebut

Teorema 3.3:

Graf bintang S(n) adalah harmonis ganjil. Jika 1 <
n < 3, maka S(n) harmonis ganjil semi-kuat. Jika
1 < n < 2, maka S(n) harmonis ganjil kuat.
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Bukti:
Untuk n > 1, misalkan titik pusat S(n) adalah x dan
himpunan titik pendant S(n) adalah {y;, y,, ..., ¥u}-
Definisikan fungsi

fv(s(m)—1{0,1,2 .., 2n—-1}

1, jikav =x

dengan f(v;) = {21' -2, jiko{v =y, 1<i<n
Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa f fungsi
injektif dan fungsi tereduksi

fRE(SMm)—{1 3,5, .., 2n—1}

fr(wv) = f@) + F(v), Yuv € E(S())
adalah fungsi bijektif. Dengan demikian, f adalah

dengan

pelabelan harmonis ganjil pada S(n).
Untuk 1<n <3, pelabelan harmonis ganjil
semi-kuat dari graf S(n), ditunjukkan pada Gambar

3.4.
| 1 3 W
1 0 1
S(1) S(2) 5(3)

Gambar 3.4 Pelabelan harmonis ganjil semi-kuat
dari graf S(1), S(2) dan S(3)

Untuk 1 < n < 2, pelabelan harmonis ganjil kuat
dari graf S(n) dapat ditunjukkan seperti pada
gambar berikut.

0 0 2
1 1
S(1) S(2)

Gambar 3.5 Pelabelan harmonis ganjil kuat dari
graf S(1) dan S(2)

Teorema 3.4:

Untuk n>1, fungsi f:V(Kz‘n) -{0,1, 2, .., 2n}
0, v=2xq,
dengan f(v) =2i— 1L, v=2x, 1<i<n
2n, v = x4,
adalah pelabelan harmonis ganjil kuat pada graf
bipartit komplit K ,,.
Bukti:

[V(Kzpn)| = 2 + ndan [E(Ky,)| = 2n.
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Misal V; = {x;1, x1,} danV, = {x,;, 1 < i < n}.
Himpunan peta titik-titik di V; oleh fungsi f adalah
A; = {0, 2n}. Himpunan peta titik-titik di V, oleh
fungsi f adalah 4, ={1, 3, 5, ..., 2n — 1} sehingga
Re= A, UA,={0,2n,1,3,5, ..., 2n— 1}
Ryl = 141 Uzl = Al + 4] =2+
Domain fungsi f adalah D; = V(K,,), sehingga
|Df| = |V(K2,n)| = 2 + n. Karena |Df| = |Rf| =2+n,
f merupakan fungsi injektif.

dan

Selanjutnya ditunjukkan fungsi tereduksi
fE(Kyn) - {1,35 .., 4n—1}
frw) = fw) + f),Yuv € E(K,,)

merupakan fungsi bijektif.

dengan

Ditinjau dari 2 kasus.
Kasus1:Vi, 1 <i<n, xy1x; € E(Kz_n)
Berdasarkan fungsi f diperoleh

frexz) = fx) + fx) =0+ 2i—1=2i— 1.
Dengan demikian, himpunan peta sisi x;,x,; oleh
fungsi f* adalah B;={2i—-1]1<i<n}=
{1,3,5, .., 2n—1}
Kasus2:Vi, 1 <i<n, xi5% € E(Kz_n)
Berdasarkan fungsi f diperoleh f(x1,x5;) =
f(x12) + fxz) =2n+2i— 1.
Dengan demikian, himpunan peta sisi x;,%,; oleh
fungsi f* adalah B, ={2n+2i—-1]1<i<n}=
{2n+1,2n+2, ..., 4n— 1}
Dari dua kasus di atas, diperoleh
R* =B, UB, ={1,3,5, .., 2n—1, 2n+

1, .., 4n—1}dan

|Ri*| = 1By UBy| = |Byl + Bl =n+n=2 ..(3.2)
Domain fungsi f adalah D;* = E(K,,) sehingga
|D*| = |E(Kyn)| = 2n ... (33)
Dari (3.2) dan (3.3) diperoleh |D;*| = |E(Kzn)| =

|R;"
Berdasarkan Definisi

= 2n. Akibatnya , fungsi f* bijektif.
33,
pelabelan harmonis ganjil kuat pada graf K, .

fungsi f adalah
Dengan demikian, teorema terbukti. m

Contoh 3.4:
Sebagai ilustrasi, pelabelan harmonis ganjil kuat
pada graf bipartit komplit K, ; dapat dilihat pada
Gambar 3.6.
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0

14

Gambar 3.6 Pelabelan harmonis ganjil kuat pada
graf K, ;

Teorema 3.5:
Jika n = 0(mod 4) maka sikel C, merupakan graf
harmonis ganjil kuat.
Bukti:
Misalkan C,, = (v4, vy, V3, ., Up, V1) .
Didefinisikan f:V(G) - {0, 1, 2, ..., n} sedemikian
hingga fw) =
i—1, 1Si§§ atauigenapdari%+1§ i<n

i+1, iganjildari Z+1<i<n
Ditunjukkan bahwa f fungsi injektif. Misalkan
v;, v; € V(C,) dengani # j.
Terdapat 3 kasus:
Kasusl:lSi<jS§
Maka, f(v;) =i—1, f(v]-) =j—1.
sehingga f(v;)) =i—1#j—1= f(vj)
Kasus 2: g +1 <i<j <n. (Terdapat 4 subkasus)

Karena i #j

Subkasus 2.1: i, j genap.

Maka, f(v)=i-1, f(v;)=j—-1.
sehingga f(v) =i—1#j—1= f(v))
Subkasus 2.2: i genap, j ganjil.

Maka, f(v)=i-1, f(v;)=j+1 .
sehingga f(v) =i—1#j+ 1= f(v))
Subkasus 2.3: i ganjil, j genap.

Maka, f(v)=i+1, f(v;)=j—1.
sehingga f(v) =i+ 1#j—1= f(v))
Subkasus 2.4: i, j ganjil.

Maka, f(v;) =i+1, f(vj) =j+1.
sehingga f(v) =i+ 1#j+ 1= f(v))

KasusS:lSiSE, 2+1San.
2 2

Karena i #j

Karena i<j

Karena i<j

Karena i #j

Terdapat 2 subkasus

Subkasus 3.1: j genap.

Maka, f(v;)) =i—-1, f(vj) =j+1 Karena i#j
sehingga f(v) =i—1#j+ 1= f(v))

Subkasus 3.2: j ganjil.
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Maka, f(v)=i-1, f(vj) =j—1 Karena i#j
sehingga f(v;) =i—1#j—1= f(vj)
Jadi, f fungsi injektif.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa fungsi
fEWC) ~{1, 35 ..,2n—1} dengan f*(uv)=
f@) + f(v) Yuv € E(C,,) merupakan fungsi bijektif.

E(C) = ViV |1 < i <n—1}U (V)
Kasus1:1<i S;— 1
[riviy1) = fW) + fWire)
=(@-D+(-D+1)=2i-1
A, ={1,35, .., n—3}
Kasus 2:i = g

frivie) = f) + (Vi)

(g—l)+<(g+1)+1>=n+1
A, ={n+1}
Kasus3:§+1§i£n—1
frwivie) = fW) + f(vipq)
=(@{-1D+((+1)+1)jikaigenap v
(+1D)+((+1)—1)jikaiganjil =2i+1
A;={n+3,n+5, .., 2n—-1}
Kasus 4: v,v,

frwnv1) = f(vn) + f(01)
=n-D+(A0-1)=n-1

Ay={n-1}
Sehingga, Rp+=A1UA, UA; UA, =
{1,3,5, .., 2n—1}dan |Ry| = n = |E(Cp)|
Akibatnya f* merupakan fungsi  bijektif.

Berdasarkan Definisi 3.3 f adalah pelabelan
harmonis ganjil kuat.

Dengan demikian teorema terbukti. m

Contoh 3.5:
Sebagai ilustrasi dari Teorema 3.5, pelabelan
harmonis ganjil kuat graf C,,Cg, dan C;, dapat
dilihat pada Gambar 3.7.
0 1 0 1 2 3
1 T 5
3 5 7 a

=

Y
5

6

Gambar 3.6 Pelabelan harmonis ganjil
kuat C, dan Cg

Definisi 3.5:
Misalkan graf sikel C,,, dan graf sikel C,, saling lepas.
Misal e; E(C,) dan e, € E(Cn). Graf G dibentuk
Cn dan C,

dari dengan
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“menghimpitkan/menyatukan” sisi e; dan sisi e,
dilambangkan dengan G = C,, ° C,. Banyaknya sisi
pada graf G adalah m +n — 1 dan banyaknya titik
pada graf G adalahm +n — 2.

Contoh 3.6:
Graf G = C5 ° C, dapat dilihat pada Gambar 3.7

<

Gambar 3.7 Graf G = C5 ° C,

Teorema 3.6:

Misalkan G; graf harmonis ganjil kuat dengan n,
titik dan m, sisi, dan G, graf harmonis ganjil kuat
dengan n, titik dan m, sisi. Misalkan e; = x;y, sisi
di G; sedemikian hingga, titik x; berlabel m; dan
titik y; berlabel m; —1 .
sedemikian hingga, titik x, berlabel 1 dan titik y,
berlabel 0. Graf G didapatkan dari G; dan G, dengan
“menghimpitkan” sisi e; dan e,, sedemikian hingga

Sisi €y = X3 di Gz

x, berimpit dengan x, dan y, berimpit dengan y,,
adalah graf harmonis ganjil kuat.
Bukti:
Misalkan f; pelabelan harmonis ganjil kuat pada G;
dan f, pelabelan harmonis ganjil kuat pada G,.
Didefinisikan fungsi f dari f; dan f, pada graf G
yaitu flv) =
{ fi(w), jikav € V(G,)
f2(v) +my — 1, jikav € V(Gy) — {x2,¥2}
Ditunjukkan fungsi f dengan
f:viG)-1{0,1,2, .., m+m, —1}
adalah fungsi injektif.
Ditinjau 3 kasus, yaitu:
Kasus-1: u,v € V(G,) denganu # v.
fw) = fi(w) dan f(v) = f;(v). Karena f; harmonis
ganjil, maka f; (u) # f;(v). Akibatnya, f(u) # f(v).
Kasus-2: u,v € V(G,) denganu # v
Diperoleh, f(u) =f,(uw) +m; —1 fw) =
f2(v) + my; — 1. Karena f, pelabelan harmonis ganjil,
maka f,(u) # f,(v) sehingga f(u) # f(v).
Kasus-3: u € V(G,) danv € V(G,)
Diperoleh f(u) = f;(w) dan f(v) =f,(v) +m; —1
sehingga f(u) # f(v).
Dari kasus di atas disimpulkan bahwa f fungsi
injektif.
Selanjutnya ditunjukkan fungsi tereduksi
fHEG)-{1,3,5, .., 2(m; +m, —1) — 1}

dan
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dengan f*(uv) = f(u) + f(v), Yuv € E(G) adalah
fungsi bijektif. Untuk itu, ditinjau 2 kasus yaitu:
Kasus-1: Vuv € E(G,)
Berdasarkan fungsi f diperoleh
frw) = f@) +f) = i) + /i) = f*(w)
sehingga himpunan peta sisi-sisi uv oleh f* adalah
A,_{1,3,5, .., 2m, — 1}
Kasus-2: uv € E(G,) — {e = x,,}
Berdasarkan fungsi f diperoleh
fruv) = f(w) + f(v)
=f+m -1+ f,(v) +m; -1
=) + f,(v) + 2m; — 2
= f, (uv) + 2m, — 2.
Karena himpunan peta sisi uv di G, oleh f, adalah
A" ={3,5, .., 2m; — 1}, maka himpunan peta sisi
uv di G, kecuali sisi e = x,y, oleh fungsi f* adalah
A, ={2m+1,2m+3, .., 2(my + my, — 1) — 1}
sehingga
Ri* =4, U4, ={1,3,5 ..,2m—1,2m+
1,2m+2, .., 2(m; +m, — 1) — 1}.

Maka, |R;*| = 14, U4l =my +m, — 1 .. (34)
Karena D;* = E(G),
maka [D;"| = |[E(G)| =my + my — 1 ... (3.5)

Dari (34) dan (3.5) dapat disimpulkan |R/*|=
|D;*| = my + m, — 1 sehingga f* fungsi bijektif.

Berdasarkan Definisi 3.3, f adalah pelabelan
harmonis kuat pada G. Jadi, G graf hamonis ganjil
kuat. Dengan demikian, teorema terbukti. m

Contoh 3.7:

Sebagai ilustrasi, dari teorema 3.4, diperoleh
pelabelan harmonis ganjil kuat dari graf G; = K,
seperti pada Gambar 3.8.

1 3

0 10

Gambar 3.8 Pelabelan harmonis ganjil kuat
fipadagraf G, = K, 5

Dalam hal ini, banyak titik G; adalahn; = 7 dan
banyaknya sisi G; adalah m; = 10. Sisi e; = xyy,
dimana titik x; berlabel 10 dan titik y; berlabel 9.
Sedangkan dari Teorema 3.5, diperoleh pelabelan
harmonis ganjil kuat f, dari graf C,, seperti tampak
pada Gambar 3.6 (a). Dalam hal ini, jelas bahwa
banyak titik G, adalah n, = 4 dan banyak sisi G,
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adalah m, = 4. Sisi e, = x,y, dengan x, adalah titik
berlabel 1 dan y, titik berlabel 0. Konstruksi graf G
dari G; dan G, dengan menghimpitkan sisi e;
dengan sisi e, dan pelabelan harmonis ganjil kuat f
pada G, seperti tampak pada Gambar 3.9.

[y

12

13

Gambar 3.9 Pelabelan harmonis ganjil kuat graf ¢ =
Ks50Cy

Misalkan G; = K,5°C,
pelabelan harmonis ganjil kuat dari graf G, o G,
(K35 0 C4) © K, 3 dapat dilihat seperti Gambar 3.10.

dan G, = K,3, maka

=

18

Gambar 3.10 Pelabelan harmonis ganjil kuat f
padagraf G = (Ky5° Cy) o K3

Teorema 3.7:

Misalkan G; graf harmonis ganjil kuat dengan n,
titik dan m, sisi, dan G, graf harmonis ganjil kuat
dengan n, titik dan m, sisi. Misal titik x di G,
berlabel m, dan titik y di G, berlabel 0. Maka, graf G
Gy G,
“menghimpitkan” titik x dan titik y, adalah graf

didapatkan dari dan dengan
harmonis ganjil kuat.

Bukti:

Misalkan f; pelabelan harmonis ganjil kuat pada G,
dan f, pelabelan harmonis ganjil kuat pada graf G..
Perhatikan  bahwa |V(G)|=n;+n,—1

|E(G)] =my +m,.

dan
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Definisikan fungsi f dari f; dan f, pada graf G
sebagai berikut
_ fi, jikav e V(G,)
FO ={j, 4 Jikav € V(G — o
f f:v(@) —
{0, 1, 2, ..., my + m,} adalah fungsi injektif.

Ditunjukkan  fungsi dengan
Kasus1: u,v € V(G;) denganu # v
Dalam hal ini, f(u) =f;(w) dan f(v) = fi(v) .
Karena f; pelabelan harmonis ganjil, maka f; (u) #
fi(v). Akibatnya, f(u) # f(v).

Kasus 2: u,v € V(G,) denganu # v

Dalam hal fw =f(w)+m; dan f(v) =
fo(v) + my; . Karena f, pelabelan harmonis ganjil,
maka f,(u) # f,(v) sehingga f(u) = f,(u) +my #
f2(0) + my = f(v).

Kasus 3: u € V(G,) danv € V(G,)

Dalam hal ini, f(u) = f;(w) dan f(v) = f,(v) + m,.
Andaikan f(u) = f(v), maka f;(u) = f,(v) + m;.
Karena f; pelabelan harmonis ganjil kuat pada G,,
maka fi(u) < my,Vu € V(Gy). Dengan demikian,
fo(v) + my < my. Akibatnya, f,(v) < 0. Kontradiksi,

Vv eV(G) -y} L) 21 Jadi, f(u) #

ini,

karna
f@).
Dengan demikian, fungsi f injektif.

Kemudian ada titik di G,, katakan u, dengan
label f,(u) = m,. Maka, label titik u di G adalah
f =) + my =my +m,.

Selanjutnya, ditunjukkan fungsi terinduksi
f“EG)—-{1,3,5, .., 2(my + m,) — 1}
dengan f*(uv) = f(u) + f(v), Vuv € E(G) adalah

fungsi bijektif.

Ditinjau 2 kasus, yaitu:

Kasus 1: Vvuv € E(G,) € E(G)

Dari fungsi f diperoleh f*(uv)=f)+ f(v) =
fiw) + fi(v) = f;"(uv) sehingga himpunan peta
sisi-sisi uv oleh f* adalah A; = {1, 3, 5, ..., 2m, — 1}
Kasus 2: uv € E(G,)

Dari fungsi f diperoleh f*(uv) = f(u)+f(v) =
) +my + () + my = L) + L) +2my =

2" (uv) + 2m,.

Karena himpunan peta sisi uv di G, oleh f, adalah
A,"={1,3,5, .., 2m; — 1}, maka himpunan peta

sisi uv di G, oleh fungsi f,” adalah A4,"

{1, 3,5, ..., 2m, — 1}. Himpunan peta sisi uv di G,
oleh fungsi f* adalah A, ={2m;+1, 2m+
3, .., 2(my + my) — 1} sehingga Rp=A; U4, =
{1,3,5 ..,2m—1,2m+1,2m+2, .., 2(m; +
m,) — 1}. Jadi,

|Rf* =|4; UAy| =m; +m, ... (3.6)
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Karena Dy+ = E(G), maka

[Dp+| = |E(G)| = my +m, ... (3.7)

Dari (3.6) dan (3.7) dapat disimpulkan |R|=

|Dy-
Akibatnya, fungsi f adalah fungsi pelabelan

= m; + m,. Sehingga f* fungsi bijektif.

harmonis ganjil kuat pada graf G. Dengan demikian,
teorema terbukti.m

Contoh 3.8:

Sebagai ilustrasi, pelabelan harmonis ganjil kuat graf
= ((K2‘4|:|K2,3)|:|K2,2) dapat dilihat pada Gambar
3.11.

Gambar 3.11 Pelabelan harmonis ganjil kuat pada
graf G = ((K2‘4DK2‘3)DK2J2)

Selanjutnya ditunjukkan beberapa akibat dari
teorema-teorema sebelumnya beserta ilustrasinya.

Akibat 3.8:

Jikkan=1Am =1, k,l = 0(mod 4), maka

1. K3, 0Cr 0 C o K,,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

2. K,,0C,0C,0K, ,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

3. K 0 C0OC 0 K, ,,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

4. K, , OCy © C;0K,,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

Contoh 3.9:
llustrasi dari Akibat 3.8 dapat dilihat pada Gambar
3.13.
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{dl 24

Gambar 3.12 Pelabelan harmonis ganjil pada
(a) K2,2 o C4 o CS o K2'3; (b) K2‘5DC12DC8DK2’4;
(Q) Kz,1 © C40C15 © Ky 3; (d) Ky, OC4 © C40K5 5

PENUTUP

SIMPULAN

1. Jika G graf harmonis ganjil, maka panjang tiap
sikel di G genap.

2. Jika m = 0(mod4) dan n = 2(mod 4) atau
m = 2(mod 4) dan n = 0(mod 4) maka graf
C,,0C, bukan graf harmonis ganjil.

3. Graf bintang S(n) adalah harmonis ganjil. Jika
1 < n < 3, maka S(n) harmonis ganjil semi-kuat.
Jika 1 < n < 2, maka S(n) harmonis ganjil kuat.

4. Untukn = 1, fungsi
fiV(K_(2,n))—-{0,1, 2, .., 2n} dengan f(v) =

0, v=x44
{2i—1,v=x2i, 1<i<n

2n, v = xq,
adalah pelabelan harmonis ganjil kuat pada graf
bipartit komplit K .

5. Jika n = 0(mod4) fungsi

f:v@G) - 40,12, ...,n} dengan
i—1,1<i<< atauiganjildari—+1 < [ < n
ff= [ : _& . n 2.
i+ Ligenapdaris+1 =i<n
adalah pelabelan harmonis ganjil kuat pada sikel
C,.
6. Misalkan G, graf harmonis ganjil kuat dengan n,

titik dan m, sisi dan G, graf harmonis ganjil kuat
dengan n, titik dan m, sisi. Misalkan e; = x;y,;
sisi di G; sedemikian hingga, titik x; berlabel m,
dan titik y, berlabel m; — 1. Dan e, = x,y, sisi di
G, sedemikian hingga, titik x, berlabel 1 dan titik
¥, berlabel 0. Maka graf ¢ didapatkan dari G;
dan G, dengan “menghimpitkan” sisi e; dan e,,
sedemikian hingga x; bermpit dengan x, dan y,;
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bermpit dengan y,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

Misalkan G, graf harmonis ganjil kuat dengan n;
titik dan m; sisi, dan G, graf harmonis ganjil kuat
dengan n, titik dan m, sisi. Misalkan titik x di G;
berlabel m, dan titik y di G, berlabel 0. Maka,
graf G didapatkan dari G; dan G, dengan
“menghimpitkan”titik x dan titik y, adalah graf
harmonis ganjil kuat.

Jikan=1Am =1, k,l = 0(mod 4), maka

a. KypoCroCoK,,, adalah graf harmonis
ganjil kuat.

. K, ,0C,0C,0K,,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

K 5 o C,OC; © K, ,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

K, ,, OCy o C,0K; ,, adalah graf harmonis ganjil
kuat.

SARAN

Berdasarkan pembahasan skripsi ini, saran bagi
pembaca yaitu agar dapat menemukan pelabelan
harmonis ganjil kuat pada graf yang lain.
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