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Abstrak

Misalkan G graf tanpa titik terasing. Titik v pada graf G, N(v) merupakan persekitaran titik v. Jumlah
warna o(v) pada v di G didefinisikan sebagai jumlah warna di N(v), yaitu 0(v) = Xyenw)w(x) (mod k).
Pewarnaan modular pada G adalah sebuah fungsi w:V(G) — Zj, dengan k > 2 dimana o(u) # o(v) dalam
Zj, untuk semua pasang titik u dan v yang berhubungan langsung pada G. Bilangan kromatik modular G
adalah minimum k dimana ada pewarnaan-k modular pada G yang dilambangkan dengan mc(G). Pada
artikel ini dijelaskan tentang batas atas dan batas bawah dari bilangan kromatik modular suatu graf dan
bilangan kromatik modular pada beberapa kelas graf planar yaitu graf Sikel C,, graf Pohon T;,, graf Roda

W, dan join dua graf P, + K,.

Kata Kunci: Pewarnaan modular, Bilangan kromatik modular, Graf Pohon, Graf Sikel, Graf Roda.

Abstract

Suppose G is a graph without isolated vertex. Vertex v in graph G, N(v) is the neighborhood of vertex v. The number
of colors o(v) on v in G is defined as the number of colors in N(v), that is 0(v) = Yyenw) w(x) (mod k). The modular
coloring of G is a function w:V (G) = Z, with k 2 2 such that o(u) # o(v) in Zy, for all pairs of directly connected
vertex u and v in G. The modular chromatic number of G is the minimum k for which there exists a modular k-coloring
of G denoted by mc(G). In this article, the upper and lower bounds of the modular chromatic number of a graph and the
modular chromatic number of several classes of planar graphs, namely Cycle Graph Cy, Tree Graph T,,, Wheel Graph

W, and the join of two graphs P, + K, are explained.

Keywords: Modular coloring, Modular chromatic number, Tree Graph, Cycle Graph, Wheel Graph

PENDAHULUAN

Dalam  kemajuan  teknologi dan ilmu
pengetahuan pada saat ini, peran matematika
menjadi salah satu hal penting yang dapat
mendukung hal tersebut. Peranan ilmu matematika
sangat membantu dalam penyelesaian
permasalahan yang ada pada kehidupan baik itu
dalam konseptual maupun permasalahan yang lain.
Salah satu cabang matematika yang telah ada
selama lebih dari dua ratus tahun lalu adalah Teori
graf. Teori graf diperkenalkan untuk pertama
kalinya pada tahun 1736 oleh

matematika yaitu Leonhard Euler. Oleh Euler, teori

seorang ahli

graf diterapkan dalam pemecahan masalah pada
jembatan Konigsberg yaitu kemungkinan dapat
melintasi tujuh jembatan yang ada masing-masing
tepat satu kali. Dalam segi matematika, teori graf
pada awalnya tidak terlalu signifikan, karena

sebagian besar teori graf digunakan untuk
memecahkan masalah teka-teki. Dalam beberapa
dekade akhir, seiring berjalannya waktu teori graf
berkembang begitu cepat karena teori graf dapat
diterapkan secara luas dalam kehidupan sehari-hari
hingga berbagai bidang ilmu : Teknik, Sains, Ilmu
Komputasi, hingga Ilmu Sosial dan Bisnis
(Budayasa, 2007).

Salah satu aplikasi pada teori graf yang sangat
diminati adalah pewarnaan graf, karena dapat
diterapkan untuk berbagai bidang. Pewarnaan pada
graf terdapat 3 pewarnaan yaitu pewarnaan titik,
pewarnaan sisi dan pewarnaan bidang. Pada
pewarnaan graf sendiri, pewarnaan titik merupakan
penelitian yang mendapat banyak perhatian oleh
adalah

memberikan warna yang berbeda pada titik yang

ahli matematika. Pewarnaan  titik

bertetangga, sehingga tidak ada dua titik yang
bertetangga memiliki warna yang sama. Pewarnaan
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modular merupakan salah satu kajian dalam
pewarnaan titik. Pertama kali pewarnaan modular
diperkenalkan adalah pada observasi permasalahan
papan main dam oleh Futaba Okamoto, Ebrahim
Salehi dan Ping Zhang. Pewarnaan modular pada G
adalah sebuah fungsi w:V(G) — Z;, dengan k > 2,
jumlah warna v dilambangkan dengan o(v), dimana
dua titik yang berhubungan langsung boleh
berwarna sama dan og(u) # g(v) untuk semua
pasang titik u dan v yang berhubungan langsung
pada G. Jumlah warna pada titik v di G didefinisikan
sebagai jumlah label warna di N(v), yaitu o(v) =
Yxenw) W(x) (mod k). Pewarnaan-k modular pada G
adalah sebuah pewarnaan modular G dengan
menggunakan k warna. Bilangan kromatik modular,
dilambangkan dengan mc(G), didefinisikan sebagai
berikut :
mc(G) = minimum{k|terdapat pewarnaan
— k modular pada G}

(Okamoto et al., 2010)
Terdapat beberapa penelitian mengenai bilangan
kromatik modular graf. Diantaranya adalah

bilangan kromatik modular pada graf pohon dan
graf ulat (Okamoto et al., 2009); bilangan kromatik
modular dari graf perkalian kartesian untuk graf
sikel dan lintasan (Paramaguru & Sampathkumar,
2013); bilangan kromatik modular join dari dua
buah graf khusus yaitu join dari dua graf bipartit,
join dari dua lintasan dan graf komplit (Paramaguru
2014);

kipas, graf

& Sampathkumar, bilangan kromatik

modular dari graf helm, graf
persahabatan, dan graf gear (Nicholas & R, 2017);
bilangan kromatik modular pada graf sikel, graf
gear, graf lintasan dan graf persahabatan (Ajiji &
Rahadjeng, 2020); dan bilangan kromatik modular
pada graf bintang, graf ulat, graf kipas, graf helm
dan graf triangular book (Kusumaningrum &
Rahadjeng, 2021). Pada artikel ini akan dijelaskan
mengenai batas atas dan batas bawah dari bilangan
kromatik modular suatu graf dan bilangan kromatik
modular pada beberapa kelas graf planar yaitu graf
Sikel C,,, graf Pohon T,, graf Roda W, dan join dua
graf P, + K,.

KAJIAN TEORI
Definisi 2.1 :

Sebuah graf G berisikan dua himpunan yaitu
himpunan berhingga tak kosong V(G) dari objek-
objek yang disebut titik dan himpunan berhingga

(mungkin kosong) E(G) yang elemen-elemennya
disebut sisi sedemikian hingga setiap elemen dalam
E(G) merupakan pasang tak berurutan dari titik-
titik di V(G). Himpunan V(G) disebut himpunan
titik G, dan himpunan E(G) disebut himpunan sisi
G.

(Budayasa, 2007)
Definisi 2.2 :

Graf G disebut graf planar jika G dapat digambar
pada bidang datar sedemikian hingga sisi-sisinya
tidak ada yang saling berpotongan, kecuali mungkin
pada titik-titik akhir dari sisi-sisi tersebut.

(Budayasa, 2007)
Definisi 2.3 :

Graf planar G yang digambar pada bidang datar
sedemikian hingga tidak ada sisi-sisinya yang saling
berpotongan kecuali mungkin pada titik-titik akhir
sisi-sisi tersebut disebut graf bidang. Graf bidang
merupakan graf planar, tetapi sebaliknya tidak
berlaku.

(Budayasa, 2007)
Contoh 2.1:
Graf ¢ =K, di Gambar 2.1 adalah graf planar
karena dapat digambar seperti graf H, tetapi G
bukan graf bidang karena sisi ac dan bd di G
digambar saling berpotongan.

a a
d b d

¢ ¢

G=K, H

Gambar 2. 1: Graf 6 = K, adalah graf planar

Definisi 2.4 :

Sikel adalah sebuah jejak tertutup yang titik
awal dan titik akhirnya sama. Sikel dengan panjang
n disebut sikel-n.

(Kay et al., 1977)
Graf Sikel C,, adalah graf terhubung beraturan yang
memiliki n titik dengan n = 3.
(Chartrand & Lesniak, 2004)
Definisi 2.5 :

Graf Pohon T, adalah graf terhubung yang tidak
memuat sikel.

(Chartrand, 2012)
Definisi 2.6 :

Graf Roda W, diperoleh dari sebuah graf sikel C,

dan graf komplet K; dimana setiap titik pada sikel
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tersebut terhubung langsung dengan titik pusat K;.
Graf Roda W, didefinisikan sebagai berikut :
W, =C, + K,
(Ihwan et al., 2014)
Definisi 2.7 :

Misalkan G graf. Sebuah pewarnaan- k sejati
pada G adalah pewarnaan semua titik ¢ dengan
menggunakan k warna sedemikian hingga dua titik
G yang berhubungan langsung mendapat warna
yang berbeda. Jika G memiliki sebuah pewarnaan-k
sejati maka G dikatakan dapat diwarnai dengan k
warna. Sebuah pewarnaan-k dari graf G biasanya
ditunjukkan dengan melabeli titik-titik G dengan
warna 1,2,3, ..., k.

(Budayasa, 2007)
Contoh 2.2 :
Misalnya,

sebuah pewarnaan- 5 sejati graf G

diperlihatkan pada gambar berikut.

U7,5 Upl

Va2, 2
Ve, 2

U3,3
vs, 1
S v4,4

G

Gambar 2. 2 : Pewarnaan-5 sejati dari G

Definisi 2.8 :

Bilangan kromatik (Chromatic number) dari graf
G , dilambangkan dengan x(G) , didefinisikan
sebagai berikut:

x(G) = min{k|ada pewarnaan — k sejati pada G}
Dengan kata lain, bilangan kromatik graf ¢ adalah
minimum banyaknya warna yang diperlukan untuk
mewarnai semua titik G, sedemikian hingga setiap
dua titik yang berhubungan langsung mendapat
warna yang berbeda. Jika x(G) =k maka ada
sebuah pewarnaan- k sejati pada graf G, tetapi
sebaliknya tidak berlaku.

(Budayasa, 2007)

Contoh 2.3 :

Seperti diperlihatkan pada Gambar 2.2, terdapat
sebuah pewarnaan-5 sejati pada graf G, tetapiy(G) #
5. Karena graf G dapat diwarnai dengan kurang dari
5 warna, misalnya G dapat diwarnai dengan 3
warna, seperti terlihat pada Gambar 2.3, dan karena
graf G tidak dapat diwarnai dengan menggunakan

kurang dari 3 warna, maka bilangan kromatik G
adalah 3 atau y(G) = 3.

V7,1 vl;l

v, 2
Vg, 2

vs, 1 v3,3
V4, 2

G

Gambar 2. 3 : Pewarnaan-3 dari G

Definisi 2.9 :
Misalkan G sebuah graf tanpa titik terasing dan
v € V(G). Tetangga v, dilambangkan dengan N(v),
didefinisikan sebagai berikut:
N@w) ={x e V(G)|vx € E(G)}
(Budayasa, 2007)
Sebuah pewarnaan titik pada graf G adalah sebuah
fungsi w :V(G) » Z; , dengan k =2 . Misalkan
v € V(G), jumlah warna v dilambangkan dengan
o(v), didefinisikan sebagai berikut:
o(v) = W(x) (mod k)
xEN (V)
Pewarnaan w disebut pewarnaan- k modular dari
graf G jika o(u) # o(v) dalam Z; untuk semua
pasang titik u dan v yang berhubungan langsung
pada G.
Bilangan kromatik modular G , dilambangkan
dengan mc(G), didefinisikan sebagai berikut:
mc(G) = min{k|terdapat pewarnaan
— k modular pada G}
(Okamoto et al., 2010)
Contoh 2.4 :
Graf G pada Gambar 2.4 (a) dan sebuah pewarnaan-
titik w dengan w(vy) = 0, w(v,) = w(vz) = w(v,) =
1, seperti pada Gambar 2.4 (b). Perhatikan bahwa
pewarnaan w adalah sebuah pewarnaan-3 modular
pada G.

141 0

V4 V2 1 1

V3 1

(@) (b)
Gambar 2. 4 : Sebuah pewarnaan-titik w pada G
Jelas bahwa w bukan sebuah pewarnaan-2 modular

pada graf G, karena dalam Z,, o(v;) = 1= o(v,)
padahal v; dan v, berhubungan langsung pada G.
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Perhatikan bahwa pewarnaan w adalah sebuah
pewarnaan-3 modular pada G, karena dalam Z;,
dipenubhi:

o) =0%#1=0(,);

o) =0+ 2=0(v3);

o) =0#1=0(v,);

o(vy) =1#2=0(vy);

o(wy) =2+1=0a(v,)

Ini berarti, bilangan kromatik modular dari G
adalah 3, atau mc(G) = 3.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Secara umum, menentukan bilangan kromatik
maupun bilangan kromatik modular suatu graf
merupakan permasalahan yang sangat sulit dalam
teori graf, kecuali untuk kelas-kelas graf tertentu.

Lemma 3.1:

Jika H adalah subgraf komplet dengan k titik dari
graf G, maka mc(G) = k

Bukti :

Andaikan mc(G)=t<k-1 Maka ada
pewarnaan-t modular pada graf G, namakan w.
V(H)| = k;Z, = {0,1,2,..,t =1}  dan
t—1<k—2, maka ada 2 titik H mendapat warna

Karena

yang sama, namakan titik x; dan titik x,. Sehingga
o(x;) = o(x,) padahal x; dan x, berhubungan
langsung. Ini berarti w bukan pewarnaan modular
(kontradiksi). Dengan demikian lemma terbukti. m

Dengan argumen yang serupa, dapat dibuktikan
lemma berikut.

Lemma 3.2:

Jika graf G terhubung dan taktrivial, maka mc(G) =
x(6)

Misalkan u dan v dua titik di G yang berhubungan
langsung pada pewarnaan-titik sejati, warna titik u
harus berbeda dengan warna titik-titik yang ada di
N(u) termasuk titik v. Demikian juga warna titik v
harus berbeda dengan warna titik-titik yang ada di
N(v) titikk u
pewarnaan- k modular yang berbeda hanyalah

termasuk Sedangkan dalam
jumlah warna di u dan jumlah warna di v, mungkin
saja warna titik u dan warna titik di N(u) sama,
begitu juga warna titik v dan warna titik di N(v)
sama. Akibatnya, y(G) < mc(G). ]

Lemma 3.2 menunjukkan bahwa bilangan kromatik
sebuah graf merupakan batas bawah dari bilangan
kromatik modular graf tersebut. Perhatikan Gambar
3.1 (a) pewarnaan-titik w; pada graf sikel C,,
Gambar 3.1 (b) pewarnaan-titik w, pada sikel C,
dan Gambar 3.1 (¢) pewarnaan titik w; pada graf
sikel Cg berikut.

1 1 1

(a) (b) (c)

Gambar 3. 1: Sebuah pewarnaan-titik w pada sikel €4 dan
Ce

Perhatikan pewarnaan w; pada C,, merupakan
pewarnaan-titik sejati (titik-titik yang berhubungan
langsung mendapat warna yang berbeda) dengan
banyak warna minimum yaitu 2. Sehingga y(C,) =
2, tetapi w; bukan sebuah pewarnaan-2 modular
dari C, .
pewarnaan-2 modular dari C, sehingga mc(C,) = 2.
Dalam hal ini, mc(C,) = x(C,).

Sedangkan w, merupakan sebuah

Pewarnaan-titik w; pada Cg merupakan pewarnaan
sejati dengan 2 warna. Sehingga x(Cs) = 2. Jadi, ws
bukan sebuah pewarnaan-2 modular dari Cs. Tetapi
w; adalah sebuah pewarnaan-3 modular dari €4 dan
tidak ada sebuah pewarnaan-2 modular dari Cg.
Sehingga, mc(Cs) = 3 dengan demikian,
mc(Cg) =3 > 2 = x(Cq)
Nanti secara umum akan ditunjukkan bahwa :

_(2,jikan =0 (mod 4)
me(Cy) = {3, yang lain.
Padahal,
_ (2, jikan genap
x(Co) = {3, jika n ganjil

Ini berarti bahwa,
Untuk n genap dann = 0 (mod 4) maka :

me(C,) = 2 = x(Cp)
Untuk n ganjil ataun # 0 (mod 4) maka :

mc(C,) =3 = x(Cp)
Untuk n genap dann # 0 (mod 4) maka :

me(Cy) =3 > 2= x(C,)

Berikut ditunjukkan bahwa setiap graf terhubung
taktrivial G memiliki sebuah pewarnaan-k modular.
Ini berarti mc(G) ada.
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Lemma 3.3 :
Jika G graf terhubung dan taktrivial, maka ada
sebuah pewarnaan-k modular dari G untuk suatu
bilangan bulat k > 2
Bukti :
Misalkan V(G) = {vq,v,, ..., ,}. Definisikan sebuah
pewarnaan titik w pada G sedemikian hingga

w;) =2 untuk1<i<n
Misalkan k = Y120 = 27 — 2
Selanjutnya, pikirkan

wiV(G) > Z,

Maka, V;,1 <i<n,1<o(v;) < kdano(v;) # a(v)),
jika v; dan v; berhubungan langsung. Sehingga w

adalah sebuah pewarnaan-k modular dari graf G. m

Lemma 3.3 memberikan batas atas dari bilangan
kromatik modular suatu graf sebagi berikut.

Teorema 3.4 :
Jika G terhubung dan taktrivial, maka :

mc(G) < 2™ -2
Bukti :
Misal V(G) = {v;,v,, ..., v} . Berdasarkan bukti
Lemma 3.3 pewarnaan-titik w pada G, w(v;) =
2i-1 1 < i < n adalah sebuah pewarnaan-k modular
dengan k = Y"' 2! = 2™ — 2. Sehingga berdasarkan
Definisi 2.9, mc(G) < k = 2™ — 2. [ ]

Batas atas mc(G) dapat dibuat lebih kecil (tajam)
seperti berikut.

Teorema 3.5 :
Jika G graf terhubung taktrivial dan derajat
maksimum A, maka:

mc(G) < 2" — 24

Bukti :
Misal x € V(G), dengan d(x) = A. Maka |[N(x)| = A
karena N(x) € V(G), maka

V() —N@)| = V(G| - IN@x)| =n—A
Pikirkan sebuah pewarnaan-k modular w seperti
dalam pembuktian Lemma 3.3. Maka V;,1<i <n,

o(v) S ¥PL 20 = 2n7A oAl Ly ot
=241+
24+ 2A—1)

— Zn—A(ZA _ 1) =" _ 2n—A
Akibatnya,
mec(G) < 2™ —2n 4

Dengan demikian teorema terbukti. |

Selanjutnya, akan ditentukan bilangan kromatik
Graf G
dikatakan planar jika G dapat digambar pada

modular beberapa kelas graf planar.

bidang datar, sedemikian hingga tidak ada sisi-sisi
yang saling berpotongan, kecuali mungkin pada
titik-titik akhir sisi-sisi tersebut. Misalnya, graf
komplit K;, planar jika dan hanya jika n < 4. Graf
Sikel C,, graf Pohon T, dan graf Roda W, adalah
beberapa kelas graf planar.

Teorema 3.6 :
Jika T adalah pohon taktrivial, maka

mc(T) = 2 atau me(T) = 3
Bukti :
Karena T pohon taktrival, maka T graf bipartit.
Sehingga, bilangan kromatik T, x(T) = 2.
Berdasarkan Lemma 3.2,
me(T) = x(T) =2 o))
Jika T adalah bintang dengan titik pusat v, maka
warnai titik v dengan 1 dan warnai setiap titik
pendan T dengan warna 0. Namakan pewarnaan
Jelas bahwa w:V(T) — Z,
memenuhi 6(v) = 0 # 1 = g(x), Vx, titik pendan T.

tersebut dengan w .

Jadi w sebuah pewarnaan-2 modular pada T.
Berdasarkan Definisi 2.9,
mc(T) < 2 )
Dari (1) dan (2), diperoleh jika T bintang, maka

mc(T) =2
Misalkan T bukan bintang, maka mc(T) >3 .
Berdasarkan sifat pohon, maka T memiliki lebih
dari satu titik pendan (titik berderajat satu).
Misalkan x € V(T) dengan d(x) = 1 dan N(x) = {y}.
Eksentrisitis titik x dilambangkan dengan e(x),
adalah jarak titik terjauh dari x pada T. Misal, untuk
0<i<e(x),

Vi ={v e V(Ddw,x) = i}

Jelas bahwa, V, = {x}, V; = {y} dan {V,,V,, ...,Ve(x)}
adalah sebuah partisi dari himpunan V(T).
Konstruksi sebuah pewarnaan titik w pada T
sebagai berikut:

w(w) = {(1): veEV,1<i< e(x),iginj;;
Jelas bahwa o(x) =1 dan c(u) =0,u€V,1<i <
e(x), i ganjil
Karena T bukan bintang, maka e(x) > 3. Misalkan
w(v) telah ditentukan untuk semua titik v € V;,0 <
i < 2k < e(x) untuk suatu bilangan bulat positif k,
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sedemikian hingga w(v) = 0 jika dan hanya jika
v €V, i genap. Jika w € V,;, bukan titik pendan,
maka misalkan
NW) N Voi_y = {xo}
Dan
NW) N Vorypq = {2, %5, 0, X1}

Dimana

d=dw) =2
Kemudian didefinisikan

w(x) =1,jikal<i<d-1dan Y%  wix) £
0(mod 3)
Jika yang lain, didefinisikan
w(x;) =2
Dan
w(x;) =1, untuk2<i<d-1,jikad =3

Jelas bahwa w adalah sebuah pewarnaan-3 modular
pada T. Berdasarkan Definisi 2.9,
mc(T) <3 (3)
Dari (1) dan 2 disimpulkan

2<mc(T)<3
Karena mc(T) bilangan bulat taknegatif, maka
mc(T) = 2 ataumce(T) = 3
Dengan demikian, teorema terbukti. ]

Sebuah pewarnaan-3 modular pada graf Pohon T},
dapat dilihat pada Gambar 3.2 (a) atau 3.2 (b)
berikut.

(@)

Gambar 3. 2: Pewarnaan-3 modular pada graf Pohon T4

Teorema 3.6 :
Jika C,, sikel dengan n > 3 titik, maka
2,jikan =0 (mod 4
me(Cy) = {3,] yaglg lain).
Bukti:
Misalkan sikel
C, = (V1,03 ., Uy, Vq)
Ditinjau tiga kasus,
Kasus 1: n = 0 (mod 4)
Karena n genap, maka
mc(C,) = 2 1

Definisikan pewarnaan titik w pada C, sebagai
berikut
wiV(Cy) = Z,
sedemikian hingga,
1,jikai = 0 (mod 4
wvy) = {O,j'ika i£0 Emod 4%
Maka
1,jika i ganjil
o(vy) = {O,j'ika i :Zenilp
Sehingga, untuk i ganjil,
o(v) =1#0=0(vi41)
dan untuk i genap,
o) =0#1=0(i+1)
Untuk i = n, maka

o(v) =0+#1=0(vy)

Berdasarkan Definisi 2.9, pewarnaan w sebuah
pewarnaan-2 modular pada C,,. Sehingga,
mc(C,) <2 )
Dari (1) dan (2), disimpulkan

mc(Cy) = 2
Kasus 2: n = 2 (mod 4)
Karena n genap, maka
mc(Cy) = 2 3)
Klaim:

mc(Cy) # 2
Bukti klaim:
Andaikan mc(C,,) = 2
Berarti ada pewarnaan-titik w; modular

w;:V(C) - Z,

pada graf C,
Tanpa menghilangkan keumuman, misalkan
0,i ganjil

o) = {1, i zenilp

Tanpa menghilangkan keumuman, misalkan
wy(vy) =1

Karena a(v,) = 1, maka w; (v;) = 0.
Karena o¢(v;)=0 , maka terdapat dua

kemungkinan, yaitu w;(v;) =1 dan wy(vy) =1
atau w; (v,) = 0 dan w, (v,) = 0.

Jika wy(v,) =1 dan w;(v,) =1, maka w,(vs) =1,
agaro(v,) =1 # 0 = a(vs3).
Agar o(vs) = 0, maka wy(vg) = 1. Agar o(vg) =1,
maka w; (v;) = 0. Akhirnya, berakibat w;(v;) =1
dan w; (v,) = 1. Sehingga,
() = wy(vy) + wyi(v,)

=1+1

#0.
Kontradiksi dengan o(v,) = 1, karena n genap.
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Jika w;(v,) = 0 dan w,(v,) = 0, maka w;(vs) =1,
agar o(v,) = 1. Agar o(vs) = 0, maka w;(vs) = 0.
Agar o(vg) = 1, maka wy(v;) =0, agar o(v;) =0,
maka w;(vg) =0 ; dan seterusnya diperoleh
w; (v,—,) = 1 dan w, (1) = 0. Sehingga,

o(vy) = wy (V1) + wy(vy)

=1+1

# 0 (mod 2)
Kontradiksi, karena n genap. Sehingga klaim
terbukti.

Dari klaim dan (3) diperoleh
mc(C,) =3 4)
Selanjutnya, didefinisikan pewarnaan-titik pada G

sebagai berikut:
w:V(C,) = Zs
Dengan,
_ (0,jika i ganjil
w(v) = {1,jika i genap
Maka,
_ (0,i genap
UWJ‘&ngml

Sehingga, untuk i ganjil,

o) =2#0=0(iy1)
Dan untuk i genap

o(v) =0#2=01)
Berdasarkan Definisi 2.9, w sebuah pewarnaan-titik-
3 modular. Akibatnya,
mc(C,) <3 ()
Dari (4) dan (5), disimpulkan

mc(C,) =3

Kasus 3: n ganjil
Untuk n ganjil, x(C,) = 3, sehingga
me(C,) = x(C,) =3 (6)
Definisikan pewarnaan-titikk w pada C,, sebagai
berikut:

w:V(C,) = Zs
Dengan
0,jikai % 0(mod 4),i<n
w(v) =41, jika i = 0(mod 4)
2, jikai=n
Sehingga,
O;igenap,2<i<n-—-3;i=n
o(v) =1L iganjil,b3<i<n-2
2; i=1lataui=n-1

Terlihat bahwa,
1. Untukigenap,2<i<n-3,
o) =0#1=0Wy)
ii. Untukiganjil, 3<i<n-—2
o) =1#0=0yy)

iii. o) =2+ 0=0(v,);
o(w)=2+0=0,);
o(Wp-1) =2#0=0(vy);
o(Wp_1) =2 #1=0(,_,);
0(Vp—2) =1#0=0(,_3);

Sehingga w sebuah pewarnaan-titik-3 modular
pada C,. Berdasarkan Definisi 2.9,
mc(C,) <3 7)
Dari (6) dan (7), disimpulkan

mc(C,) = 3
Dengan demikian bukti teorema lengkap |
Definisi 3.1 :

Misalkan G dan H dua graf yang saling pisah. Join
graf ¢ dan graf H, dilambangkan dengan G +H
adalah sebuah graf yang diperoleh dari G dan H
dan setiap titik G dihubungkan dengan setiap titik
sebuah sisi. Join G+ H memiliki
titkk V(G +H)=V(G)UV(H) dan
himpunan sisi sebagai berikut :
E(G+H)=EG)VEMH) U {uv|lueV(G),ueV(H)}
(Chartrand et al., 2010)
Contoh dari graf ¢ + H adalah sebagai berikut :

H dengan
himpunan

G H G+H

Gambar 3. 3: Graf G + H

Ingat bahwa graf Roda W, adalah join dari graf
Komplet K; dan graf Sikel C,,. Dengan kata lain,

W, =C, + K,
Jelas bahwa, banyak titik W, adalah n+1 dan
banyak sisi adalah 2n. Perhatikan graf Roda W;
isomorfik dengan graf Komplit K,. Graf Roda Ws
dan Wy dapat dilihat pada gambar berikut :

™

Wi W,
Gambar 3. 4: Graf Wg dan W

Perhatikan bahwa graf Roda W, adalah graf planar.
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Teorema 3.7 :
Jika W, graf Roda, maka :

_(3,jikan genap
me(Wn) = {4,jika n ganjil
Bukti:
Misalkan roda W,=C,+K; dan

Cp = (X1, X3, X3, ..., Xp, X1) dan titik Z adalah titik dari
K; sebagai titik pusat dari W,.

Untuk n = 3, maka W; = K,. Berdasarkan Lemma
3.1,

mc(W3) > 4 1)
Pewarnaan-titik  berikut

menunjukkan sebuah

pewarnaan-titik-4 modular pada W;.

0 1

3
LE

Gambar 3. 5: Pewarnaan-titik-4 modular pada W3

Berdasarkan Definisi 2.9,
mc(W3) <4 )
Dari (1) dan (2), diperoleh
mc(W3) = 4
Selanjutnya, misalkan n > 4
Kasus 1: n genap
Karena K; € W,, maka berdasarkan Lemma 3.1,
mc(W,) =3 3)
Konstruksi sebuah pewarnaan-titik w pada graf W,
sebagai berikut:
w:V(W,) - Zs
Dengan
0, v=~Z
w() = {1,17 = x;,i ganjil
2,v=x;,1genap
Jelas bahwa, Vv € V(W,) berlaku
0, jikav =2
o(v) = {1,jika v = x;, i ganjil
2,jikav = x;,i genap
Untuk i ganjil, diperoleh
o(x;)) =1#2=0(x;,,) dan
ox)=1#0=0(2)

Untuk i genap, diperoleh
o(x;)) =2#1=0(x;4,) dan
ox)=2#0=0a(2)

Sehingga, berdasarkan Definisi 2.9, w sebuah
pewarnaan-titik-3 modular pada graf W}, dan
me(W,) <3 @
Dari (3) dan (4), diperoleh

mc(W3) =3

Kasus 2: n ganjil

Karena K; € W,, maka berdasarkan Lemma 3.1,
me(W,) =3 ®)
Dengan cara yang sama dengan cara pembuktian
Teorema 3.6, dapat ditunjukkan

mc(W,) # 3 (6)
Dari (5) dan (6), diperoleh
me(W,) > 4 %

Selanjutnya, ditunjukkan ada pewarnaan-titik-4
modular pada W,,. Untuk itu ditinjau dua subkasus.
Subkasus 2.1: n = 1 (mod 4)

Misalkan n = 4k + 1, untuk suatu bilangan bulat

positif k.
Definisikan pewarnaan-titik-4 w pada graf W,
sebagai berikut:
w:V(W,) - Z,
Dengan
k+ 3, v=1~7
2, V=X
w(v) = Lv=x,i€ {48, TZIS
0, jika v yang lain
Sehingga,
k+2, jikav =127
o(v) = k+1, jikav = x; atauv = xyy

k+3,jikav =x;,igenap,2 < i <4k -2
k, jikav =x;,iganjil,3<i <4k +1
Untuk i genap, 2 < i < 4k — 2,
o(x))=k+3+#k=0(x,,) dan
ox))=k+3#k+2=0(2)

Untuk i ganjil, 3<i <4k +1
o(x))=k#k+3=0(x_,) dan
ox)=k#k+2=0(2)

Berdasarkan Definisi 2.9, w sebuah pewarnaan-titik-
4 modular pada W, sehingga
me(W,) < 4 )
Subkasus 2.2: n = 3(mod 4)
Misalkan n = 4k + 3, untuk suatu bilangan bulat
positif k
Definisikan pewarnaan-titik-4 w pada W, sebagai
berikut :

w:V(W,) - Z,
Dengan
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k+3, v=17Z
w(v) = 2, _ UV = Xak+3
1L,v=x,i€{48,..,4k}
0, yang lain
Diperoleh,
k+2, v=1~7
k+1, V=X, atQu UV = Xy 45

W) =k 43,0=x,i € (24,.. 4k} U {4k + 3}

k, v=x;,i€{35,..4k + 1}
Perhatikan bahwa, untuk i genap 2 < i < 4k atau
i=4k+3,

ox))=k+3+#k=0(x;,) dan
ox)=k+3#k+2=0(2)

Untuk n ganjil, 3 < i < 4k + 1, diperoleh
ox)=k#k+3=0(x;_,) dan
ox)=k#k+2=0(2)

Begitu juga,

o(x))=k+1#k+3=0();
ox)=k+1#k+2=0(2);
o(x,)=k+3#k+2=02)

Berdasarkan Definisi 2.9, w sebuah pewarnaan-titik-
4 modular pada W, sehingga,

me(W,) < 4 )
Dari (7), (8) dan (9) untuk n ganjil berlaku

mc(W,) =4
Dengan demikian, teorema terbukti. |

Perhatikan bahwa, join dari graf komplet K, dan
lintasan P, merupakan graf planar,

K, + P,
Misalnya, graf G = K, + P; dapat dilihat pada

gambar berikut.
uq u,

Xy X2 X3 Xy X5
G=K,+Pg
Gambar 3. 6: Graf G = K, + Ps

Graf G dapat digambarkan pada bidang datar
sedemikian hingga tidak ada sisi yang saling
berpotongan kecuali mungkin pada titik-titik akhir
dari sisi-sisi G; seperti tampak pada gambar berikut.

uy
uz
G=K,+P;
Gambar 3. 7: Pajangan (embedding) graf K, + Ps

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa bilangan kromatik
modular graf planar K, + B, untuk n > 2 adalah 4.

Teorema 3.8 :

Untuk bilangan bulat positif n, berlaku,
mc(K, + P,) = {i:ﬁ ; ;

Bukti:

Untukn=1,graf G = K, + P, = K3

Berdasarkan Lemma 3.1,

mc(K, + P;) =23 o))

Sebuah pewarnaan-titik-3 modular dari graf K, + P;

dapat dilihat pada gambar berikut.
0 1

2
K; + Py

Gambar 3. 8: Pewarnaan-titik-3 modular graf K, + P4

Berdasarkan Lemma 3.2,
mc(K, +P;) <3 2
Dari (1) dan (2) disimpulkan,

mc(K, + P,) =3
Untuk n > 2, misalkan V(K,) = {u;,u,} dan lintasan
B, = (x4, X2, X3, ey Xp)-
Perhatikan

E; = {uquy, x1%5, Uy X1, Uy X5, Uy Xq, UpX,} Membangun

bahwa himpunan sisi
sebuah subgraf komplet K, pada graf K, + P,.
Sehingga berdasarkan Lemma 3.1,
mc(K, +P,) = 4 3)
Pertama-tama, definisikan sebuah pewarnaan-titik-
2 w; pada lintasan B, sebagai berikut:
wi:V(B) = Z,
Jikan = 0 (mod 4),
1,i = 2 (mod 4

i) = {O,i %2 Emod 4%

Jikan # 0 (mod 4),
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_(Li=1(mod4)
wa (x) = {O,i £ 1 (mod 4)

Selanjutnya, misalkan ¢ = K, + P,
Definisikan sebuah pewarnaan-titik-4 w pada G
sebagai berikut:
wiV(G) »> Z,

Dengan

1, v=u

w() =43, v=1u,

2wy (x),v=x;,1<i<n
Mudah dicek, untuk n = 0 (mod 4),
Misalkan n = 4k, maka
0;v=x;igenap,1<i<n
2;v=x;iganjil,1<i<n
2k + 3; V=1
2k +1; vV =1U,
Untuk n # 0 (mod 4), maka ada 3 kemungkinan,

o(v) =

yaitu:

i. n=1(mod4), misaln =4k +1
n = 2 (mod 4), misal n = 4k + 2
n = 3 (mod 4), misal n = 4k + 3

ii.
1ii.

Untuk setiap kemungkinan tersebut, diperoleh:
O;v=2x;iganjil,1<i<n
2;v=x;igenap,1<i<n
2k +3; V=1U

2k +1; v=1u
Perhatikan, untuk n = 0 (mod 4), i ganjil, 1 <i < n,
o(x) =2#0=0(xi1);
o(x))=2#1=o0(uy);

o(x;)) =2 # 3 =o0(uy);

o(xi41) =0 # 1 =0(uy);

0(xi41) =0 # 3 = 0 (uy).

Begitu juga berlaku untuk i genap.

o(v) =

Untuk n # 0 (mod 4), i ganjil, 1 < i < n, diperoleh:
o(x) =2+ 0=0(xi41);

o(x;))=0%1=0(uy);

o(x)) =0%3=0(uy);

0(xi41) =2 #1=0(uy);

0(x;41) =2 # 3 =a(uy).

Begitu juga berlaku untuk i genap.

Berdasarkan Definisi 2.9, w adalah pewarnaan-titik-
4 modular pada graf K, + P,. Akibatnya,
mc(K, + B,) <4
Dari (3) dan (4), diperoleh

mc(K, + B,) =4
Dengan demikian, bukti teorema lengkap.

(4)
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Sebuah pewarnaan-titik-4 modular pada graf
K, + Pg dapat dilihat pada gambar berikut.

K, + Pg
Gambar 3. 9: Pewarnaan-titik-4 modular graf K, + Pg

Sebuah pewarnaan-titik-4 modular pada graf

K, + Py terlihat pada gambar berikut.

Gambar 3. 10: Pewarnaan-4 modular pada graf K, + Pq3

PENUTUP

SIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada skripsi ini, maka
dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik
modular beberapa kelas graf planar yaitu sebagai
berikut :

1. Jika H subgraf komplet dengan k titik dari graf
G, maka :
mc(G) = k
Jika G graf terhubung dan taktrivial, maka :
me(6) 2 x(G)
Jika G graf terhubung dan taktrivial, maka ada
sebuah pewarnaan- k modular dari ¢ untuk
suatu bilangan bulat k > 2
Jika G graf terhubung dan taktrivial, maka :
me(G) < 2™ -2
Jika G graf terhubung dan taktrivial dan derajat
maksimum A, maka :
mc(G) < 2" — 24
Graf Pohon T taktrivial memiliki bilangan
kromatik modular yaitu :
mc(T) = 2 ataumc(T) = 3
Graf Sikel C,, dengan n > 3 memiliki bilangan
kromatik modular yaitu :
2,jikan = 0(mod 4
me(Cn) = {3,] ycgng lair)l
Graf Roda W, memiliki bilangan kromatik
modular yaitu :
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_ (3,jikan genap
me(Wn) = {4,jika n ganjil
9. Join dari graf Komplet K, dan lintasan P,
memiliki bilangan kromatik modular yaitu :
_(3,jikan=1
me(Ky + P = {4,jikan > 2
SARAN

Pada skripsi ini hanya fokus pada pewarnaan
modular pada beberapa kelas graf planar, yaitu graf
Pohon, graf Sikel, graf Roda dan join dari graf
Komplet dan graf Lintasan. Bagi pembaca yang
tertarik untuk mengembangkan tulisan ini, pembaca
dapat membahas pewarnaan modular pada kelas-
kelas graf lain yang dapat ditentukan nilai eksak
modularnya.
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