MATHunesa

Jurnal Ilmioadv Matematiko
e-ISSN : 2716-506X | p-ISSN : 2301-9115

Volume 11 No 03
Tahun 2023

BILANGAN KETERHUBUNGAN TITIK PELANGI BEBERAPA KELAS GRAF

Addinda Nur Ameliyah

Program Studi Matematika, FMIPA, Universitas Negeri Surabaya
email: addinda.19011@mbhs.unesa.ac.id

I Ketut Budayasa

Program Studi Matematika, FMIPA, Universitas Negeri Surabaya
Penulis Korespondensi: ketutbudayasa@unesa.ac.id

Abstrak

Graf G disebut terhubung titik pelangi jika setiap dua titik G dihubungkan oleh lintasan pelangi yaitu lintasan
yang semua titik internalnya berwarna berbeda. Bilangan keterhubungan titik pelangi dari G, dilambangkan
dengan rvc(G), adalah minimum banyaknya warna yang digunakan untuk mewarnai semua titik G
sedemikian hingga graf G terhubung titik pelangi. Bilangan keterhubungan titik pelangi dalam suatu graf
tidak akan kurang dari diameter graf dikurangi satu. Bilangan keterhubungan titik pelangi yang dibahas
dalam artikel ini untuk berbagai kelas graf antara lain graf komplet K,,, graf bipartit komplet K,,, ,, graf roda
W, , graf roda dua lapis W;?, graf multipartit komplet K, \ngpm, » lintasan P, , graf sisir GS,, graf
U(ny,ny, ..., ng), graf B, © Ny, graf P, O Ky, graf K, © K.

Kata Kunci: graf, pewarnaan titik, bilangan keterhubungan titik pelangi.

Abstract

A graph G is called a rainbow vertex connected if every two vertices G are connected by a rainbow path, that is, a path
whose all the internal vertices are of a different color. The rainbow vertex connection number of graph G denoted by
rvc(G) is the minimum number of colors used to color all vertices by G such that the graph G is connected to rainbow
vertex. The rainbow vertex connection number in a graph will not be less than the diameter of the graph minus one. The
rainbow vertex connection number discussed in this article for various classes of graphs include complete graph K,

.....

P,, comb graph GS,,, graph U(ny, ny, ..., ny), graph P, O Ny, graph B, © Ky, graph Ky, © K.
Keywords: graph, vertex coloring, rainbow vertex connection number.

PENDAHULUAN

Sebuah graf G berisi dua himpunan, yaitu
himpunan berhingga tak kosong V(G) dari objek-
objek yang disebut titik dari G dan himpunan
(bisa kosong) E(G)
elemennya disebut sisi sehingga setiap elemen e

berhingga yang elemen-
dalam E (G) adalah pasangan tak berurutan dari titik-
titik di V(G) (Budayasa, 2007). Pewarnaan adalah
salah satu dari banyak topik yang dibahas dalam
teori graf. Akan menarik untuk menggabungkan
keterhubungan dan pewarnaan pada graf.

Bilangan keterhubungan-titik pelangi dari G,
dilambangkan dengan rvc(G), adalah minimum
banyaknya warna yang digunakan untuk mewarnai
semua titik G sedemikian hingga graf G terhubung
titik pelangi. Menemukan bilangan keterhubungan
titik pelangi untuk berbagai kelas graf, seperti yang
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dilakukan Bustan untuk graf lingkaran bintang
(S§mCn) (Bustan & Salman, 2019), Brella pada graf
kuadratik dan graf garis dari graf kembang api
(Glysentia et al., 2020), Cindy pada graf salju (Noor et
al.,, 2021),
gurita (Joko et al, 2019) merupakan beberapa

Yupensius pada graf planter dan graf

masalah pewarnaan pelangi yang telah dikaji.

Sehubungan dengan hal tersebut, penelitian
selanjutnya dilakukan pada objek graf lainnya.
Secara umum, sulit untuk mengetahui bilangan
keterhubungan titik pelangi yang dimiliki graf. Oleh
karena itu, bilangan keterhubungan titik pelangi
akan dibahas dalam penelitian ini untuk berbagai
kelas graf, antara lain graf komplet K, graf bipartit
komplet K, ,, graf roda W, graf roda dua lapis W;2,

graf multipartit komplet K, , » , lintasan B,, graf

M2,

sisir GS,,, graf U(ny,ny, ...,ng), graf B, © Ny, graf
P, © K, graf K, © K.


mailto:addinda.19011@mhs.unesa.ac.id
mailto:ketutbudayasa@unesa.ac.id

ADDINDA NUR AMELIYAH, KETUT BUDAYASA

KAJIAN TEORI

Graf Roda Dua Lapis

Definisi 2.1:

Graf roda dua lapis yang dilambangkan dengan W;?
adalah graf yang dibentuk dari dua sikel C,,
Cr:uy,uy, ..., uyu; dan  C2:vy,v,y,..,v,v; dan
sebuah titik w. Dengan menambahkan sisi baru yang
menghubungkan antara titik w dengan u; dan u;
dengan v; untuk 1 < i < n (Lietal., 2014).

Graf Multipartit Komplet

Definisi 2.2 :

Graf G disebut graf multipartit komplet jika
t

himpunan bagian, dinamakan A4;,4,,..,4,t >3 .

himpunan titik G dapat dipartisi menjadi
Sedemikian hingga setiap sisi ¢ menghubungkan
sebuah titik dipartisi A; dan sebuah titik dipartisi 4;,
dengani#j, 1<ij<t

Selanjutnya jika G graf multipartit sederhana dan
setiap titik dipartisi A; berhubungan langsung
dengan setiap titik dipartisi A;,Vi#j,1<i,j<t
maka G disebut graf multipartit Komplet. Jika [4;] =
n,Vi,1<i<t

Graf multipartit komplet tersebut dinotasikan
dengan K, ,,, . », (Chartrand & Zhang, 2003).
Operasi Korona

Definisi 2.3 :

Diberikan graf G; dan G,. Korona dari G; dan G,,
dilambangkan dengan G;0G, adalah sebuah graf
yang diperoleh dari mengambil sebuah salinan dari
G, yang memiliki p, titik dan p; salinan dari G,, dan
menghubungkan titik ke i dari G;dengan sebuah sisi
ke setiap titik di salinan ke-i dari G,.

Graf Sisir

Definisi 2.4

Graf sisir GS,, didefinisikan sebagai graf hasil korona
B, dan K; dilambangkan P,OK; yang memiliki 2n
titik dan 2n — 1 sisi (Fransiskus et al., 2020).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Terhubung titik pelangi

Definisi 3.1:

Misalkan graf G terhubung. Warnai semua titik G
dengan sebarang warna, namakan pewarnaan w,
graf G disebut terhubung titik pelangi jika setiap dua
titik G dihubungkan oleh sebuah lintasan pelangi
yaitu lintasan yang semua titik internalnya berwarna
berbeda.
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Contoh 3.1:

A vy ¥y A

N

vy Ve

G
1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 1
2 2 2 1 2 2
Pewarnaan titik W, pada 6 =~ Pewarnaan titik W; pada &

) @
Gambar 3.1 Graf komplet

Pewarnaan titik W, pada G

@

Pada pewarnaan titik w;, graf G terhubung titik
pelangi dengan menggunakan 3 warna

Pada pewarnaan titik w, , graf G tidak
terhubung titik pelangi, karena tidak ada
lintasan pelangi yang menghubungkan titik v,
dan titik vg

(c) Pada pewarnaan titik w; graf G terhubung titik

pelangi, dengan menggunakan 2 warna

Bilangan keterhubungan titik pelangi

Definisi 3.2 :

Misalkan G graf terhubung. Bilangan keterhubungan
titik pelangi dari G, dilambangkan dengan rvc(G),
adalah minimum banyaknya warna yang digunakan
untuk mewarnai semua titik ¢ sedemikian hingga
graf G terhubung titik pelangi.

Contoh 3.2:

Terhadap pewarnaan titik w; (Gambar 3.1 (c )).
Dengan menggunakan 2 warna, terbukti bahwa G
terhubung titik. Ini berarti

rvc(G) < 2 1)
Andaikan semua titik ¢ diwarnai dengan satu warna
sama, maka tidak ada lintasan pelangi, yang
menghubungkan titik v, dan titik v5. Akibatnya,

rvc(G) = 2 )
Dari (1) dan (2) disimpulkan
rvc(G) = 2
Menetapkan bilangan keterhubungan titik

pelangi suatu graf biasanua sulit dipecahkan. Tetapi
dapat dibuktikan bahwa batas bawah dari rvc(G)
ditentukan oleh diameter graf G.
Berikut dibuktikan bahwa
keterhubungan titik pelangi suatu graf tidak akan

bilangan

kurang dari diameter graf dikurangi satu

Lemma 3.1:

Jika graf G terhubung dan nontrivial, maka
rvc(G) = diam(G) — 1
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Bukti :

Misalkan G sebuah graf terhubung dengan
diam(G) = t. Kemudian ada lintasan P panjang t
yang menghubungkan titik u dan v di G. Karena
panjang P adalah t, banyaknya titik internal P
adalaht —1

Pikirkan sebuah pewarnaan-titik w pada graf G
sedemikian hingga terhadap pewarnaan w graf
G terhubung-titik Pelangi. Ini berarti, semua titik
internal P harus memiliki warna yang berbeda dalam
pewarnaan w. Akibatnya,

rve(G) =2 t—1 =diam(G) — 1

Dengan demikian lemma terbukti ]

Menggunakan Definisi 3.2 dan Lemma 3.1,
diperoleh sejumlah hasil berikut.

Teorema 3.2 :
Untuk graf komplet K;, dengan n > 2, diperoleh

rvc(K,) =0
Bukti :
Karena V u,v € V(K,),d(u,v) = 1, maka
diam(K,) =1

Berdasarkan Lemma 3.1
rvc(Ky,) = diam(K,) —1=1-1=0
Berdasarkan definisi 3.2,
rvc(K,) <0
Dari (1) dan (2) diperoleh
rvc(K,) =0

Teorema terbukti
Teorema 3.3 :
Untuk graf bipartit komplet K, ,, , berlaku

10¢(Kinn) = {1(?’ mZ= ZZtaua 212
Bukti:

Misalkan A dan B adalah bipartisi dari graf K, ,
dengan |A| = mdan |B| =n
Karena untuk m=1 dan n=1, K; = K, ,
berdasarkan Teorema 3.2,

rvc(Ky 1) =1ve(Ky) =0
Untuk m = 2 atau n > 2 jelas bahwa
diam(Kp ) = 2

Berdasarkan Lemma 3.1 diperoleh
Tvc(Kpp) 22—-1=1 1)

Konstruksi sebuah pewarnaan-titik w pada graf
K. » hanya menggunakan tepat satu warna katakan
warna 1. Jelas terhadap pewarnaan w ini, graf K, ,
terhubung-titik pelangi, berdasarkan Definisi 3.2,
Tvc(Kmpn) < 1
Dari (1) dan (2) disimpulkan

@)
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Tvc(Kpn) =1
Dengan demikian, bukti teorema lengkap
Teorema 3.4 :

Untuk graf roda W, berlaku

0,n=3
rve(Wa) {1 n =>4

Bukti :
Untuk n = 3,W, = W3 = K,. Sehingga, berdasarkan
Teorema 3.2,
rvc(W,) =rvc(K,) =0
Untuk n > 4, jelas bahwa
diam(W,) = 2
Sehingga berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(Wyy = diam(W,) — 1
=2-1
=1 1)
Kemudian, warnai semua titik graf W, dengan
warna yang sama, seperti warna 1. Lintasan pelangi
menghubungkan setiap dua titik graf IW;,. Sehingga
terhadap pewarnaan titik tersebut graf W, terhubung
pelangi dengan memerlukan hanya 1 warna.
Akibatnya, berdasarkan definisi 3.2
rve(W,) <1
Dari (1) dan (2), disimpulkan
rvc(W,) =1

@)

Teorema terbukti [}
Teorema 3.5:

Jika W;? adalah graf roda dua lapis dengann >3,

maka
1, n=3
2, 4<n<6
reW) =93 7 <n<10
v, n=>11
Bukti:

Kasus1:n =3
Dalam hal ini, graf roda dua lapis W# dapat
dilihat seperti gambar 3.3
N

X3 Xa
G =W?

Gambar 3.3 Graf roda dua lapis W7
Perhatikan bahwa d;(u,v) < 2,vu,v € V(G) dan
d;(y,z) = 2. Sehingga, diam(G) = 2
Berdasarkan Lemma 3.1,

rvc(G) = diam(G) —1=2-1=1 1)
Selanjutnya, warnai semua titik G dengan warna 1 ;

Va Y2
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Dengan kata lain misalkan pewarnaan w
didefinisikan sebagai berikut
w:V(G) - {1}

Jelas bahwa terhadap pewarnaan w , graf G
terhubung pelangi. Berdasarkan definisi 3.2,
rvc(G) <1
Dari (1) dan (2), disimpulkan
rvc(G) = rve(W2) =1
Kasus2:4<n<6
Dalam hal ini, graf roda dua lapis W? dapat

(2)

dilihat seperti gambar berikut

= /N

¥z Ya

Vi

X4 ES

X3

Y3 2 Y

G, = W2 Gy = WZ TGy =W
Gambar 3.4 Graf roda dua lapis W2, W2, W2
Perhatikan bahwa Vi, 1 < i < 3,
dg,(u,v) <3Vu,v € V(G)
Dan dg, = (x1,y3) =3 .

Definisi 2.6,

Sehingga, berdasarkan
diam(G;)=3
Akibatnya berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(G;) = diam(G;)) —1=3-1=2

Jadivi,1<i <3,
rvc(Gy) = 2 3)
Selanjutnya, konstruksi pewarnaan-titik w pada graf
G;, w:V(G;) — {1,2} sedemikian hingga

1, v =12z Vv =y,igenap

w(v) = {2,17 =x,1<i<nvv=y,iganjil

Perhatikan terhadap warna w, graf G; terhubung
pelangi sehingga berdasarkan Definisi 3.2,
rvc(G;) < 2
Dari (3) dan (4), disimpulkan

rvc(G;) =2,Vi,1<i<3
Ataurvc(W?) = 2,untuk 4 <n<6
Kasus3:n=7

)

Untuk n = 7, graf W;2dapat dilihat seperti gambar
berikut

H=w2
Gambar 3.5 Graf roda dua lapis W7
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Perhatikan bahwa dy(u,v) <3Vu,v€e€V(H) dan

dy(x,ys) = 3. Maka berdasarkan Definisi 2.6,
diam(H) =3

berdasarkan Lemma 3.1,

rvc(H) 23—-1=2 (5)

Klaim : Tidak ada pewarnaan titik dengan 2 warna,

sedemikian hingga terhadap pewarnaan tersebut

graf H terhubung pelangi

Bukti klaim : (Dengan kontradiksi)

Andaikan ada pewarnaan-titik dengan 2 warna,
namakan w, sedemikian hingga terhadap w graf H
terhubung pelangi. Pikirkan lintasan pelangi yang
menghubungkan titik y; dan y, pada H maka y, dan
y3 harus mendapat warna yang berbeda. Tanpa
menghilangkan keumuman, misal w(y,) =1 dan
w(ys) =2

Demikian juga titik ys dan y, harus mendapat
warna yang berbeda agar lintasan (yi,Y7,¥s,Vs)
pelangi. Jika w(ys) = 1 dan w(y,) = 2, maka tidak
ada lintasan pelangi yang menghubungkan y, dan
Ye, apabila w(y;) = 2 dan juga tidak ada lintasan
pelangi menghubungkan y; dan y, apabila w(y,) =
1.

Sekarang, misalkan w(ys) =2 dan w(y,) =1.
Maka tidak ada lintasan pelangi menghubungkan
titik y, dan titik ys, apabila w(y;) = 1. Sehingga
w(y;1) = 2. Dengan argument yang sama, y, dan ys
harus mendapat warna yang berbeda. Akibatnya,
tidak ada lintasan pelangi menghubungkan y, dan
v7 jika w(y,) =1 dan w(ys) =2, dan tidak ada
lintasan pelangi menghubungkan y, dan ys jika
w(y,) = 2 dan w(ys) = 1, kontradiksi.

Dari klaim di atas dan (5) disimpulkan bahwa
rvc(H) = 3
Kemudian,

©)
mengkonstruksikan pewarnaan titik
pada H sebagai berikut :
w:V(H) - {1,2,3}
Sedemikian hingga
w(v)
1,v = x;,i ganjil atau v = y,
!2,1] = x;, igenapatauv =y;,igenap,1<i <5

atauv =y,
\ 1<i<5

3,v =z, atauv = y;, i ganjil,
Perhatikan terhadap pewarnaan w, graf H terhubung

pelangi sehingga berdasarkan Definisi 3.2,
rvc(H) <3
Dari (6) dan (7), disimpulkan

rvc(H) =3
Kasus4:8<n<9

@)
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Seperti sebelumnya, karena diam(W,?) = 4, maka
berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(W;2) =3 (8)
Definisikan sebuah pewarnaan-titik-3 w pada graf
W2 sebagai berikut
w:V(W2) - {1,2,3}

Sedemikian hingga,
1,v = x;,i ganjil atau v = y;, i = 2(mod 3)
2,v=x;,igenap atauv = y;,i = 0(mod 3)

3,v=zatauv =y;,i = 1(mod 3)

w(v) =

Terhadap pewarnaan w, graf W;? terhubung pelangi,

sehingga berdasarkan Definisi 3.2,

rvc(W,2) <3

Dari (8) dan (9), diperoleh
rvc(W2) =3

©)

Kasus5:n =10
Karena diam(W,?) = 4, maka berdasarkan lemma
3.1,
rvc(W,2) =3 (10)
Definisikan sebuah pewarnaan-titik-3 w pada graf
W;2 sebagai berikut :
w=VW) - {1,2,3}
Sedemikian hingga,
w(v)
Lv=x,1<i<5atauv =y,;v=y5v =1y,
=12,v=x,6<i<10,v=y;;V =Y3;,V = ys;V = Jg
B V=ZV =Y,V =YV = Yoo

Perhatikan, bahwa terhadap pewarnaan-titik w, graf
W3 = W, terhubung pelangi, sehingga berdasarkan
Definisi 3.2,
rvc(W2) <3
Dari (10) dan (11), diperoleh

roc(W2) = roc(W3) =3
Kasus6:n > 11
Misalkan G = W2, untuk n > 11.
Perhatikan bahwa

de(u,v) < 4,Vu,v €V(G)

(11)

dan
de(y1,ys) = 4.
Sehingga berdasarkan Definisi 2.6,
diam(G) = diam(W,2) = 4
Berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(G) = 3
Klaim :

(12)

Tidak ada pewarnaan titik dengan 3 warna,
sedemikian hingga terhadap pewarnaan tersebut
graf G terhubung pelangi.

Bukti Klaim : (Dengan kontradiksi)
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Andaikan ada pewarnaan-titik dengan 3 warna,
namakan w, sedemikian hingga terhadap w graf G
terhubung pelangi.

Tanpa menghilangkan keumuman, misal w(x;) = 1.
Perhatikan Vi,6<i<n-—-4 |, P, =

(yli X1,Z, xiyi)
Lintasan dari y; ke y; panjang 4 di graf G, sehingga

hanya

titik-titik internal P; yaitu x5,z dan x; harus
berbeda.
keumuman, misal w(z) = 3 dan w(x;) = 2. Karena
w(x,) = 2, maka w(x,) = 1. Ini berakibat w(xs) = 2

dan w(x,_;) =1. Karena w(x,_;) =1, memaksa

berwarna Tanpa  menghilangkan

w(x,) =2 ; dan memaksa w(x,_,) =1, dan ini
mengakibatkan w(x3) = 2, dan berakibat w(x,,_3) =
1, dan ini berakibat w(x,) = 2. Akibatnya, tidak ada
lintasan pelangi dari y, ke y, pada G, kontradiksi.
Klaim terbukti.
Dari Klaim di atas dan (12), disimpulkan
rvc(G) = 4 (13)
Selanjutnya, definisikan pewarnaan-titik w pada
graf G dengan 4 warna sebagai berikut:
Lv=x,iganjil, 1<i<n
2,v=x,igenap,1<i<n
3, v=2z
4v=y,Vi,1<i<n
Perhatikan titik pewarnaan w, graf G terhubung

w() =

pelangi. Sehingga berdasarkan Definisi 3.2,

rvc(G) < 4 (14)
Dari (13) dan (14) disimpulkan

rvc(g) = rvc(W,2) = 4, untuk n > 11.

Dengan demikian bukti teorema lengkap |

Sebuah pewarnaan-titik-3 pada graf W7 dan W¢
dapat dilihat pada gambar berikut

rec(Wi) =3

roc(WH) =3
Gambar 3.6 Pewarnaan titik pelangi W7, W¢
Sebuah pewarnaan-titik-4 pada graf W3 dan W,
dapat dilihat pada gambar berikut
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rec(Wih) =4

roe(W3E) =4
Gambar 3.7 Pewarnaan titik pelangi W3, W3
Berikut ditunjukkan bahwa bilangan keterhubungan-
titik-pelangi graf multipartit komplet adalah 1 jika
ada salah satu partisi memuat paling sedikit dua titik
Teorema 3.6 :
Jika K,
maka

rvc (Knl,nz,...,nt)
{ 0,jikan; =1,Vi,1<i<t
Bukti:

1,jikan; = 2, untuk suatu i, 1 <i<t
JikaVvi,1 <i<tn =1, maka graf K,
graf komplet dengan t titik; atau
=K,

., graf multipartit komplet dengan t = 3,

1,12,

., adalah

1,12,-

Knl,,nz,...,nt
Berdasarkan Teorema 3.2,
TUC(Knl,,nz,...,nt) = TUC(Kt) =0
Misalkan n; = 2 untuk suatui,1 <i <t
Misalkan A;,4,,...,A; dengan |4;| =n;, Vi, 1 <i<t
adalah multipartisi dari graf K, », n, =G

Misalkan u,v € V(G) danu # v
Jika u dan v terletak pada partisi berbeda dari G,

maka
de(u,v) =1
Jika u dan v terletak pada partisi yang sama dari G,
maka
de(u,v) =2
Sehingga
diam(G) = 2

Berdasarkan, Lemma 3.1,

rc(G)=2-1=1 )
Selanjutnya, digunakan tepat satu warna untuk
mendefinisikan pewarnaan titik w pada G . Jelas

terhadap pewarnaan w, graf G terhubung-titik

pelangi.
Berdasarkan, Definisi 3.2,
rvc(G) <1 2
Dari (1) dan (2) , diperoleh
rvc(G) =1
Dengan demikian, teorema terbukti ]
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bahwa
keterhubungan titik pelangi lintasan P, dengan n
titik adalah banyak titik dikurangi dua.

Teorema 3.7 :

Selanjutnya,  ditunjukkan bilangan

Jika P, adalah lintasan dengan n titik, maka

rvc (B) =n—2
Bukti :
Karena lintasan dengan n titik mempunyai panjang
n — 1, maka

diam(B) =n—1
Berdasarkan, Lemma 3.1,
rvc(B,) =n—2
Misalkan B, = (vq, V3, ..., V)
Titik-titik v,, v, ..., v,,_, adalah titik-titik internal dari
PTI.
Warnai semua titik internal P, dengan n — 2 warnai

1)

berbeda dan v; dan v, diwarnai dengan warna yang
sama dengan warna salah satu warna titik internal.
Jelas terhadap pewarnaan-titik tersebut lintasan P,
terhubung pelangi dengan menggunakan n — 2
warna berbeda, sehingga berdasarkan Definisi 3.2,

rvc(P) <n—2 2
Dari (1) dan (2), disimpulkan

rvc(B,) =n—2
Dengan demikian, bukti teorema lengkap |

Misalkan P, adalah lintasan dengan n titik dan K;
adalah graf komplet dengan 1 titik, Graf Corona
B,OK; dinamakan graf sisir, dilambangkan dengan
GS(ny- Sebagai contoh, graf sisir GS(sy dan ¢S dapat
dilihat pada gambar berikut

G55

G55
Gambar 3.8 Graf sisir GS(s), GS(s)
Perhatikan bahwa sisir GS,) mempunyai 2n titik dan
2n — 1 sisi
Teorema 3.8 :
Untuk bilangan positif n,
rvc(GS(n)) =n
Bukti :
Misalkan, ,v,) adalah
pembentuk GS,y dan u; titik pendant pada graf GS,,

B, = (vy, vy, .. lintasan
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yang berhubungan langsung dengan titik v;, untuk ~ Graf ulat U(2,3,1,0,3) dapat dilihat pada gambar
1<i<n. berikut
Maka
P = (uy, vy, 0, ., Uy Uy)

Adalah lintasan terpanjang di graf GS;, dengan
panjangn + 1
Perhatikan bahwa,

vx,y € V(GSey), d(x,y) <n+1
dand(us,u,) =n+1
Maka diam(GS(n)) =n+1
Berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(GSey)) = (n+1)—1=n 1)
Definisikan pewarnaan-tittk w pada graf GSg,

U(2,3,1,0,3)

Gambar 3.9 Graf ulat U(2,3,1,0,3)
Perhatikan graf sisir GS,, adalah graf ulat khusus
yaitu 6Sny = U(L1,...,1) = P,0K,

Jikan, =n, =+ =n, =n, maka
u(n,n,..,n) = B,ON,

sebagai berikut Dengan N,, adalah graf kosong (nol) dengan n titik.

w:V(GSey) = {12, ...,n}
Sedemikian hingga, Vx € V(GS))

Teorema 3.9 :
Jikak > 1dann; =2 1,Vi,1 <i <k, maka

_(iLjikax=v;,1<i<n _
W) = {1,jika x=u,1<i<n , eV ma o) =k
Jelas pada pewarnaan titik w GSg,, terhubun Buldi:
P p ™ ] & Misalkan G = U (ny,ny, ..., n) dan lintasan P, dalam
pelangi dengan menggunakan n warna, sehingga, G adalah

berdasarkan Definisi 3.2,
rvc(GSgy) <n )
Dari (1) dan (2), disimpulkan
rvc(GSey) = n
Dengan demikian, teorema terbukti ]

Py = (01,3, .., k)
Misalkan, Vi,1<i<k , himpunan titik-titik
“pendant” G pada v; adalah
Ay = {1, Xz, o) Xiny )
Maka lintasan terpendek yang menghubungkan titik

x1j, dan titik x; ;, , untuk suatu j; dan j, dengan 1 <
Sebagai ilustrasi, sebuah pewarnaan-titik pelangi

ji1 €<ny;1<j, <ny, pada G adalah
pada graf sisir GS5y dan GS() dapat dilihat pada

p = (xljl,vl,vz, ...,Uk,xka)
dengan panjang k + 1. sehingga
dG(xlh,xka) =k+1
Perhatikan bahwa Vu,v € V(G),d;(u,v) <k+1 .
Maka

gambar berikut

|

[y SE—
p—®
————

u — —

diam(G) =k + 1
Berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(G)=z2(k+1)—-1=k 1)
Selanjutnya, definisikan pewarnaan-titik w pada G

rec(GSiy) =5

sebagai berikut
w:V(G) - {1,2,..,k)

———y
i =
——————— i~
- ——

i
o

rve(GSiey) = 6 dengan
Gambar 3.9 Pewarnaan titik pelangi GSs), GS(6)
.y waw = |
Definisi 3.3 :
Graf carterpillar (ulat) adalah graf yang dibentuk dari ~ Jelas bahwa terhadap pewarnaan- titik w dengan k
lintasan P, = (v4,V,..,v,) dengan menambah warna, graf G terhubung pelangi. Sehingga

jlkau=v,1<i<k
k, jika u titik "pendant" pada G

sebanyak n; > 0 sisi-sisi pendant pada setiap titik v; ~ berdasarkan Definisi 3.2,
dari P, . Graf ulat tersebut dilambangkan dengan  Tvc(G) <k 2
U(ng,ny, ..., ny). Dari (1) dan (2), disimpulkan
Contoh 3.3: rve(G) =k
Teorema terbukti |
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Sebagai ilustrasi, sebuah pewarnaan-titik w dengan 5
warna pada graf ulat U(2,3,1,2,3) pada gambar
berikut.

5

A

s

5 5 5 s 5 5 3

rve(U(2,3,1,2,3)) =5

Gambar 3.10 Pewarnaan titik pelangi pada graf
U(2,3,1,2,3)
Akibat langsung dari Teorema 3.9 adalah hasil
berikut.
Akibat 3.10 :
Jika P, adalah lintasan dengan n titik dan N, adalah
graf kosong dengan k titik dan k > 1, maka
rvc(B,ONy) = n

Bukti :
Perhatikan bahwa
P,ON, = U(k,k, ..., k)
sebanyak n buah k

Berdasarkan Teorema 3.9,
rvc(B,ONy) = rvc(U(k,k,...,k)) =n
Terbukti
Selanjutnya membahas bilangan keterhubungan

titik pelangi graf corona B, dan K,,, (B,0K,,)
Contoh graf corona P,OK; dapat dilihat pada gambar
berikut.

AYY 2

Grﬂ.f P4Of\’3
Gambar 3.11 Graf P,OK;

Teorema 3.11 :
Jikan = 1 danm > 1, maka
rvc(B,OK,,) =n
Bukti :
Misalkan G = B,0K,, dan B, = (v1, vy, ..., V)
titik-tittk pada K,
berhubungan langsung dengan titik v; adalah
Ap = {Xi1, Xi2) Xiz, o) Xim }
untuk setiap i, 1 <i<n

Misalkan himpunan yang

Maka lintasan P = (xljl,vl,vz, ...,vn,xnjz) dengan

1 <ji,j, £m merupakan lintasan terpendek dari
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titik x; ;, ke titik x, ;, pada graf G dengan Panjang n +
1. Sehingga

dG(xljl,xnjz) =n+1
Perhatikan bahwa Vu,v € V(G),d(u,v) <n+1 ini
berakibat

diam(G) =n+1

Sehingga, berdasarkan Lemma 3.1,
rvc(G) = n 1)
Definisikan pewarnaan-titik w pada graf G sebagai
berikut :

w:V(G) - {1,2,3,...,n}
dengan
ijikau=v,1<i<n

ww) = {

Jelas pada pewarnaan

1, jika u yang lain di G
titik w graf G terhubung
pelangi dengan menggunakan n warna. Sehingga
berdasarkan Definisi 3.2,
rvc(G) <n
Dari (1) dan (2), diperoleh

rvc(B,0OK,,) =n
Dengan demikian, bukti teorema lengkap

@)

Berikut ilustrasi pewarnaan titik pelangi pada
graf P;OK, dengan 3 warna dilihat pada gambar
berikut

rve(P;OK,) =3

Gambar 3.12 Pewarnaan titik pelangi P;OK,
Selanjutnya dibahas K, OK,,.
Contoh graf K;OK; dapat dilihat pada gambar
berikut

KsOK;
Gambar 3.13 Graf K;OKj;
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Teorema 3.12:
Jikam = 1dann > 1, maka
rekn®i) = {5 S 2 1
Bukti:
Misalkan G = K,,,0K,, dan V(K,;,) = {vy, V3, ..., U }
Untuk setiap i, 1 < i < m, misalkan himpunan titik-
titik pada K,, yang berhubungan langsung dengan
titik v; adalah A; = {x;q, Xi2, -, Xin }
Untuk m=1 dan n>1, maka G = K;OK,, = K, 4,
sehingga, berdasarkan Teorema 3.2,
rvc(G) = rvc(Kpyq) =0
Misalkanm = 2 dann > 1.
Perhatikan lintasan
P = (i Vi, Vi Xk, ) L # J, 1 < 4, <M1 < ky, kg
<n
adalah lintasan terpendek pada G dari titik x;;, ke
titik x;;, dengan Panjang 3.
Untuk setiap u,v€e€V(G),d(u,v) <3
diam(G) = 3.
Definisikan pewarnaan-titik w pada graf G sebagai
berikut :

Maka

w:V(G) - {1,2,3,...,m}
dengan

w(u) = {

Jelas terhadap pewarnaan-titik w graf G terhubung

ijikau=v,1<i<m
1,jika u titik yang lain di G

pelangi dengan menggunakan m warna. Sehingga
berdasarkan Definisi 3.2,
rvc(G) <m

Klaim : rvc(G) = m

Bukti Klaim :

Andaikan rvc(G) = m — 1.
Maka ada pewarnaan-titik, namakan w;, dengan m —

@

1 warna, sedemikian hingga terhadap w; graf G
terhubung pelangi.
Akibatnya, ada dua titik berbeda pada K;,, dalam G,
namakan v;,v; dengan v; # v; , mendapat warna
yang sama, namakan warna t.
Perhatikan setiap lintasan dari titik x;;, ke x;;, pada
G, selalu melalui titik-titik v; dan v; sebagai titik-titik
internal sehingga lintasan tersebut bukan lintasan
pelangi terhadap w,. Kontradiksi klam terbukti.
Dari (1) dan Klaim, diperoleh untuk m > 2 dann >
1,

rvc(G) = rvc(K,,OK,) = m
Dengan demikian, bukti teorema lengkapm
Sebagai ilustrasi, pewarnaan titik pelangi graf G =
KsOK; dapat dilihat pada gambar berikut.
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G = K50K3
rve(G) =5

Gambar 3.14 Pewarnaan titik pelangi pada graf
G = K;OK;

PENUTUP

SIMPULAN

Dari
disimpulkan sebagai berikut :
1.

penjelasan dalam artikel ini, dapat
Jika graf G terhubung dan nontrivial, maka
rvc(G) = diam(G) — 1
Untuk graf K,, dengann > 2, diperoleh
rvc(K,) =0
Untuk graf bipartit komplet K, ,,, berlaku
_(0, m=n=1
10¢(Kinn) = {1, m>=>2ataun = 2
Untuk graf roda W, berlaku
0O,n=4
e (i, >5
. Jika W;? adalah graf roda dua lapis dengann > 3,
maka
1 )
2’

n=3
4<n<6
3, 7=n<10
Y, n=11
.n, graf multipartit komplet dengan

rvc(W2) =

Jika Ky n,.
t > 3, maka
rvc (Knl,nz,...,nt)
={ 0,jikan; =1,Vi,1<i<t
1,jikan; = 2, untuk suatui,1 <i <t
Jika P, adalah lintasan dengan n titik, maka
rvc(B)=n—2
Untuk bilangan positif n, graf sisir GS,, berlaku
rvc(GS(n)) =n
Jika U(ny,ny, ...,ny), k=1dann; =21, Vi,1<i <
k graf ulat, maka
rvc(U(ng, ny, .., ny)) =k
10.Jika B, adalah lintasan dengan n titik dan N
adalah graf kosong dengan k titik dan k>1,
maka
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rvc(B,ON,) =n
11.Bilangan keterhubungan titik pelangi graf
B,OK,,, untuk n = 1 dan m = 1 diperoleh
rvc(B,OK,y) =n
12. Bilangan keterhubungan titik pelangi korona dari
dua graf komplet adalah sebagai berikut
Om=1dann>1

rve(KnOKy) = {m m=2dann>1

SARAN

Pada artikel ini dijelaskan mengenai bilangan
keterhubungan titik pelangi beberapa kelas graf.
Penelitian mengenai bilangan keterhubungan titik
pelangi pada graf roda k lapis W;* dengan k > 3, dan
graf-graf lainnya dapat dipelajari sebagai saran untuk
penelitian selanjutnya.
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