MATHMYIGS&

Jurnal Ilmiadv Matematiko
e-ISSN : 2716-506X | p-ISSN : 2301-9115

Volume 12 No 02
Tahun 2024

BILANGAN REPRODUKSI DASAR MODEL PENYEBARAN PENYAKIT DIFTERI
DENGAN ADANYA VAKSINASI

Anggraeny Elvyna Ambarwati

Program Studi Matematika, FMIPA, Universitas Negeri Surabaya
Alamat e-mail : anggraeny.20028@mbhs.unesa.ac.id

Budi Priyo Prawoto

Program Studi Matematika, FMIPA, Universitas Negeri Surabaya
Penulis Korespondensi : budiprawoto@unesa.ac.id

Abstrak

Difteri adalah penyakit akut karena infeksi saluran pernapasan yang disebabkan oleh bakteri Corynebacterium
Diphtheria. Penyakit difteri menular melalui udara dan percikan air liur (tetesan cairan kecil) saat kontak
langsung dengan individu yang terinfeksi. Program vaksinasi dapat dilakukan sebagai salah satu strategi
pencegahan penyebaran paling efektif agar tidak terinfeksi bakteri Corynebacterium Diphtheria. Penelitian ini
bertujuan untuk mengkonstruksi model penyebaran penyakit difteri dengan adanya vaksinasi dan
menentukan bilangan reproduksi dasar (Ry) pada model. Model ini memuat lima subpopulasi yaitu rentan
(S), tervaksinasi (V), laten (L), terinfeksi (I), dan sembuh (R). Tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini
yaitu melakukan studi literatur, menyusun asumsi, membuat diagram kompartemen dan mengkontruksi
model, dan menentukan bilangan reproduksi dasar (R,). Berdasarkan asumsi yang telah ditentukan
diperoleh model matematika SVLIRS pada penyebaran penyakit difteri dengan adanya vaksinasi. Dengan

menggunakan metode Next Generation Matrix diperoleh bilangan reproduksi dasar (Ry) yaitu Ry =
BA(e+u) (u—ul+6)

ule+p+w)(u+8) (u+a+y)’

Kata Kunci: Model Matematika, Bilangan Reproduksi Dasar, Difteri, Vaksinasi, Reinfeksi.

Abstract

Diphtheria is an acute disease due to respiratory tract infection caused by the bacteria Corynebacterium Diphtheria.
Diphtheria is transmitted through the air and by splashes of saliva (small droplets of fluid) when in direct contact with
an infected individual. A vaccination program can be carried out as one of the most effective strategies to prevent the
spread of infection to prevent Corynebacterium Diphtheria bacteria. This research aims to construct a model for the
spread of diphtheria disease with vaccination and determine the basic reproduction number (Ry) in the model. This model
contains five subpopulations, namely susceptible (S), vaccinated (V), latent (L), infected (I), and recovered (R). The
stages carried out in this research were conducting a literature study, developing assumptions, creating a compartment
diagram and constructing a model, and determining the basic reproduction number (Ry). Based on predetermined
assumptions, the SVLIRS mathematical model is obtained on the spread of diphtheria disease with vaccination. By using
the Next Generation Matrix method, the basic reproduction number (Ry) is obtained, namely Ry =
BA(e+w)(p—pl+8)
ule+u+w)(u+d)(u+a+y)’
Keywords: Mathematical Models, Basic Reproduction Number, Diphtheria, Vaccination, Reinfection.

PENDAHULUAN

Difteri adalah penyakit akut karena infeksi
saluran pernapasan yang disebabkan oleh bakteri
Corynebacterium Diphtheria. Penyakit difteri menular
melalui udara dan percikan air liur (tetesan cairan
kecil) saat kontak langsung dengan individu yang
terinfeksi. Kontak langsung dengan individu yang
terinfeksi penyakit difteri dapat meningkatkan resiko
terkena penyakit difteri. Penularan terjadi melalui
percikan air liur yang dikeluarkan ketika individu
yang terinfeksi batuk, bersin, atau berbicara. Percikan
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air liur tersebut terkena tangan atau permukaan lain,
yang bersentuhan dekat dengan individu yang
terinfeksi. Penularan juga terjadi melalui makanan,
pakaian, atau benda yang terkontaminasi. Penyakit
ini ditandai dengan peradangan pada tempat infeksi,
terutama pada selaput mukosa faring, laring, tonsil,
hidung, dan kulit. Gejala awal penyakit difteri
ditandai dengan batuk, sesak napas, nyeri
tenggorokan, kesulitan menelan, deman, dan ditemui
dengan adanya pseudomembrane putih/keabu-
abuan/kehitaman di tonsil, faring, atau laring yang
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tidak mudah lepas dan berdarah apabila diangkat
(Kemenkes, 2017).

Orang yang sudah sembuh dari penyakit difteri
bukan berarti memiliki kekebalan penuh terhadap
kemungkinan reinfeksi. Lama kekebalan yang
diperoleh dari vaksin diperkirakan berkisar antara
beberapa bulan hingga dua sampai sepuluh tahun
(Izzati et al, 2020). Program vaksinasi dapat
dilakukan sebagai salah satu strategi pencegahan
penyebaran paling efektif agar tidak terinfeksi
bakteri Corynebacterium Diphtheria (IDAI, 2017).
Vaksinasi difteri termasuk program nasional di
Indonesia yang direkomendasikan oleh Kementrian
Kesehatan serta lkatan Dokter Anak Indonesia
(IDAI) dengan memberikan vaksinasi rutin dan
berkelanjutan. Pada bayi yang berusia 2-4 bulan
diberikan tiga suntikan vaksin difteri-tetanus-
pertusis (DPT) dengan interval satu bulan untuk
mengendalikan penyebaran difteri. Anak-anak yang
berusia 7 tahun diberikan vaksin difteri-tetanus
(DT). Anak-anak yang berusia 8-10 tahun diberikan
vaksin tetanus-difteri (Td) untuk melindungi mereka
dari bakteri Corynebacterium Diphtheria selama 10
tahun (Kemenkes, 2017).

Menurut laporan World Health Organization
(WHO) mengenai kasus difteri, pada tahun 2022,
Wilayah Afrika melaporkan sebanyak 910 kasus,
Wilayah Mediterania Timur sebanyak 440 kasus,
Wilayah Eropa sebanyak 362 kasus, Wilayah
Amerika sebanyak 54 kasus, Wilayah Asia Tenggara
sebanyak 3.958 kasus, dan Wilayah Pasifik Barat
sebanyak 132 kasus. Jumlah kasus wabah difteri
mengalami peningkatan, terutama di Wilayah Asia
Tenggara dengan peningkatan 66,4% lebih tinggi
dari 2.006 kasus yang dilaporkan di tahun 2021
(WHO, 2024). Di Indonesia kasus difteri dikatakan
sebagai jenis penyakit menular yang dapat
menimbulkan Kejadian Luar Biasa (KLB) seperti
yang tercantum dalam Permenkes 1501 tahun 2010.
Jumlah kasus difteri pada tahun 2019 sebanyak 529
kasus dan 23 diantaranya meninggal dengan tingkat
kasus kematian sebesar 4,35%. Pada tahun 2020
terdapat sebanyak 259 kasus dan 13 diantaranya
meninggal dengan tingkat kasus kematian sebesar
5,02%. Pada tahun 2021 sebanyak 235 kasus dan
menyebabkan 25 meninggal dengan tingkat kasus
kematian sebesar 10,6% (Kemenkes RI, 2021).
Jumlah kasus difteri pada tahun 2022 sebanyak 541
kasus dan jumlah kematian mengalami peningkatan
sebanyak 46 kasus dengan tingkat kasus kematian
sebesar 8,5% (Kemenkes RI, 2022).

Berdasarkan pembahasan kasus difteri diatas,
dengan adanya program vaksinasi yang digunakan
untuk pencegahan penyebaran penyakit difteri,
dapat dipelajari melalui model matematika. Model
matematika merupakan salah satu cara untuk
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menggambarkan suatu permasalahan yang sedang
diteliti seperti penyebaran penyakit difteri dalam
suatu populasi (Ndii, 2018). Dengan menggunakan
model matematika dapat membantu bagaimana
memahami suatu permasalahan penyebaran
penyakit difteri, memprediksi banyaknya individu
yang terkena penyakit difteri, dan mengetahui cara
dalam mengatasi penyebaran penyakit difteri pada
populasi.

Dalam penelitian ini, penulis tertarik untuk
melakukan modifikasi dari penelitian (Islam et al.,
2022) dan (Amalia et al., 2022) yang nantinya akan
dikembangkan model SLIR (Susceptible Latent Infected
Recovered) dengan menambahkan kompartemen
vaksinasi (V) sebagai perwakilan dari populasi yang
sudah tervaksinasi. Dimana orang yang sudah
tervaksinasi dapat menjadi rentan dan orang yang
sudah sembuh dapat terinfeksi kembali. Dengan
demikian, diperoleh model baru yaitu SVLIRS
(Susceptible Vaccinated Latent Infected Recovered
Susceptible) yang bertujuan untuk mengetahui upaya
penurunan jumlah kasus penyakit difteri dengan
adanya vaksinasi.

KAJIAN TEORI

MODEL SIR

Model Kermack-McKendrick merupakan model
yang digunakan untuk memodelkan epidemi
penyakit menular dengan menentukan pola
penyebaran penyakit yang dikemukakan pada tahun
1927. Model Kermack-McKendrick bisa disebut
sebagai model SIR (Susceptible-Infected-Recovered)
yang terbagi menjadi 3 populasi, dimana tiga
populasi tersebut dinamakan kompartemen. Dalam
model ini, S(t), I(t), R(t) mewakili jumlah individu
Susceptible, Infected, Recovered pada waktu t dan N
adalah total keseluruhan populasi (Irwin, 1958).
Bentuk model SIR sebagai berikut

ds _ .o
aw -
A st —a
O
AR
aw) "

N(t) =S(t) +1(t) +R(t)

SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL

Sistem  persamaan diferensial ~merupakan
kumpulan dari beberapa persamaan diferensial
(Braun, 2000). Jika x(t) = % menyatakan turunan

pertama x terhadap t, maka sistem persamaan
diferensial dapat ditulis

x(t) = f(t,x)

dengan
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fi(txq,x2,..%0)

d f2(tx1,x2,.%0)

dxq
Tdt
R
i =2=|"e | fex=
dxn :
dt fn(tx1,%2,..%n)
dengan x4, x5, ..., X, adalah variabel tak bebas dan t

adalah variabel bebas (Perko, 2001).

TITIK KESETIMBANGAN

Sistem persamaan diferensial otonom (Boyce &

DiPrima, 2001) dapat ditulis sebagai berikut
x(t) = f(x), xeR™

Titik kesetimbangan dari sistem persamaan
diferensial ~ diatas merupakan solusi titik
kesetimbangan yang konstan seiring berubahnya
waktu. Sistem persamaan tersebut dikatakan
memiliki titik kesetimbangan jika x(t) = f(x) = 0.
Titik x disebut titik kesetimbangan apabila
memenuhi f(x) =0. Titik x dapat disebut juga
dengan titik ekuilibrium, titik kritis, atau titik tetap
(Sumardi, 2022).

BILANGAN REPRODUKSI DASAR

Bilangan reproduksi dasar merupakan jumlah
rata-rata infeksi sekunder yang disebabkan oleh satu
individu yang terinfeksi kedalam populasi yang
sepenuhnya rentan. Secara matematis, bilangan
reproduksi dasar dilambangkan dengan R, yaitu
sebagai ambang batas stabilitas keseimbangan bebas
penyakit dan berhubungan dengan puncak dan
akhir dari suatu pandemi (Irwin, 1958).

Metode yang digunakan untuk menentukan
bilangan reproduksi dasar salah satunya yaitu Next
Generation Matrix (NGM). Untuk menghitung R,
dilakukan pemisahan infeksi baru dari semua
perubahan lain dalam populasi. Sehingga dapat
dilambangkan F; adalah laju munculnya infeksi
baru pada kompartemen dan V; laju perpindahan
masuk dan keluar individu pada kompartemen.

Dimana F dan V merupakan matriks n x n, dengan
T ) dam ¥ = 27 ()
5%, (xp) danV = 5%, Xo
Maka matriks K sebagai Next Generation Matrix yaitu
K=Fv-! dan dapat dituliskan Ry, =p(K) =
p(FV™1). Dimana p mewakili radius spektral
maksimum atau nilai eigen dominan dari matriks K

Irwin, 1958).

F =

METODE

Jenis penelitian ini adalah studi literatur yang
membahas penyebaran penyakit difteri dengan
model epidemi SVLIRS. Studi literatur dilakukan
untuk menyelesaikan masalah dengan cara mencari
informasi atau data dari beberapa buku dan referensi
lainnya baik secara langsung maupun tidak
langsung (online). Nilai parameter yang digunakan
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pada penelitian ini bersumber dari artikel penelitian
sebelumnya yang dikerjakan oleh (Islam et al., 2022)
dan (Amalia et al., 2022).

Tahapan penelitian yang dilakukan pada
penelitian ini yaitu melakukan studi literatur
mengenai masalah yang berkaitan dengan penyakit
difteri dan model matematika penyebaran penyakit
difteri. Selanjutnya menyusun asumsi yang
digunakan dalam membentuk model. Setelah itu,
membentuk diagram kompartemen dan
mengkontruksi model matematika penyebaran
penyakit difteri dengan adanya vaksinasi berupa
sistem persamaan diferensial. Tahap terakhir yaitu

menentukan bilangan reproduksi dasar (R,)
menggunakan Next Generation Matrix (NGM).
HASIL DAN PEMBAHASAN

Model penyebaran penyakit difteri dengan

adanya vaksinasi melibatkan satu populasi yaitu
populasi manusia yang kemudian dibagi menjadi
lima subpopulasi yaitu subpopulasi rentan (S),
subpopulasi tervaksinasi (V), subpopulasi laten (L),
subpopulasi terinfeksi (I), dan subpopulasi sembuh
R).

Berikut ini diberikan beberapa asumsi yang
digunakan dalam membentuk model penyebaran
penyakit difteri dengan adanya vaksinasi, yaitu :

1. Pada populasi hanya terdapat penyakit difteri,
tidak ada penyakit lain meskipun memiliki ciri
yang sama.

Populasi manusia bersifat tertutup (tidak terjadi
proses migrasi).

Individu yang baru lahir rentan terhadap
penyakit difteri dan masuk ke subpopulasi
rentan dengan kelahiran sebanyak A.

Setiap populasi terdapat kematian secara alami
dengan tingkat sebesar p.

Individu yang terinfeksi dapat mengalami
kematian akibat penyakit difteri dengan tingkat
sebesar a.

Individu rentan akan terinfeksi ketika
berinteraksi dengan individu terinfeksi dengan
tingkat penularan sebesar f3.

Individu rentan ketika berinteraksi dengan
individu terinfeksi akan menjadi individu laten
dengan proporsi sebanyak ! dengan tingkat
penularan sebesar P. Sisanya, individu rentan
ketika berinteraksi dengan individu terinfeksi
akan menjadi individu terinfeksi dengan
proporsi sebanyak (1-]) dengan tingkat
penularan sebesar [3.

Individu dari subpopulasi
menularkan infeksi.

Individu laten masuk ke subpopulasi terinfeksi
dengan tingkat perkembangan sebesar 8.

laten tidak
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10. Individu yang terinfeksi dapat sembuh secara
alami dengan tingkat kesembuhan sebesar y.
Vaksinasi hanya diberikan ke setiap individu
yang rentan dengan tingkat vaksinasi sebesar .
Individu yang telah divaksin bisa kembali
menjadi individu yang rentan dengan tingkat
kerentanan sebesar e. Hal ini dikarenakan
vaksinasi mengalami penurunan efektivitas
kekebalan sehingga individu yang sudah di
vaksin mengalami penurunan efektivitas
kekebalan dan dapat kembali ke status rentan.
Individu yang sudah sembuh dari penyakit
difteri dapat kembali menjadi individu yang
rentan dengan tingkat kerentanan sebesar ©.
Hal ini dikarenakan individu yang sudah
sembuh tidak menjaga kesehatan diri dan
makanan sehingga dapat terinfeksi kembali.

Berdasarkan asumsi asumsi yang telah

disebutkan, terdapat diagram kompartemen sebagai

berikut :

11.

12.

13.

6R

Gambar 1. Diagram Kompartemen

Tabel 1. Parameter dan Definisi

Parameter Definisi

A Banyak kelahiran

Y Tingkat penularan infeksi

B Tingkat kematian alami

a Tingkat kematian akibat penyakit

I Proporsi individu rentan berinteraksi
dengan individu terinfeksi akan
menjadi individu laten

0 Tingkat perkembangan dari individu
laten menjadi individu terinfeksi

Y Tingkat pemulihan

® Tingkat vaksinasi

€ Tingkat individu tervaksinasi
menjadi rentan

0 Tingkat individu sembuh menjadi
rentan
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Berdasarkan diagram kompartemen diatas, dapat
dibentuk model SVLIRS pada penyebaran penyakit
difteri dalam bentuk sistem persamaan diferensial:

ds
=1+ eV +0R — BSI — wS — uS,

dt
av
_t= wS — eV —uv,

L
= IBSI — 8L — ul,

dt

dl
a=(1—l),851+6L—y1—a1—yI,
R—I 6R R

a7V H

Dengan N total populasi yaitu N=S+ V+L+I+R.

PENETUAN TITIK KESETIMBANGAN

Titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh
E° = (S°V° L% 1% R®) sebagai berikut,
Ale + ) wA

= ) ,0,0,0 .
<u(w+£+u) wlw+e+p) )
Titik kesetimbangan endemik diperoleh E* =

(S*l V*P L*P I*) R*)

E® = (S°,V°,L% %R

BILANGAN REPRODUKSI DASAR

Menentukan bilangan reproduksi dasar dengan
menggunakan metode Next Generation Matrix
(NGM). Pada model penyebaran penyakit difteri
dengan adanya vaksinasi, infeksi berada pada
populasi Latent (L) dan Infected (I ). Sehingga
persamaan diferensial yang digunakan sebagai
berikut.

dL

— = IBSI = 6L — L

o= (L= DBSI+ 6L —yl —al =l

Dengan matriks F; berkaitan dengan proses
penularan infeksi dan V; berkaitan dengan proses
transisi, sehingga dapat diperoleh
F, = IBSI dan F, = (1 — 1)BSI,

Vi=L(6+p)danV, = =6L+ (y + a + w)l.
Sehingga diperoleh matriks Jacobian dari F dan V
sebagai berikut

F= (g (1 l—ﬁls)ﬁs)'
V= (6—+5M V+2+u>'

Selanjutnya menentukan V~! sebagai berikut
[ & \
1

| @ ’
k(5+u)(y+a+u) (V"‘Uf"‘#))

)
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Maka Next Generation Matrix (NGM) yang
dinotasikan dengan K dapat ditulis sebagai berikut
K=Fv!
SlpS IBS
k=| @t traty (r+at+p
s(1-DBS a-Dps

G+myt+aty +atp
Kemudian mencari nilai eigen dari matriks K dan
substitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit

0 _ (c0 70 70 70 poy — (_Ale+w) wa
ET = (S JVELL IR ) - (u(w+£+u)'n((u+£+,u.)'0'0'0)

sehingga diperoleh nilai eigen sebagai berikut,
Al = 0,
_ BA(e+)(6+pu—pl)
27 potetw S+ (y+at)’
Maka didapatkan R, dari nilai eigen dominan dari
matriks K yaitu

BA(e +1)(6 +u—ub)

B i oret O+ +a+

PENUTUP

SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang
sudah dilakukan dapat disimpulkan bahwa
diperoleh model matematika SVLIRS pada
penyebaran penyakit difteri dengan adanya
vaksinasi sebagai berikut :

ds
E=A+£V+0R—ﬂSI—wS—uS,
w_ S —eV —uv

dac W TE T

dL—lSI 6L — uL

dt_ﬂ UL,

al
E:(l—l)ﬂSI+5L—yI—aI—y1,

T =yl —6R — uR.
Dengan N total populasi yaitu N=S+ V+L+I+R.

Model matematika penyebaran penyakit difteri
dengan adanya vaksinasi mempunyai dua titik
kesetimbangan yakni titik kesetimbangan bebas
penyakit E% = (§%VO°,1°1°R") =

( Aletn) , wh ,0,0,0) dan titik kesetimbangan
ulw+e+p) " plw+et+p)

endemik E* = (§*,V*,L*,I*,R").
Dengan menggunakan metode Next Generation
Matrix (NGM) didapatkan bilangan reproduksi dasar

. _ BAEtm(S+p—uD)
(Ro) yaitu Ro = G e

SARAN

Pada penelitian ini hanya membahas
penyebaran penyakit difteri dengan model
SVLIRS dengan pemberian vaksinasi dan kasus
terinfeksi kembali. Diharapkan pada penelitian

394

selanjutnya untuk melanjutkan penelitian ini
menggunakan model SVLIRS dengan
menambahkan subpopulasi dan asumsi lain yang
dapat mempengaruhi penyebaran penyakit
difteri. Selain itu, dapat dilakukan analisis
kestabilan dan simulasi numerik pada model.
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