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Abstrak 

Dalam artikel ini, fokus pada penerapan kontrol kampanye, hukuman, dan perbaikan sistem dalam 
model matematika korupsi, yang ditandai dengan empat kompartemen: Rentan (S), Korup (C), 
Dipenjara (J), dan Jujur (H). Tujuan utama kontrol optimal dalam model ini adalah untuk 
meminimalkan populasi individu yang Korup dan Dipenjara, juga untuk meminimalkan biaya terkait 
dari setiap tindakan kontrol. Strategi pengendalian yang optimal dapat diturunkan secara analitis 
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin dan selanjutnya diselesaikan secara numerik melalui 
metode Forward-Backward Sweep. Simulasi numerik secara konsisten menunjukkan efektivitas 
penerapan pengendalian kampanye, hukuman, dan perbaikan sistem dalam mengurangi tingkat 
korupsi secara signifikan. Secara khusus, langkah-langkah ini menghasilkan pengurangan yang 
signifikan pada individu yang korup dan dipenjara, sehingga menggambarkan keefektifan kontrol 
dalam memerangi korupsi dalam sistem masyarakat. 

Kata Kunci: Kontrol Optimal, Model Matematika Korupsi, Prinsip Minimum Pontryagin, Metode 
Sweep Maju Mundur. 

 

Abstract 

In this paper, the focus is on the application of campaign control, punishment, and system improvment within a 
mathematical model addressing corruption, characterized by four compartments: Susceptible (S), Corrupt (C), 
Jailed (J), and Honest (H). The primary objective of optimal control in this model is to minimize the populations of 
both Corrupt and Jailed individuals, alongside minimizing the associated costs of each control measure. The 
optimal control strategies can be derived analytically using the Pontryagin Minimum Principle and subsequently 
solved numerically through the Forward-Backward Sweep method. Numerical simulations consistently 
demonstrate the effectiveness of implementing campaign control, punishment, and system improvment in 
significantly reducing corruption levels. Specifically, these measures result in notable reductions in the corrupt 
and jailed individuals, thereby illustrating their efficacy in combating corruption within societal systems. 

Keywords: Optimal Control, Mathematical Model of Corruption, Pontryagin Minimum Principle, 
Forward-Backward Sweep Method 

 
 

mailto:sekaaar2@gmail.com
mailto:zulaikha@walisongo.ac.id
mailto:ainifitriyah@walisongo.ac.id*


AJENG SEKAR PROBOWATI, ZULAIKHA, AINI FITRIYAH 

274 

PENDAHULUAN  

Permasalahan korupsi merupakan peristiwa 

yang tidak pernah ada habisnya. Hampir setiap hari 

media massa melaporkan terjadinya tindak pidana 

korupsi yang dilakukan oleh berbagai oknum yang 

tidak bertanggung jawab. Indonesia Corruption Watch 

(ICW) menyatakan sepanjang tahun 2022 terdapat 

579 kasus korupsi yang telah ditindak, dibandingkan 

dengan tahun sebelumnya yaitu tahun 2021, tahun 

2022 menalami peningkatan kasus sebesar 8,63% 

(ICW, 2023). Berdasarkan pemaparan data tersebut, 

menunjukkan bahwa permasalahan korupsi kian 

meningkat dan meluas.  

Seseorang biasanya melakukan korupsi didasari 

oleh kesengajaan, keinginan, dan adanya 

kesempatan dari dalam diri sendiri untuk 

melakukan korupsi (Hartono, 2017). Niat korupsi 

muncul karena kurangnya iman dan moral 

seseorang. Kurangnya iman dan moral membuat 

seseorang mudah tergoda oleh gaya hidup 

konsumtif dan keinginan untuk memiliki kekayaan 

berlebih yang menghantarkannya kepada tindakan 

korupsi. Ketika keinginan untuk menjadi kaya dapat 

diperoleh dengan korupsi maka mudah bagi 

seseorang melakukan korupsi (Aprianti, 2016).  

Salah satu bentuk tindak pidana korupsi adalah 

suap (Anggusti & Utomo, 2018). Suap seringkali 

dianggap sebagai tindakan yang lumrah dan wajar 

di masyarakat (Rosikah & Listianingsih, 2022). Oleh 

karena itu, perlu adanya upaya pemberantasan agar 

korupsi tidak semakin meluas dan dianggap sebagai 

hal yang wajar di masyarakat yaitu dengan cara 

kampanye, pemberian hukuman, dan perbaikan 

sistem (Spora, 2015).  

Korupsi merupakan salah satu contoh penyakit 

sosial menular (Beniwal, 2012). Oleh karena itu, 

perlu diperhatikan dan dikendalikan dengan 

memperlajari dinamika penyebaran penyakit. 

Korupsi merupakan salah satu masalah dunia nyata 

yang dapat dimodelkan dengan pemodelan 

matematika. Pemodelan matematika membantu 

menyederhanakan hubungan antara matematika 

dan masalah dunia nyata yang dianggap rumit 

dengan terlebih dahulu menuangkannya ke dalam 

bentuk model matematika (Nursyarifah, Suryana, & 

Lidinillah, 2016).  

Dari model matematika kemudian diperluas ke 

masalah kontrol optimal yang bertujuan untuk 

mendapatkan upaya pemberantasan yang tepat. 

Dengan kontrol optimal, penyebaran penyakit atau 

dalam hal ini yaitu penyebaran korupsi dapat 

dimodelkan dan dioptimalkan. Fokus utama dalam 

pemanfaatan kontrol optimal yaitu meminimumkan 

pertumbuhan korupsi. Korupsi yang terjadi sudah 

mewabah dan meluas sehingga diperlukan suatu 

kontrol agar korupsi dapat ditangani dengan cepat 

dan tepat. 

Model matematika korupsi telah beberapa kali 

dibahas pada penelitian sebelumnya. Sebagai contoh 

penelitian yang dilakukan oleh (Athitan dkk, 2018) 

menyatakan bahwa dengan meningkatkan 

kesadaran akan ketakutan terhadap hukum dan 

pemberitaan negatif oleh media mampu membantu 

menghambat penyebaran korupsi di masyarakat. 

Penelitian selanjutnya yang dilakukan oleh (Ouaziz, 

hamou, & El Khomssi, 2022) dengan penerapan 

kontrol berupa memenjarakan dan memberikan 

hukuman kepada individu korupsi serta 

memberantas korupsi melalui media dan publik juga 

dapat mengurangi pertumbuhan korupsi di 

masyarakat. 

Penelitian lain juga dilakukan oleh (Fantaye & 

Birhanu, 2022) menyatakan bahwa kontrol berupa 

kampanye edukasi dan pemberian hukuman efektif 

untuk mengurangi penyebaran korupsi di 

masyarakat. Penelitian oleh (Alemneh, 2020) dengan 

penerapan kontrol berupa kampanye melalui media 

dan memasukkan pelaku korupsi ke penjara serta 

memberikan hukuman dapat berkontribusi dalam 

memerangi pertumbuhan korupsi. Penelitian 

selanjutnya yang dilakukan oleh (Wahid, Toaha, & 

Kasbawati, 2023) menyatakan bahwa memberantas 

korupsi dengan memberikan kontrol berupa 

kampanye edukasi, perbaikan sistem, dan represif 

dapat memberikan hasil yang efektif dalam 

mengurangi pertumbuhan korupsi. 

Berdasarkan pemaparan - pemaparan tersebut, 

maka dalam artikel ini dilakukan pengembangan 

model matematika korupsi yang telah dikaji oleh 

Fantaye dan Birhanu (2022) dengan menambahkan 

satu kontrol baru berupa kontrol perbaikan sistem 

dan satu parameter baru berupa parameter 

efektivitas perbaikan sistem pada model yang 

diadaptasi dari model Wahid, Taoha, & Kasbawati 

(2023). Dengan adanya model ini, terjadi dinamika 

penyebaran penyakit menular atau dalam hal ini 

yaitu penyakit sosial menular berupa korupsi yang 



PENERAPAN KONTROL KAMPANYE 

275 

terjadi diberbagai wilayah secara sederhana dapat 

terwakilkan dan dapat diprediksi dinamika 

penyebaran penyakit di masa depan sehingga 

memungkinkan pengendalian penyebarannya dapat 

ditekan (Purnamasari, Fitriyah, dan Zulaikha, 2024). 

KAJIAN TEORI 

PERSAMAAN DIFERENSIAL 

Menurut Ross (1984) secara umum persamaan 
diferensial merupakan suatu persamaan matematika 
yang menggambarkan hubungan antara satu atau 
lebih variabel terikat terhadap satu atau lebih 
variabel bebas. 

Persamaan diferensial orde n dapat ditulis 
sebagai berikut. 

𝐹(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡), 𝑥′′(𝑡), . . . , 𝑥(𝑛)(𝑡))  =  0                (1) 
dengan t adalah variabel bebas, x(t) adalah variabel 

terikat, serta 𝑥(𝑛)(𝑡)  merupakan turunan ke n dari 
fungsi x terhadap variabel bebas. 

SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL 

Secara umum, sistem persamaan diferensial 
linier orde pertama dengan variabel terikat 
𝑥1,𝑥2, 𝑥3,...,𝑥𝑛  dan variabel bebas t 

direpresentasikan sebagai berikut (Ross, 1984). 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2+. . . +𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑙1(𝑡) 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2+. . . +𝑎2𝑛𝑥𝑛 + 𝑙2(𝑡) 

⋮   

𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2+. . . +𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 + 𝑙𝑛(𝑡) 

       (2) 
Persamaan (2) dikatakan sebagai sistem persamaan 
linier omogen apabila bernilai nol untuk setiap 
fungsi li, i = 1, 2, . . . , n, sedangkan dikatakan sebagai 
sistem persamaan linier non homogen apabila 
bernilai tak nol untuk setiap fungsi fungsi li, i = 1, 2, 
. . . , n. Persamaan () juga dapat dinyatakan dalam 
bentuk berikut. 

𝒙′ =  𝑨𝒙⃗⃗ + 𝑳⃗ (𝒕)      (3) 

 A pada persamaan (3) merupakan suatu 
matriks yang berukuran 𝑛 × 𝑛 , 𝒙⃗⃗  variabel terikat, 

serta 𝑳⃗ (𝒕) A pada persamaan adalah matriks ukuran 
𝑛 × 1 yang merupakan fungsi dari t sehingga 
persamaan (3) juga dapat dinyatakan menjadi, 

𝑥′ = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21

⋮
𝑎𝑛1

𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮    ⋱   ⋮
𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

] [

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

] + [

𝑙1(𝑡)
𝑙2(𝑡)

⋮
𝑙𝑛(𝑡)

] 

       (4) 

SISTEM PERSAMAAN DIFERENSIAL NONLINIER 

Boyce dan Diprima (2001) menyatakan 
bahwa persamaan diferensial nonlinier merupakan 
sistem persamaan diferensial yang terdiri dari satu 
atau lebih persamaan nonlinier yang saling 
berhubungan. Apabila fungsi f bukan fungsi linier 
terhadap dalam matriks (4), maka sistem persamaan 
diferensialnya akan menjadi nonlinier. 
Contoh : 
Diberikan sistem persamaan diferensial nonlinier 
sebagai berikut. 

𝑥1
′ = 𝑥1𝑥2 + 5𝑥3 

𝑥2
′ = 3𝑥1

2−𝑥2      (5) 

Karena sistem persamaan (5) tidak dapat ditulis 
menjadi seperti persamaan (4), maka sistem 
persamaan (5) merupakan sistem persamaan 
diferensial nonlinier. 

KONTROL OPTIMAL 

Tujuan dari kontrol optimal adalah untuk 
menentukan hasil yang optimal dengan 
mempertimbangkan kondisi dan kendala yang ada 
pada sistem yang sudah terbentuk. Sistem yang 
sering digunakan dalam kontrol optimal, biasanya 
berbentuk persamaan diferensial biasa, persamaan 
diferensial parsial, ataupun yang lainnya. 

Lenhart dan Workman (2007) menyatakan 
bahwa dalam masalah kontrol optimal yang 
melibatkan sistem persamaan diferensial, terdapat 
variabel 𝑢⃗ (𝑡)  sebagai variabel kontrol dan variabel 
𝑥 (𝑡) sebagai variabel state. Variabel state memenuhi 
persamaan diferensial yang bergantung pada 
variabel kontrol yang dinyatakan sebagai berikut. 
𝑥⃗⃗ ′(𝑡) = 𝑔⃗⃗⃗ (𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢⃗ (𝑡)).   (6) 

Masalah kontrol optimal adalah 
menentukan kontrol yang optimal atau dan variabel 
state yang memberikan nilai optimal untuk fungsi 
tujuan sehingga fungsi tujuan dapat dinyatakan 
sebagai berikut. 
Berlaku untuk kasusu minimumkan: 

min
𝑢⃗⃗ 

∫ 𝑓(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢⃗ (𝑡))𝑑𝑡,
𝑇

0

 

      (7) 
Dengan kendala, 
𝑥⃗⃗ ′(𝑡) = 𝑔⃗⃗⃗ (𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢⃗ (𝑡))    (8) 
Dan kondisi awal x(0)   =    x0. Dimana x(t)   =   
[x1(t), . . . , xn(t)],  u(t) = [u1(t), . . . , um(t)], x0 = 
[x10, . . . , xn0], dan g(t, x(t), u(t)) =[g1(t, x(t), u(t)), 
. . . , gn(t, x(t), u(t))]. 

PRINSIP MINIMUM PONTRYAGIN 

Prinsip Pontryagin terbagi menjadi dua 
bagian yaitu Prinsip Minimum Pontryagin dan 
Prinsip Maksimum Pontryagin. Prinsip Minimum 
Pontryagin penting dalam menyelesaikan masalah 
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kontrol optimal karena prinsip ini digunakan untuk 
memperoleh kontrol yang optimal pada kontrol 
yang meminimalkan fungsi hamiltonian dari 
persamaan () pada waktu t. Langkah – langkah 
untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal 
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin adalah 
sebagai berikut (Lenart dan Workman, 2007). 

1. Membentuk fungsi Hamiltonian : 𝐻 =

𝑓(𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢⃗ (𝑡)) + ∑ 𝜆𝑖(𝑡)𝑔𝑖(
𝑛
𝑖=1 𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝑢⃗ (𝑡)). 

2. Menurunkan fungsi Hamiltonian terhadap 

𝑢⃗ (𝑡)  untuk mendapatkan kondisi optimal 

𝑢∗ = (𝑡, 𝑥 (𝑡), 𝜆 (𝑡)). 

3. Mencari turunan kedua dari fungsi 

Hamiltonian terhadap 𝑢⃗ (𝑡)  untuk 

mengetahui kontrol yang dihasilkan 

merupakan kontrol minimum atau 

maksimum. Jika turunan kedua fungsi 

Hamiltonian terhadap 𝑢⃗ (𝑡)  lebih dari nol 

maka masalah kontrol yang diselesaikan 

adalah masalah kontrol minimum, dan 

berlaku sebaliknya. 

4. Menyelesaikan persamaan state dan costate.  

METODE SWEEP MAJU MUNDUR 

Metode  sweep maju mundur merupakan 
metode numerik yang digunakan untuk 
menyelesaikan masalah kontrol optimal. Secara 
umum, tahapan metode sweep maju mundur sebagai 
berikut (Lenhart dan Workman, 2007). 

1. Menentukan nilai awal 𝑢⃗ . 

2. Mengguakan kondisi awal 𝑥 (0) = 𝑥 0 

dan nilai 𝑢⃗  untuk menyelesaikan 

persamaan state 𝑥 ’ dengan metode 

Rungge-Kutta orde 4 langkah maju. 

3. Menggunakan kondisi transversal 𝜆 (T), 

nilai  𝑢⃗ , dan persamaan state  𝑥  untuk 

menyelesaikan persamaan costate 𝜆 ’ 

dengan metode Rungge-Kutta orde 4 

langkah mundur. 

4. Memperbarui nilai denan memasukkan 

persamaan state dan persamaan costate 

ke dalam karakteristik kontrol optimal. 

5. Periksa konvergensi. Jika nilai eror dari 

iterasi ini dan iterasi terakhir sangat 

kecil maka tampilkan nilai saat ini, 

namun jika nilai erornya jauh maka 

kembali ke langkah 2. 

METODE 

 Metode yang digunakan dalam penelitian 
ini adalah studi literatur. Adapun langkah – langkah 
yang dilakukan adalah: (1) studi literatur, (2) 
konstruksi model, (3)  penyelesaian masalah kontrol 
optimal, (4) simulasi numerik, dan (5) kesimpulan. 
 Pada langkah studi literatur yang dilakukan 
adalah mencari referensi terkait dari berbagai 
sumber penelitian serupa yang dilakukan oleh 
peneliti – peneliti sebelumnya. Kemudian 
melakukan modifikasi terhadap model matematika 
korupsi dengan menambahkan parameter dan 
kontrol baru. Dalam penyelesaian masalah kontrol 
optimal dilakukan beberapa langkah yaitu: (1) 
menentukan fungsi tujuan, (2) menentukan fungsi 
hamiltonian, (3) kondisi optimal, (4) persamaan 
state, (5) persamaan costate. Selanjutnya, yang 
terakhir melakukan simulasi numerik dan penarikan 
kesimpulan. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

KONSTRUKSI MODEL MATEMATIKA KORUPSI 

Pada masalah kontrol optimal ini, tujuan yang 
akan dicapai adalah meminimumkan jumlah 
populasi Corrupt dan Jailed serta meminimumkan 
biaya dari masing – masing kontrol sehingga dapat 
dibentuk suatu fungsi tujuan sebagai berikut. 

min
𝑢1,𝑢2,𝑢3

∫ 𝐶 + 𝐽 +
1

2
𝐴1𝑢1

2 +
𝑇

0

1

2
𝐴2𝑢2

2 +
1

2
𝐴3𝑢3

2𝑑𝑡 

 

dimana 𝐴1 adalah bobot yang berhubungan dengan 

biaya kontrol kampanye, 𝐴2  adalah bobot yang 

berhubungan dengan biaya kontrol pemberian 

hukuman, dan 𝐴3 adalah bobot yang berhubungan 

dengan biaya kontrol perbaikan sistem, serta 𝑢1 , 

𝑢2 dan 𝑢3 adalah kontrol yang akan diminimumkan.  

 

Jika masalah kontrol optimal memenuhi 

persyaratan Prinsip Minimum Pontryagin, maka 

masalah tersebut dapat diselesaikan. Berikut adalah 

langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah 

kontrol optimal dengan menggunakan Prinsip 

Minimum Pontryagin. 

1. Fungsi Hamiltonian 
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𝐻 = 𝐶 + 𝐽 +
1

2
𝐴1𝑢1

2 +
1

2
𝐴2𝑢2

2 +
1

2
𝐴3𝑢3

2

+ 𝜆1 (𝛬 − (1 − 𝑢1)
𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
− (𝜇 + 𝛼)𝑆 + 𝛾(1 − 𝛼)𝐽 + 𝜔𝐻

− 𝜌𝑢3𝑆)

+ 𝜆2 ((1 − 𝑢1)
𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶

− (𝜇 + 𝛼 + 𝛿)𝐶 − 𝑢2𝐶 − 𝜌𝑢3𝐶)

+ 𝜆3(𝛿𝐶 − (𝜇 + 𝛼𝛾)𝐽 + 𝑢2𝐶)
+ 𝜆4(𝛼(𝑆 + 𝐶 + 𝛾𝐽) − (𝜇 + 𝜔)𝐻
+ 𝜌𝑢3𝑆 + 𝜌𝑢3𝐶) 

Berdasarkan Prinsip Minimum Pontryagin, 
fungsi Hamiltonian dapat diselesaikan secara 
optimal jika memenuhi tiga kondisi yaitu 
kondisi optimal, persamaan state, dan 
persamaan costate (Norasia dkk, 2022). 
2. Kondisi Optimal 

Kondisi optimal diperoleh apabila turunan 

pertama fungsi Hamiltonian terhadap 𝑢1 , 

𝑢2 , dan 𝑢3  sama dengan nol (Zulaikha, 

Trislowati, dan Fadhilah, 2007).  

𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= 0 

𝐴1𝑢1 − (𝜆1 + 𝜆2) (
𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
) = 0 

Nilai 𝑢1 diperoleh sebagi berikut.  

𝑢1 =
𝛽𝐶𝑆(𝜆! + 𝜆2)

𝐴1(𝜃 + 𝐶)
 

 

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 0 

𝐴2𝑢2 − 𝜆1𝐶 + 𝜆2𝐶 = 0 

Nilai 𝑢2 diperoleh sebagi berikut.  

𝑢2 =
(𝜆2 − 𝜆3)𝐶

𝐴2

 

 

𝜕𝐻

𝜕𝑢3
= 0 

𝐴3𝑢3 − 𝜆1(𝜌𝑆) − 𝜆2(𝜌𝐶) + 𝜆4(𝜌𝑆 + 𝜌𝐶) = 0 

Nilai 𝑢3 diperoleh sebagi berikut.  

𝑢3 =
(𝜆1 − 𝜆4)(𝜌𝑆) + (𝜆2 − 𝜆4)(𝜌𝐶)

𝐴3
 

 

Sehingga diperoleh nilai kondisi optimal 

sebagai berikut. 

𝑢1
∗ = 𝑚𝑖𝑛 {1,𝑚𝑎𝑥(0,

𝛽𝐶𝑆(𝜆! + 𝜆2)

𝐴1(𝜃 + 𝐶)
)} 

𝑢2
∗ = 𝑚𝑖𝑛{1,𝑚𝑎𝑥 (0,

(𝜆2 − 𝜆3)𝐶

𝐴2

)} 

𝑢3
∗

= 𝑚𝑖𝑛{1,𝑚𝑎𝑥 (0,
(𝜆1 − 𝜆4)(𝜌𝑆) + (𝜆2 − 𝜆4)(𝜌𝐶)

𝐴3
)} 

 
Sedangkan turunan kedua dari fungsi Hamiltonian 
pada persamaan () terhadap 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 adalah 

𝜕2𝐻

𝜕2𝑢1
= 𝐴1 

𝜕2𝐻

𝜕2𝑢2

= 𝐴2 

𝜕2𝐻

𝜕2𝑢3
= 𝐴3 

 
dengan  𝐴1, 𝐴2, dan 𝐴3 merupakan sebuah bilangan 

positif sehingga nilai turunan kedua dari fungsi 

Hamiltonian adalah bilangan positif. Oleh 

karenanya, jenis kontrol yang dihasilkan adalah 

kontrol minimum. 

3. Persamaan State  

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= 𝛬 − (1 − 𝑢1)

𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
− (𝜇 + 𝛼)𝑆 + 𝛾(1 − 𝛼)𝐽

+ 𝜔𝐻 − 𝜌𝑢3𝑆 
 

𝜕𝐻

𝜕𝜆2
= (1 − 𝑢1)

𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
− (𝜇 + 𝛼 + 𝛿)𝐶 − 𝑢2𝐶 − 𝜌𝑢3𝐶 

 

𝜕𝐻

𝜕𝜆3

= 𝛿𝐶 − (𝜇 + 𝛼𝛾)𝐽 + 𝑢2𝐶 

𝜕𝐻

𝜕𝜆4
= 𝛼(𝑆 + 𝐶 + 𝛾𝐽) − (𝜇 + 𝜔)𝐻 + 𝜌𝑢3𝑆 + 𝜌𝑢3𝐶 

dengan kondisi awal 𝑆(0) = 𝑆0, 𝐶(0) = 𝐶0, 𝐽(0) = 𝐽0, 

dan 𝐻(0) = 𝐻0. 

4. Persamaan Costate 

𝑑𝜆1

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑆
= (𝜆1 − 𝜆2)(1 − 𝑢1)

𝛽𝐶

𝜃 + 𝐶
+ 𝜆1(𝜇 + 𝛼 + 𝜌𝑢3)
− 𝜆4(𝛼 + 𝜌𝑢3) 

 
 
𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐶
= −1 + (𝜆1 − 𝜆2)(1 − 𝑢1)

𝛽𝑆𝜃

(𝜃 + 𝐶)2

+ 𝜆2(𝜇 + 𝛼 + 𝛿 + 𝑢2 + 𝜌𝑢3)
− 𝜆3(𝛿 + 𝑢2) − 𝜆4(𝛼 + 𝜌𝑢3) 

 

𝑑𝜆3

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐽
= 𝜆3(𝜇 + 𝛼𝛾) − 𝛾(1 − 𝛼)𝜆1 − 𝜆1(𝛼𝛾) − 1 

 

𝑑𝜆4

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐻
= (𝜇 + 𝜔)𝜆1 − 𝜆1𝜔 

dengan kondisi transversal 𝜆1(𝑇) = 𝜆2(𝑇) = 𝜆3(𝑇) =
𝜆4(𝑇) = 0. 
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PENYELESAIAN MASALAH KONTROL OPTIMAL 

Pada masalah kontrol optimal ini, tujuan yang 
akan dicapai adalah meminimumkan jumlah 
populasi Corrupt dan Jailed serta meminimumkan 
biaya dari masing – masing kontrol sehingga dapat 
dibentuk suatu fungsi tujuan sebagai berikut. 

min
𝑢1,𝑢2,𝑢3

∫ 𝐶 + 𝐽 +
1

2
𝐴1𝑢1

2 +
𝑇

0

1

2
𝐴2𝑢2

2 +
1

2
𝐴3𝑢3

2𝑑𝑡 

 

dimana 𝐴1 adalah bobot yang berhubungan dengan 

biaya kontrol kampanye, 𝐴2  adalah bobot yang 

berhubungan dengan biaya kontrol pemberian 

hukuman, dan 𝐴3 adalah bobot yang berhubungan 

dengan biaya kontrol perbaikan sistem, serta 𝑢1 , 

𝑢2 dan 𝑢3 adalah kontrol yang akan diminimumkan.  

 

Jika masalah kontrol optimal memenuhi 

persyaratan Prinsip Minimum Pontryagin, maka 

masalah tersebut dapat diselesaikan. Berikut adalah 

langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah 

kontrol optimal dengan menggunakan Prinsip 

Minimum Pontryagin. 

5. Fungsi Hamiltonian 

𝐻 = 𝐶 + 𝐽 +
1

2
𝐴1𝑢1

2 +
1

2
𝐴2𝑢2

2 +
1

2
𝐴3𝑢3

2

+ 𝜆1 (𝛬 − (1 − 𝑢1)
𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
− (𝜇 + 𝛼)𝑆 + 𝛾(1 − 𝛼)𝐽 + 𝜔𝐻

− 𝜌𝑢3𝑆)

+ 𝜆2 ((1 − 𝑢1)
𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶

− (𝜇 + 𝛼 + 𝛿)𝐶 − 𝑢2𝐶 − 𝜌𝑢3𝐶)

+ 𝜆3(𝛿𝐶 − (𝜇 + 𝛼𝛾)𝐽 + 𝑢2𝐶)
+ 𝜆4(𝛼(𝑆 + 𝐶 + 𝛾𝐽) − (𝜇 + 𝜔)𝐻
+ 𝜌𝑢3𝑆 + 𝜌𝑢3𝐶) 

Berdasarkan Prinsip Minimum Pontryagin, 
fungsi Hamiltonian dapat diselesaikan secara 
optimal jika memenuhi tiga kondisi yaitu 
kondisi optimal, persamaan state, dan 
persamaan costate (Norasia dkk, 2022). 
6. Kondisi Optimal 

Kondisi optimal diperoleh apabila turunan 

pertama fungsi Hamiltonian terhadap 𝑢1 , 

𝑢2 , dan 𝑢3  sama dengan nol (Zulaikha, 

Trislowati, dan Fadhilah, 2007).  

𝜕𝐻

𝜕𝑢1

= 0 

𝐴1𝑢1 − (𝜆1 + 𝜆2) (
𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
) = 0 

Nilai 𝑢1 diperoleh sebagi berikut.  

𝑢1 =
𝛽𝐶𝑆(𝜆! + 𝜆2)

𝐴1(𝜃 + 𝐶)
 

 

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 0 

𝐴2𝑢2 − 𝜆1𝐶 + 𝜆2𝐶 = 0 

Nilai 𝑢2 diperoleh sebagi berikut.  

𝑢2 =
(𝜆2 − 𝜆3)𝐶

𝐴2
 

 

𝜕𝐻

𝜕𝑢3
= 0 

𝐴3𝑢3 − 𝜆1(𝜌𝑆) − 𝜆2(𝜌𝐶) + 𝜆4(𝜌𝑆 + 𝜌𝐶) = 0 

Nilai 𝑢3 diperoleh sebagi berikut.  

𝑢3 =
(𝜆1 − 𝜆4)(𝜌𝑆) + (𝜆2 − 𝜆4)(𝜌𝐶)

𝐴3

 

 

Sehingga diperoleh nilai kondisi optimal 

sebagai berikut. 

𝑢1
∗ = 𝑚𝑖𝑛 {1,𝑚𝑎𝑥(0,

𝛽𝐶𝑆(𝜆! + 𝜆2)

𝐴1(𝜃 + 𝐶)
)} 

𝑢2
∗ = 𝑚𝑖𝑛{1,𝑚𝑎𝑥 (0,

(𝜆2 − 𝜆3)𝐶

𝐴2
)} 

𝑢3
∗

= 𝑚𝑖𝑛{1,𝑚𝑎𝑥 (0,
(𝜆1 − 𝜆4)(𝜌𝑆) + (𝜆2 − 𝜆4)(𝜌𝐶)

𝐴3
)} 

 
Sedangkan turunan kedua dari fungsi Hamiltonian 
pada persamaan () terhadap 𝑢1, 𝑢2, dan 𝑢3 adalah 

𝜕2𝐻

𝜕2𝑢1
= 𝐴1 

𝜕2𝐻

𝜕2𝑢2
= 𝐴2 

𝜕2𝐻

𝜕2𝑢3
= 𝐴3 

 
dengan  𝐴1, 𝐴2, dan 𝐴3 merupakan sebuah bilangan 

positif sehingga nilai turunan kedua dari fungsi 

Hamiltonian adalah bilangan positif. Oleh 

karenanya, jenis kontrol yang dihasilkan adalah 

kontrol minimum. 

7. Persamaan State  

𝜕𝐻

𝜕𝜆1
= 𝛬 − (1 − 𝑢1)

𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
− (𝜇 + 𝛼)𝑆 + 𝛾(1 − 𝛼)𝐽

+ 𝜔𝐻 − 𝜌𝑢3𝑆 
 

𝜕𝐻

𝜕𝜆2
= (1 − 𝑢1)

𝛽𝐶𝑆

𝜃 + 𝐶
− (𝜇 + 𝛼 + 𝛿)𝐶 − 𝑢2𝐶 − 𝜌𝑢3𝐶 
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𝜕𝐻

𝜕𝜆3
= 𝛿𝐶 − (𝜇 + 𝛼𝛾)𝐽 + 𝑢2𝐶 

𝜕𝐻

𝜕𝜆4
= 𝛼(𝑆 + 𝐶 + 𝛾𝐽) − (𝜇 + 𝜔)𝐻 + 𝜌𝑢3𝑆 + 𝜌𝑢3𝐶 

dengan kondisi awal 𝑆(0) = 𝑆0, 𝐶(0) = 𝐶0, 𝐽(0) = 𝐽0, 

dan 𝐻(0) = 𝐻0. 

8. Persamaan Costate 

𝑑𝜆1

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑆
= (𝜆1 − 𝜆2)(1 − 𝑢1)

𝛽𝐶

𝜃 + 𝐶
+ 𝜆1(𝜇 + 𝛼 + 𝜌𝑢3)
− 𝜆4(𝛼 + 𝜌𝑢3) 

 
 
𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐶
= −1 + (𝜆1 − 𝜆2)(1 − 𝑢1)

𝛽𝑆𝜃

(𝜃 + 𝐶)2

+ 𝜆2(𝜇 + 𝛼 + 𝛿 + 𝑢2 + 𝜌𝑢3)
− 𝜆3(𝛿 + 𝑢2) − 𝜆4(𝛼 + 𝜌𝑢3) 

 

𝑑𝜆3

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐽
= 𝜆3(𝜇 + 𝛼𝛾) − 𝛾(1 − 𝛼)𝜆1 − 𝜆1(𝛼𝛾) − 1 

 

𝑑𝜆4

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐻
= (𝜇 + 𝜔)𝜆1 − 𝜆1𝜔 

dengan kondisi transversal 𝜆1(𝑇) = 𝜆2(𝑇) = 𝜆3(𝑇) =
𝜆4(𝑇) = 0. 

SIMULASI NUMERIK 

 Penyelesaian numerik untuk mengoptimalkan 
sistem pada permasalahan ini diselesaikan 
menggunakan bantuan software MATLAB dengan 
menerapkan metode Sweep Maju Mundur. Adapun 
nilai dari masing – masing parameter dan nilai awal 
yang digunakan dalam simulasi ini adalah sebagai 
berikut. 

Tabel 1. Parameter Model 

Parameter Nilai Sumber 

𝛬 12000 Fantaye (2022) 

β 0.07 Fantaye (2022) 

δ 0.2 Asumsi 

𝜃 100000 Legesse (2018) 

γ 0.125 Abdulrahman (2014) 

𝜇 0.160 Legesse (2014) 

α 0.014 Fantaye (2022) 

𝜔 0.0021 Fantaye (2022) 

ρ 0.95 Wahid (2023) 

 

Nilai awal dari masing – masing variabel yang 
digunakan adalah S(0) = 100, C(0) = 1600, J(0) = 428, 
dan H(0) = 130000. Serta diberikan nilai bobot untuk 
masing – masing fungsi tujuan yang diminimumkan 
adalah 𝐴1 = 0.1, 𝐴2 =  0.3 𝑑𝑎𝑛 𝐴3 = 0.5  dengan 
waktu pengamatan T = 40 tahun. 

 Pada Gambar 3 menunjukkan hasil simulasi 
numerik populasi Susceptible dengan dan tanpa 
kontrol. Dapat dilihat bahwa populasi Susceptible 
setelah diberikan kontrol mengalami penurunan 
dibandingkan dengan populasi Susceptible sebelum 
diberikan kontrol. 

 

Gambar 3. Populasi Susceptible dengan dan tanpa 
kontrol 

 

 Pada Gambar 4 dapat dilihat bahwa setelah 
diterapkan kontrol, populasi Corrupt mengalami 
penurunan bahkan pada sekitar tahun keenam 
jumlah populasi Corrupt hampir mencapai nol. 

 

Gambar 4. Populasi Corrupt dengan dan tanpa 
kontrol 

 

 Gambar 5 menunjukkan bahwa setelah 
diberikan kontrol, populasi Jailed  mengalami 
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peningkatan hingga sekitar tahun ketujuh namun 
kemudian stabil hingga akhir periode dengan jumlah 
total populasi sebesar 675. 

 

Gambar 5. Populasi Jailed dengan dan tanpa kontrol 

 

 Pada Gambar 6 dapat dilihat bahwa populasi 
Honest mengalami peningkatan yang signifikan 
setelah dilakukan penerapan kontrol. 

 

Gambar 6. Populasi Honest dengan dan tanpa 
kontrol 

 

 Pada Gambar 7 terlihat bahwa nilai efektivitas 
kontrol kampanye pada awal periode yaitu hanya 
sebesar 0.934 kemudian mengalami kenaikan 
mencapai nilai efektivitas maksimum sebesar 1 
hingga tahun keempat. Kemudian nilai efektivitas 
kontrol kampanye berangsur-angsur menurun 
hingga tahun ke-40 mencapai nol yang artinya tidak 
lagi ada kontrol kampanye yang diberikan. 

 

Gambar 7. Efektivitas Kontrol Kampanye 

 

 Pada Gambar 8 terlihat bahwa nilai efektivitas 
kontrol pemberian hukuman bernilai 0 dari tahun 
pertama hingga tahun kedelapan yang artinya 
kontrol tersebut tidak bekerja secara efektif untuk 
membantu mengurangi pertumbuhan korupsi. 
Namun, setelah itu mengalami kenaikan pesat 
hingga mencapai nilai efektivitas maksimum yaitu 1 
dan konstan hingga periode terakhir kemudian 
berhenti. 

 

Gambar 8. Efektivitas Kontrol Pemberian Hukuman 

 

 Pada Gambar 9 terlihat bahwa nilai efektivitas 
maksimum pemberian kontrol berupa perbaikan 
sistem mencapai nilai maksimum yaitu 1 dari tahun 
pertama hingga mendekati tahun kedelapan. 
Namun, setelah itu berangsur-angsur mengalami 
penurunan hingga tahun ke-40 mencapai nilai 
minimum yaitu 0 yang artinya tidak ada lagi 
pemberian kontrol berupa perbaikan sistem. 



PENERAPAN KONTROL KAMPANYE 

281 

 

Gambar 9. Efektivitas Kontrol Perbaikan Sistem 

 

PENUTUP 

SIMPULAN 

Pada penelitian ini dilakukan suatu kontrol optimal 
terhadap model matematika korupsi dengan 
penyelesaian masalah kontrol optimal menggunakan 
Prinsip Minimum Pontryagin. Kemudian 
disimulasikan menggunakan bantuan software 
MATLAB untuk mengetahui perbandingan populasi 
dengan dan tanpa kontrol. Dari simulasi numerik 
menunjukkan hasil yang sesuai dengan fungsi 
tujuan. Hasil simulasi menunjukkan bahwa 
penerapan kontrol kampanye, pemberian hukuman, 
dan perbaikan sistem efektif dalam mengurangi 
jumlah populasi Corrupt dan populasi Jailed. 

 

SARAN 

Pada penelitian selanjutnya dapat disimulasikan 

menggunakan data-data riil yang sebelumnya 

diubah terlebih dahulu menjadi sebuah parameter 

sehingga hasilnya akan lebih efektif untuk 

menurunkan pertumbuhan korupsi di kehidupan 

nyata. 
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