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Abstrak

Pada suatu graf G yang terhubung dan sederhana, pewarnaan graceful ganjil didefinisikan sebagai
pewarnaan titik ¢ : V(G) = {1,2,...,k} untuk beberapa bilangan bulat positif k, yang menginduksi
pewarnaan sisi [c(u) — c¢(v)| menjadi bilangan ganjil. Bilangan terkecil k yang mempertahankan ¢ sebagai
pewarnaan graceful ganjil disebut bilangan kromatik graceful ganjil untuk G, dilambangkan dengan y,4(G).
Penelitian ini bertujuan untuk menemukan bilangan kromatik graceful ganjil pada graf hasil operasi comb
graf tangga dengan graf lintasan yaitu graf L, &> P,,, dengann > 1 danm = 2.

Kata Kunci: bilangan kromatik graceful ganjil, operasi comb, graf tangga, graf lintasan

Abstract
In a simple and connected graph G, a graceful coloring is defined as a vertex coloring ¢ = V(G) = {1,2, ..., k}, for some
positive integer k, which induces edge coloring |c(u) — c(v)|, be an odd number. The smallest number k which
maintains ¢ as an odd-graceful coloring, is called odd-graceful chromatic number for G, denoted by x,4(G). This
research aims to find the odd-graceful chromatic numbers of comb product of ladder and path graphs, denoted by (L, &

Py) withn = 1and m = 2.

Keywords: odd-graceful chromatic number, comb product, ladder graph, path graph

PENDAHULUAN

Beberapa tahun terakhir, teknologi informasi
telah berkembang pesat (Firdausy dkk. 2024).
Perkembangan ini tidak dapat dipisahkan dari
berbagai tantangan yang dihadapi manusia sehari-
hari. teori graf merupakan salah satu ilmu
pengetahuan yang dapat membantu memecahkan
masalah dalam kehidupan (Firdausy dkk., 2024;
Rahayuningsih, 2018).

Secara umum, graf G didefinisikan sebagai
pasangan himpunan (V,E) yang ditulis dengan
notasi G = (V,E), di mana V adalah himpunan titik
atau simpul yang tidak kosong dan E adalah
himpunan sisi yang menghubungkan sepasang titik
(Fitriani & Saputro, 2024; Matsumoto dkk., 2024).
Salah satu topik yang menarik dalam teori graf

adalah pewarnaan graf, yaitu pewarnaan titik,
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pewarnaan sisi, dan pewarnaan daerah (Chartrand &
Zhang, 2009; Sania dkk. 2020; Zhang, 2016).
Pewarnaan titik adalah pemberian warna pada setiap
titik pada suatu graf sedemikian rupa sehingga tidak
ada sisi yang menghubungkan dua titik yang
berwarna sama (Aisyiah dkk., 2018; Rosen, 2019;
Umamaheswari & Umavathi, 2019). Pewarnaan sisi
adalah mewarnai semua sisi pada suatu graf dengan
jumlah warna seminimal mungkin sehingga tidak
ada dua sisi yang bersebelahan diberi warna yang
sama (Akbari dkk., 2015; Beseri, 2004). Pewarnaan
daerah adalah proses pemberian warna pada suatu
daerah sedemikian rupa sehingga tidak ada daerah
yang bersebelahan yang berwarna sama (Afriantini
dkk., 2019; Jofie Zalfa dkk., 2020; Rosen, 2019). Dari
semua pewarnaan ini, pewarnaan grafik yang paling
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banyak dipelajari dan paling populer adalah
pewarnaan titik (Rosen, 2019; Sania dkk., 2020).

Di
pewarnaan graceful ganjil merupakan topik baru dan

antara berbagai jenis pewarnaan graf,

menarik untuk dikaji. Pewarnaan graceful adalah
pewarnaan tittk di mana setiap pasangan titik
2018).
Pewarnaan graceful untuk graf G adalah pewarnaan
titik ¢ : V(G) - {1,2, ..., k}, di mana k adalah suatu
bilangan bulat positif, yang menginduksi pewarnaan
sisi |c(u) —c(v)| , untuk setiap sisi uv € V(G) .

memiliki warna yang berbeda (Byers,

Bilangan k terkecil yang membuat ¢ menjadi
untuk G disebut
bilangan kromatik graceful graf ¢ dan dilambangkan
dengan y,(G) (Laavanya & Devi, 2023; Nengah

pewarnaan graceful sebagai

Suparta dkk., 2023). Apabila c juga memenuhi sifat
tambahan bahwa setiap warna sisi yang diinduksi
adalah ganjil, maka pewarnaan c disebut pewarnaan
graceful ganjil. Jika pewarnaan graceful ganjil c ada
untuk G , yang
mempertahankan c¢ sebagai pewarnaan graceful

maka Dbilangan k terkecil
ganjil untuk G, disebut sebagai bilangan kromatik
graceful ganjil dan dilambangkan dengan yx,,(G)
(Nengah Suparta dkk., 2023).

Penelitian terdahulu (Nengah Suparta dkk., 2023)
telah mengemukakan hasil bilangan kromatik
graceful ganjil dari beberapa graf, seperti graf
lintasan, graf lingkaran, dan graf lainnya. Bilangan
kromatik graceful ganjil dari lintasan y,,(P,) = 2,
Xog(P3) =4, Xog(PS) = 5.

Meskipun berbagai jenis graf telah dipelajari,
masih ada beberapa graf yang bilangan kromatik
graceful ganjilnya belum dipelajari, salah satunya
adalah hasil operasi comb graf tangga dan graf
lintasan, yang dinotasikan dengan L, & P,,. Operasi
comb L, > P, merupakan graf yang didapatkan
dengan mengambil satu duplikasi graf tangga L,,
kemudian buat salinan graf lintasan P,, sebanyak
jumlah simpul dari L,. Selanjutnya, setiap simpul u
pada salinan graf B, ke-i dihubungkan dengan
simpul ke-i pada graf L,.

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan
bilangan kromatik graceful ganjil x,4(L, = Py,) dan
mengidentifikasi pola dalam strukturnya. Untuk
mencapainya, kami akan menggunakan pendekatan
kombinatorial dengan memanfaatkan teorema, lema,
dan akibat yang terkait dengan pewarnaan ganjil-
graceful. Kami akan menganalisis kasus-kasus dari

559

L, = P, dan menggeneralisasi pola yang diamati
untuk memprediksi bilangan kromatik graceful
ganjilnya untuk nilai n dan m.

Hasil
memberikan kontribusi bagi pengembangan teori

penelitian  ini  diharapkan  dapat
graf, khususnya dalam pewarnaan graf. Pemahaman
mengenai bilangan kromatik graceful ganjil suatu
graf dapat diaplikasikan dalam berbagi bidang

seperti penjadwalan, jaringan komputer, dan
masalah optimasi. Selain itu, penelitian ini dapat
membuka jalan baru untuk eksplorasi lebih lanjut
dalam graf operasi lainnya yaitu corona product,

cartesian product, dan lainnya.

KAJIAN TEORI

Operasi Comb

Diberikan dua graf terhubung G; dan G,, serta
titik u pada G,. Operasi comb antara G; dan G, adalah
graf yang diperoleh dengan mengambil satu kopian
G; dan |G| kopian dari G,, kemudian meletakkan
titik u dari setiap salinan G, ke-i pada titik ke-i dari
G,.

(Khoirunnisa dkk., 2021)
Graf L, > P,,

Merupakan graf hasil operasi comb dari graf
Berikut
merupakan titik dan sisi dari graf L,, = B, yaitu
Vi, & Pp) ={x;;,yij,1<i<n1<j<mj
dan  E(L, > By,) = {xi,lxi+1,1»yi,1yi+1,1' l<i<n-—
1} U{xjXijs0YijYij+n1Sisn1<j<m-—-1}U
xipyipl<isnl<j<mj
Bentuk umum dari graf L, > P, terdapat pada
Gambar 2.1

tangga L, dengan graf lintasan P, .
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Gambar 2. 1. Graf L, = B,

Lemma 3.
Jika G adalah graf dengan deg(G)=A , maka
Xog(G) = 2 A.

(Nengah Suparta dkk., 2023)
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Corollary 1.

Jika G adalah graf dengan deg(G) =A dan c

merupakan pewarnaan graceful ganjil pada G

Jika deg(u) =A untuk

beberapa u € V, maka c(u) = 1 atau c(u) = 2 A.
(Nengah Suparta dkk., 2023)

dengan x,,(G) =2A .

Teorema 2.
P, adalah lintasan pada n titik dengan n > 2. Maka,
Xog(Py) = 2 untuk n = 2, x,,(P,) = 4 untuk n = 3,4,
dan x,4(P,) = 5 untukn > 5.

(Nengah Suparta dkk., 2023)

METODE

Metode yang digunakan pada penelitian ini
metode deduktif
aksiomatik, dan metode pendeteksi pola. Metode

adalah metode kepustakaan,

kepustakaan, yaitu diawali dengan proses
melakukan kajian sumber-sumber sub graf tentang
penelitian yang terkait. Mencari referensi dari buku-
buku dan

menganalisis,

jurnal yang berkaitan, menelaah,

dan  mengidentifikasi agar
menemukan ide untuk memecahkan suatu masalah.
Metode deduktif

penelitian yang menggunakan prinsip-prinsip

aksiomatik adalah metode
pembuktian deduktif yang berlaku dalam logika
matematika dengan menggunakan aksioma atau
teorema yang telah ada yang dapat diterapkan dalam
pewarnaan graceful ganjil pada graf hasil operasi
(Rudi dkk., 2023). Metode
pendeteksi pola (pattern recognition) merupakan

comb graf tangga

metode untuk mencari serta menemukan pola
pewarnaan dan bilangan kromatik, sehingga
diperoleh bilangan kromatik graceful pada graf hasil

operasi comb graf tangga (Rudi dkk., 2023).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Akan dicari bilangan kromatik graceful ganjil
untuk graf L, =P, dengan m = 2 menggunakan
lemma, corollary dan teorema yang sebelumnya telah
diteliti.

Teorema 4.1.
Bilangan kromatik graceful ganjil pada graf L, =
P, dengann > 1 danm = 2 adalah
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4, n=1m=2
5, n=1m2=3
7, n=2mz==2
Xog(Ly &= Pp) =14 8, n=3mz>2
9, n=4mz=2
10, n=5mz2>=2
11 n=6mz==2

Bukti:

Kasus1 (n=1,m = 2)

Untuk L; =P, , jika menggunakan Teorema 2
(Nengah Suparta dkk., 2023), didapatkan graf L, = P,
merupakan bentuk lintasan P,, maka x,,(P,) = 4
dan dengan menggunakan Lemma 3 (Nengah
Suparta dkk., 2023), diketahui bahwa deg(L, > P,) =
A= 2, maka bilangan kromatik graceful ganjil
Xog(Ll & PZ) =4

Selain menggunakan pendekatan analitik secara
manual seperti yang telah dijelaskan sebelumnya,
pewarnaan graf L, juga dapat dilakukan melalui
program
menggunakan algoritma yang diimplementasikan

implementasi komputer.  Dengan
dengan pemrograman, diperoleh solusi pewarnaan
simpul dan visualisasi hasil pewarnaan graf yang

ditunjukkan pada Gambar 4.1

Solusi ke-2:
Solusi ditemukan:
a

Solusi ke-1:
Solusi ditemukan:
1

2 E]
4 1

warna sisi:

x 1,2 : |4 - 3]
y 1,1 : |4 - 1]
y 1,2 ¢ |1 - 2]

warna sisi:

X 1,2 : |1 - 2|
: |1 - 4]
: |a - 3]

o0 —0 -0

o

Gambar 4. 1 Visualisasi Hasil Pewarnaan L, & P,

Kasus2 (n=1,m = 3)

Untuk L; = P; , jika menggunakan Teorema 2
(Nengah Suparta dkk., 2023), didapatkan graf L, = P
merupakan bentuk lintasan Pg , untuk y,,(B,)
dengan n>5 adalah 5. Untuk L, =P, , jika
menggunakan Teorema 2 (Nengah Suparta dkk.,
2023), didapatkan graf L, = P, merupakan bentuk
lintasan Pg, untuk y,,(B,) dengan n > 5 adalah 5.
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Dari kedua contoh di atas dapat ditarik kesimpulan
bahwa L, & P,, dengan m > 3 akan membentuk graf
lintasan P,,,, dan diketahui bahwa menurut Teorema
2 (Nengah Suparta dkk., 2023) y,4(P,) dengann > 5
adalah 5. Selain itu akan dibuktikan bahwa y,4(L; &
B,p) 5. Berikut ini merupakan salah satu pola
pewarnaan yang didapatkan, yaitu pewarnaan titik
yang proper c:V (L, = P,,) = [1,5] sebagai berikut.

1, v E {xl,j:j = 1(mod4)},
v € {y1,j = 0(mod4)}
2, vE {xlyj,j = 2(mod4)},
v € {y1,) = 3(mod4))}
c(v) =+ .
4, vE {xl‘j,] = 0(mod4)},
v € {y1,,j = 1(mod4)}
5, v E {X1,j.j = 3(m0d4)},

v € {y,,,] = 2(mod4)}

Jadi, warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat
dlhhat pada xi,]' * xi‘j+1, yi,]' * yi,j+1/ dan xi‘l +* yi,l'
Yang menginduksi pewarnaan sisi ¢": E(L; & P,) =
[1,3] sebagai berikut

L, e€{xyjx 40 Y1, Y1 41, = 1(mod2)},
c'(e) = e €{x11y11}
3,  e€{xyxjr1, Y1 Y1j+1.) = 0(mod2)}

Jadi, warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat
dilihat Xi1YVia F XijXij+1 Xi1Yi1 *
Yi,j¥ij+1- Akibatnya Ly & B, , m = 3 yaitu y,4(L; &
P,) = 5.

pada dan

Kasus3 (n=2,m = 2):

Akan dibuktikan bahwa L, = B, dengan m = 2
memiliki x,4(L, & By,) # 6. Perhatikan bahwa titik
X11, %21, Y11, dan y, ; memiliki derajat maksimum A
= 3. Misalkan y,4(L, = B,) = 2 A= 6. Berdasarkan
Corollary 1 (Nengah Suparta dkk., 2023), harus ada di
antara c(xm) =1=c(y;1) dan c(yl,l) =6=rc(xy,)
atau c(xm) =6 =c(y,1) dan c(yl,l) =1=c(x3,).
Jika itu terjadi, maka

C(x1,1Y1,1) =]1-6/=5

C(x1,1x2,1) =l6—-1=5

Itu tidak dapat dilakukan karena kedua sisi
bertetangga memiliki pewarnaan yang sama. Jika
digunakan himpunan warna {1,2,3,4,5,6,7}, di mana
pasangan warna [1,7] mewakili pewarnaan titik
yang menginduksi pewarnaan sisi, maka hasil

pewarnaan tersebut dapat disajikan dalam bentuk
Tabel 4.1.
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Tabel 4. 1. Tabel Hasil Pewarnaan Sisi dengan
Himpunan {1,2,3,4,5,6,7}

Himpunan titik | Titik yang bertetangga
1/2|3|4|5]6]7
1 -1 -3]-]5]-
2 1|-]1]-13]-1]5
3 -1 -]1|-]3]-
4 3(-]1|-]1]-1]3
5 -3 -]1]-]1]-
6 5[-13[-]1]-]1
7 -|15]-13]-]1

Berdasarkan Tabel 4.1 terdapat warna 1, 2, 6, dan
7 memiliki sisi-sisi yang terinduksi yaitu {1,3,5}.
Dengan demikian, keempat warna ini dapat
digunakan untuk mewarnai titik yang memiliki
derajat 3. Jika dalam Tabel 4.1 terdapat elemen
dengan warna yang sama muncul lebih dari sekali,
maka hanya satu kemunculan yang dipilih sebagai
pewarnaan sisi.

Selain menggunakan pendekatan analitik secara
manual seperti yang telah dijelaskan sebelumnya,
pewarnaan graf L; juga dapat dilakukan melalui
program
menggunakan algoritma yang diimplementasikan

implementasi komputer.  Dengan
dengan pemrograman, diperoleh solusi pewarnaan
simpul dan visualisasi hasil pewarnaan graf yang
ditunjukkan pada Gambar 4.2.

Solusi ke-1:
solusi ditemukan:

Solusi ke-2:
solusi ditemukan:

1,1 - x 1,2 :
21 -y 1,1
22 - x1,3 :
33 - x 1,4 : |5 -
1,1 -y 1,2
1,2 -y 1,305 -
1,3 -y 1,4

1,1 - x 1,2 :
21 -y 1,1
»2 - x 1,3 :
1,3 - x 1,4 & |5 -
>1 -y 1,2 :
52 -y 1,3 : |5 -
1,3 -y 1,4 :

(T T T T TR T
BW e e W W e

0000 0000
000060000

Gambar 4. 2 Visualisasi Hasil Pewarnaan L, = P,

Akibatnya L, & P, m = 2 yaitu ,4(L, &= By,) =
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Kasus4 (n=3,m > 2)

Akan dibuktikan bahwa L; = P, dengan m > 2
memiliki y,,(L; = P,) = 8. Dengan menggunakan
Lemma 3 (Nengah Suparta dkk., 2023), diketahui
bahwa deg(L; = P,) =A= 4, maka xo4(L; & Py) =
2 A= 8. Selain itu akan dibuktikan bahwa y,,(L; =
B,) < 8. Berikut ini merupakan salah satu pola
pewarnaan yang didapatkan, yaitu pewarnaan titik
yang proper c:V(L; = B,) — [1,8]
sebagai berikut.

1, ve {xl,j,j = O(mod4)},v € {x2),
Jj = 1(mod4)},v € {x;;,j = 0(mod 4)},
vE {yzlj,j = 0(mod4)}

2, vE€{xy,j =1(modd)},v € {x,,
j = 0(mod4)},v € {x;,j = 3(mod4)},
v E {y3,j,j = 2(mod4)}

3, vE {)/1,1',]' = 3(mod4)},v € {ys,),
j = 1(mod4)}

4, v E {X1,j,]' = 3(mod4)},v € {x3),

j = 2(mod4)},v € {y,,j = 2(mod4)},

v € {y,;,j = 3(modd)},v € {y3;,j =0

(mod4)}

5 veE{x,,j=2(modd)}v € {x,,

Jj = 3(mod4)},v € {x3,j = 2(mod4)},

vE {yzlj,j = 2(mod4)},v € {v3,j =3

didefinisikan

c(v) =<

(mod4)}
6, v €{x3;j=1(mod)}v € {y,,
j = 0(mod4)}

7, vVE {}’1,1',]' = 1(mod4)}

8 veE {yzyj,j = 1(m0d4)}

Jadi, warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat
dilihat pada x;; # Xj11,1, Xij # Xij+1, Yia # Yie11 s
Yij F YVij+1, danx; s # y;q

Yang menginduksi pewarnaan sisi c¢:E(L; >
B,) = [1,7] sebagai berikut
1, e €{x3;X314j,Y3,V3145) =1

(mod2)},e € {x1,jx1,j+1'x2,jx2,j+1:

Yi,jY1j+1 Y2, jY2j+10 ] = 0(mod2)}

eeE {x1,1x2,1'Y1,1YZ,1}

3, e€{x3jx314),¥3,;¥31+j,J =0
(mod2)},e € {21,j%1,j 410 X2,j%2, 41,
Y1,iY1,j+1 Y2,j¥2,j+1,] = 1(mod2)}

e € {x31¥31}

5 e€ {x1,13’1,1'x2,1x3,1'3’2,1)’3,1}

7, e €{x1¥21}

Jadi, warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat

dilihat pada x;1¥;1 # X jXij+1, Xi1Vin F VijYij+1 -

Xi1Yig # XiaXit1,1, danx;1Yi1 # Yi1Vie1,1- Akibatnya

c'(e) = 1
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Ly > B, , m=2 yaitu y,,(L3 = P,) =8 . Contoh
pewarnaan graceful ganjil dari L; & P, ditunjukkan
pada Gambar 4.2.

. )
] | 5
3 3 1
1 b
2 1 [§]
] 7 3
- 8
i
z 5 |
3 3 1
4 5 2
. .
Gambar 4. 3 Pewarnaan Graceful Ganjil Graf Lz &
P,

Kasus5 (n =4,m = 2)

Akan dibuktikan bahwa L, = P, dengan m > 2

memiliki y,4(Ly = Py,) # 8. Perhatikan bahwa titik

X21,X31,Y21 dan y3 ; memiliki derajat maksimum A

= 4. Misalkan y,4(Ls > B,) = 2 A= 8. Berdasarkan

Corollary 1 (Nengah Suparta dkk., 2023), harus ada di

antara c(xz‘l) =8 =rc(y3,) dan c(yz,l) =1=c(x3,)

atau c(xzjl) =1=c(y3,) dan c(yz’l) =8=c(x31).

Jika itu terjadi, maka

C(x2,1Y2,1) =18-1]=7

C(x2_1x3_1) =1-8/=7

itu tidak dapat dilakukan karena kedua sisi
bertetangga memiliki pewarnaan yang sama. Berikut
ini merupakan salah satu pola pewarnaan yang
didapatkan, yaitu pewarnaan titik yang proper
c:V(Ly &= Py) — [1,9] didefinisikan sebagai berikut.

(1, ve {xz,j,j = 0(mod4)},v € {y2,)

j = 1(mod4)}

2, VE {x3_]-,j = 0(m0d4)},v € {y1,,j =3
(mod4)},v € {y3_]~,j = 1(mod4)}

3, veEf{x,;,j=1(modd)},ve{y,;,j=0
(mod4)},v € {y4‘j,j = 3(m0d4-)}

4, vE {xl‘j,j = 2(mod4-)},v €f{x;;,j=3
(mod4)},v € {x,;,j = 1(mod4)},
vE {yz‘j,j = 2(m0d4-)},v € (V)
j = (mod4)}

5 veEf{x,,j=2(modd)}v e {xs),j
(mod4)},v € {x,;,j = 2(mod4)},
vE {yl‘j,j = 2(mod4)},v € {2,
j =3(@mod4)},v € {y;3;,j =2
(mod4)}

c(v) =

1]
w
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6, vE{x,;,j=0(modd)},ve{x;,j=2
(mod4)},v € {ylyj,j = 1(m0d4)},
vVE {y3’j,j = 3(mod4)},v € (Vaj
j = 2(mod4)}
() = | 7, VE {xl_j,j = 3(mod4)},v €{xs;,j =0
(mod4)},v € {y4_j,j = 1(m0d4)}
8, v € {xy,j = 1(mod4)},v € {x,;,j =3
(mod4)},v € {yz_j,j = O(mod4)}
9, vE{xs),j =1(mod4)},v € {ys;j=0

(mod4)}

Jadi, warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat
dilihat pada x;; # Xj11,1, Xij # Xij+1, Yia # Yie11 s
Yij F Vij+r, danx; g #y;q

Yang menginduksi pewarnaan sisi ¢":E(L, &
Pn) — [1,7] sebagai berikut
rl, e e {xillyiil, 1<i< 4},6 € {xi‘jxi‘j+1, yi,j

Yij+1, 1 <1< 4,j = 0(mod2)}
3, e €{XiXij41,YiVij+ 1 ST <4,
j = 1(mod2)}
5 eE€ {xi,1xi+1,1'yi,1}’i+1,1'i = 1:3}
7, e € {Xi1 X0 VinVisrn i = 2}
Jadi, warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat

c'(e) =+

dilihat pada x;1¥;1 # X jXij+1, Xi1Vin F YijYij+1 -
XiaYia # Xi1Xiv11, dan X;1Yi1 # Yi1Yiv11- Akibatnya
Ly B, , m=2 yaitu x,,(Ly = P,) =9 . Contoh
pewarnaan graceful ganjil dari L, & P, ditunjukkan

pada Gambar 4.3.
[ ] L ] L [ ]
4 5 6 5
1 3 3 1
] 5 8 1 9 5 4
3 7 7 3
6 5 1 1 2 5 7
1 3 3 1
5 5
. o! ¢’ of

Gambar 4. 4 Pewarnaan Graceful Ganjil Graf L, =
Py

Kasus 6 (n = 5,m = 2)

Akan dibuktikan bahwa Ls & B, dengan m = 2
memiliki x,4(Ls & Py,) # 9. Perhatikan bahwa titik
X21,X31,X41,Y21,¥31 dan y,; memiliki derajat
maksimum A= 4. Misalkan y,,(Ls = B,) = 2 A= 8.
Berdasarkan Corollary 1 (Nengah Suparta dkk.,
2023), harus ada di antara c(x,,) =c(ys,) =
c(x41) =1 dan C(yz_l) = c(xgyl) = c(ym) =8 atau
C(x2,1) = 5(3’3,1) =c(X41) =8 C()’z,1) =
c(x3,1) = C(yM) = 1. Jika itu terjadi, maka

dan
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C(x2,13’2,1) =18-1=7
c(x2_1x3_1) =|1-8|=7

itu tidak dapat dilakukan karena kedua sisi
bertetangga memiliki pewarnaan yang sama. Berikut
ini merupakan salah satu pola pewarnaan yang
didapatkan, yaitu pewarnaan titik yang proper
c:V(Ls = P,,) — [1,10] didefinisikan sebagai berikut.

1, ve {yglj,j = 1(mod4)},v €Ef{xsj,j=2
(mod4)},v € {xl_j,j = 0(mod4)}
2, ve{x,),j=0(modd)},ve{y,j=1
(mod4)},v € {ys_j,j = O(mod4)},
v € {y,,j = 2(mod4)}
3, veE{x,,,j=1(modd)},vE{xs;,j=0
(mod4)},v € {yz_]-,j = O(m0d4)}
4, ve{x,;,j=1(modd)},v € {x,,j =2
(mod4)},v € {xs_]-,j = 3(mod4)},
v E {y&j,j = 2(mod4)},v € (V)
j = 3(mod4)}
5 veE{x,,j=3(modd)},ve{y,j=3
(mod4)},v € {yz_]-,j = 2(mod4)},
vE {y3,j,j = 3(mod4)},v € {ys,)
() = j= 1(m0'd4)} '
6, VE {xz,j,] = 2(mod4)},v €f{xs;,j=3
(mod4)},v € {xs_]-,j = 1(m0d4)},
vE {yzjj,j = 3(mod4)},v € {x1,),
Jj = 3(mod4)}
7, ve{yj=1(modd)},v € {x5;,j =2
(mod4)},v € {x4‘]-,j = 3(m0d4)},
v € {y,,,j = 2(mod4)},v € {ys ),
j = 3(mod4)}
8, wve{y,;j=00modd)},vefy,;j=1
(mod4)},v € {y3_]-,j = 0(mod4)}
9, vefx;j=1modd)}ve{xs;,j=0
(mod4)},v € {y4_j,j = 0(mod4)},
v € {x,,j = 2(mod4)}
10, v €{xs),j = 1(mod4)},v € {ys;j =2
(mod4)},v € {y4,j,j = 0(mod4)}

Jadi, warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat
dilihat pada x;; # Xi41,1, Xij # Xij+1, Vi F Yie1r1 s
Yij # Yij+, danx;; # y; .

Yang menginduksi pewarnaan sisi c¢":E(Ls &
Pn) — [1,9] sebagai berikut
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e € {x1,1%21,X31%4,1, Y1,1Y2,1, Y31 Va1,
Xs51Ys5,1}0 € € {Xi ;X j1, Vi jVij+1s
2<i<3,j=0(mod2)}

e € {x;jX;j41,YVijVij+1, 1 ST <3,

j = 1(mod2)},e € {x;;x; j+1,
YijVij+1i = 1,4,5,j = 0(mod2)},

e € {X41%51,Ya1Ys5.}

e € {X;;Xij+1,YijYij+1 b = 14,5,

j = 1(mod2)},e € {x11Y1,1,

X212}

7, e€ {x2,1x3,1'J’2,13’3,1'x4,13’4,1}

9, e€{xz1y31}

Jadi, warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat
dilihat pada x;1yi1 # X jXij41, Xi1Via # VijVij+1 -
Xi1Yig # Xi1Xi+1,1, danx;1Yi1 # Yi1Yie1,1- Akibatnya
Ls & Pp,m = 2 yaitu x,4(Ls = Py,) = 10.

c'(e) =4

Kasus7 (n = 6,m = 2)
Akan dibuktikan bahwa L, &= B, dengan n = 6 dan
m =2 memiliki y,,(L, > P,) # 10 . Perhatikan
bahwa titik X34, X341, X4,1, %51, %61, Y2,1, Y31, Va1, V5,1 5
dan y, ; memiliki derajat maksimum A= 4. Misalkan
Xog(Ln &= By) =2 A=8 . Berdasarkan Corollary 1
(Nengah Suparta dkk., 2023), harus ada di antara
C(x2,1) = C(J’3,1) = C(x4,1) =c(ys1) =1
C()’z,1) = c(x3,1) = C(J’4,1) =c(x51) =8
C(x2,1) = C(J’3,1) = C(x4,1) =c(¥s1) =8 dan c(¥24)
= c(yzyl) = c(xgll) = c(y4,1) =c(xs,) =1. Jika itu
terjadi, maka
C(x2,1J’2,1) =18-1]=7
c(x2,1x3,1) =11-8|=7

Itu tidak dapat dilakukan karena kedua sisi

dan

atau

bertetangga memiliki pewarnaan yang sama. Selain
itu akan dibuktikan bahwa x,,(L, & P,) <11 .
Berikut ini merupakan salah satu pola pewarnaan
yang didapatkan, yaitu pewarnaan titik yang proper
c:V(L, = By) — [1,11] sebagai berikut
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1, ve {xi‘j,i = 0(mod4),j = 1(mod4)},

v E {yi_j,i = 0(mod4),j = 0(mod4)}

2, VE {xl-,j,i = 0(mod4),j = O(mod4)},
vE {yi‘j,i = 0(mod4),j = 1(mod4)},

3, ve {xi_j,i = 2(mod4),j = 1(m0d4)},

v E {yi,j,i = 2(mod4),j = O(mod4)}

4, vVE {xi‘j,i = 2(mod4),j = 0(m0d4)},
v E {xi‘j,i = 0(mod4),j = 2(mod4)},

v E {yi‘j,i = 2(mod4),j = 1(mod4)},

v E {yi,j,i = 0(mod4),j = 3(mod4)}

5 vVE {x,-,j,i = 1(mod4),j = 2(mod4)},
v E {xi‘j,i = 0(mod4),j = 3(m0d4)},

v € {y;;,i = 1(mod4),j = 3(mod4)},

v E {yi‘j,i = 0(mod4),j = 2(mod4)},

6, v€{x;,i =1(mod4),j = 3(mod4)},
v E {xi‘j,i = 2(mod4),j = 2(m0d4)},
@ =} v E {yi‘j,i = 1(mod4),j = 2(mod4)},

vV E {y,-,j,i = 2(mod4),j = 3(mod4)}

7, VE {xi‘j,i = 2(mod4),j = 3(m0d4)},
v E {x,-,j,i = 3(mod4),j = 2(mod4)},

v E {yi_j,i = 2(mod4),j = 2(mod4)}

v E {yl-,j,i = 3(mod4),j = 3(m0d4)}

8, v € {x;,i =1(mod4),j = 1(mod4)},
v E {xi‘j,i = 3(mod4),j = 3(m0d4)},

v € {y;;,i = 1(mod4),j = 0(mod4)},

v E {yi‘j,i = 3(mod4),j = 2(m0d4)}

9 vVE {xi,j,i = 1(mod4),j = 0(m0d4)},
v E {yi‘j,i = 1(mod4),j = 1(m0d4)},
10, v e {xi_]-,i = 3(mod4),j = 1(m0d4)},
v E {yi’j,i = 3(mod4),j = 0(m0d4)}
11, v e {xi_]-,i = 3(mod4),j = 0(m0d4)},
v € {y;,i = 3(mod4),j = 1(mod4)}

Jadi, warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat
dilihat pada x;1 # Xiy11, Xij # Xije1, Vi1 F Vie11
Yij F Yij+r danxg; # v

Yang menginduksi pewarnaan sisi c¢:E(L, >
Pn) — [1,9] sebagai berikut

1, e€ {xi'lyi'l’ I=is< n},e € {Xi1%i 41,
Yi1Vij+11 <1< n,j = 0(mod2)}
3, e€{xi1Xijr,YiVij+r1Sis<nj=1
c'(e) = (mod2)}
5 ee€ {xi,lxi+1,1' YVirVir1,0l = 1(mod4)}
7, e€ {xi,lxi+1,1' YVirVir1,1l = 2(m0d4)}
9, e € {Xy1 %11 VitVier i = 3(mod4)}

Jadi, warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat
dilihat pada x;1¥;1 # % jXij+1, Xi1Vin F YijYij+1 -
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Xi1Yi1 #F Xi1Xi+11, dan x;1y;1 # Yi1Yi+11 -Akibatnya
Ly & Py, n = 6,m = 2 yaitu yo4(L, = By,) = 11.

PENUTUP
SIMPULAN

Dalam penelitian ini, kami telah menyelidiki
pewarnaan graceful ganjil dari hasil operasi comb
graf tangga dan graf lintasan. Dapat disimpulkan
bahwa bilangan kromatik graceful ganjil untuk graf
L, =P, dengan m =2, yaitu x,4(L, > Py) =4
untuk n=1m=2, x,4(L, = P,) =5 untuk n =
1Lm=3, xoq(lny>Py)=7 untuk n=2,m=2,
Xog(Ln &= PBy) =8 untuk n=3,m=2, x,(L,>
Pp)=9 untuk n=4m=2, xo(L, > P,) =10
untuk n =5m > 2, dan yx,,(L, = B,) = 11 untuk
n=6mz2=2.

SARAN

Penelitian ini terbatas pada kasus-kasus graf hasil
Oleh karena
selanjutnya dapat diarahkan untuk mengeksplorasi
graf  yang lebih
mengembangkan pendekatan pemrograman yang

operasi L, =B, . itu, penelitian

operasi umum,  serta

lebih efektif dalam menghitung bilangan kromatik
graceful ganjil. Studi lanjutan juga disarankan untuk
pewarnaan graceful ganjil pada operasi graf lainnya,
seperti corona product, cartesian product, dan lain-lain.
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