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Abstrak

Penelitian ini menganalisis integral fraksional Riemann-Liouville pada fungsi eksponensial menggunakan
pendekatan deret Maclaurin. Fungsi eksponensial direpresentasikan dalam bentuk deret pangkat, kemudian
operator integral fraksional diterapkan pada setiap suku menggunakan sifat fungsi gamma. Hasil analisis
menunjukkan bahwa integral fraksional fungsi eksponensial dapat dinyatakan sebagai deret tak hingga yang
melibatkan rasio fungsi gamma. Melalui uji rasio, diperoleh bahwa deret ini konvergen untuk seluruh
bilangan real, sama dengan interval konvergensi fungsi eksponensial aslinya. Simulasi numerik
menggunakan MATLAB memverifikasi hasil analitis dan menunjukkan bahwa operator integral fraksional
tidak mengubah sifat konvergensi global fungsi eksponensial, namun memodifikasi struktur dan skalanya
bergantung pada orde fraksional. Penelitian ini memberikan pemahaman mendalam tentang perilaku fungsi
eksponensial di bawah operasi integral fraksional dan dapat menjadi dasar penerapan metode serupa pada
fungsi-fungsi lain.

Kata Kunci: deret Maclaurin, fungsi eksponensial, integral fraksional, Riemann-Liouville, selang konvergensi

Abstract

This study analyzes the Riemann-Liouville fractional integral of the exponential function using the Maclaurin series
approach. The exponential function is represented in power series form, then the fractional integral operator is applied
to each term using the properties of the gamma function. The analysis results show that the fractional integral of the
exponential function can be expressed as an infinite series involving the gamma function ratio. Through the ratio test, it
is obtained that this series converges for all real numbers, identical to the convergence interval of the original exponential
function. Numerical simulations using MATLAB verify the analytical results and demonstrate that the fractional
integral operator does not alter the global convergence property of the exponential function, but modifies its structure
and scale depending on the fractional order. This research provides in-depth understanding of the behavior of exponential
functions under fractional integral operations and can serve as a foundation for applying similar methods to other
functions.
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PENDAHULUAN

Fungsi eksponensial e* merupakan salah satu
fungsi fundamental yang memiliki peranan sangat
penting dalam berbagai bidang sains dan teknologi.
Keistimewaan utama fungsi ini terletak pada sifatnya
yang invarian terhadap operasi diferensiasi maupun
integrasi, di mana turunan dan integralnya tetap
itu
Karakteristik unik tersebut menjadikan fungsi

menghasilkan fungsi eksponensial sendiri.
eksponensial sebagai model matematis yang banyak
digunakan untuk merepresentasikan fenomena
pertumbuhan dan peluruhan dengan laju yang
bersifat kontinu dan proporsional terhadap keadaan
saat ini. Fungsi eksponensial dapat direpresentasikan

dalam bentuk deret pangkat Maclaurin, yaitu deret
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tak hingga yang konvergen untuk seluruh bilangan
2025).
memungkinkan analisis matematis yang lebih

riill (Almoneef et al., Representasi ini
mendalam terhadap sifat-sifat fungsi eksponensial.
Dalam matematika klasik, konsep turunan dan
integral umumnya dibatasi pada orde bilangan bulat,
seperti turunan pertama, turunan kedua, serta
kali.

matematika memunculkan

integral satu kali dan dua Namun,
perkembangan teori
pertanyaan mengenai kemungkinan mendefinisikan
turunan dan integral untuk orde non-integer, seperti
setengah atau seperempat. Kajian ini melahirkan
suatu cabang matematika yang dikenal sebagai
kalkulus fraksional,

yang memperluas konsep

diferensiasi dan integrasi ke orde fraksional.
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Salah satu pendekatan yang paling banyak
digunakan dalam perhitungan integral fraksional
adalah formulasi Riemann-Liouville. Pendekatan ini
memberikan kerangka matematis yang kuat untuk
mendefinisikan integral berorde fraksional dan telah
banyak diterapkan dalam berbagai permasalahan
teoritis maupun terapan (W. Sun, 2021). Seiring
perkembangan penelitian, formulasi ini mengalami
modifikasi termasuk

berbagai dan perluasan,

pengenalan parameter tambahan untuk
meningkatkan fleksibilitas dan cakupan aplikasinya
dalam pemodelan fenomena fisika (Elgindy, 2025).
Dalam perhitungan integral fraksional Riemann-
Liouville, fungsi gamma memegang peranan yang
sangat penting. Fungsi gamma dapat dipandang
sebagai generalisasi dari fungsi faktorial, yang
memungkinkan perluasan konsep faktorial ke
bilangan real dan pecahan. Keberadaan fungsi
gamma menjadi elemen kunci dalam hampir seluruh
formulasi kalkulus fraksional.

Secara analitis, perhitungan integral fraksional
sering kali melibatkan proses yang kompleks dan
sulit dilakukan secara manual. Oleh karena itu,
berbagai metode numerik dan komputasi telah
dikembangkan untuk memungkinkan perhitungan
integral fraksional secara efisien dan akurat dengan
bantuan komputer. Beragam pendekatan numerik
telah diperkenalkan, lengkap dengan analisis galat
untuk mengukur tingkat akurasi hasil perhitungan

(Feng et al., 2024). Selain itu, teknik-teknik khusus

juga  dikembangkan  untuk  menyelesaikan
persamaan diferensial dan integral yang melibatkan
operator fraksional (H. Sun et al, 2018).

Perkembangan terbaru bahkan menunjukkan bahwa
metode komputasi modern mampu menghasilkan
solusi dengan tingkat ketelitian yang sangat tinggi
(Suthar et al, 2025). Hal ini menegaskan bahwa
kalkulus fraksional tidak hanya bersifat teoretis,
tetapi juga memiliki relevansi praktis yang kuat
dalam berbagai aplikasi ilmiah dan rekayasa.
Meskipun kajian mengenai integral maupun
turunan fraksional telah banyak dilakukan untuk
berbagai jenis fungsi, seperti yang dilakukan oleh
(Janan, 2025), (Janan & Janan, 2024), dan (Janan et al.,
2025), namun analisis yang komprehensif dan
mendalam terhadap integral fraksional fungsi
eksponensial dengan pendekatan deret masih relatif
sifat-sifat
fraksional Riemann-Liouville telah dipahami dengan

terbatas. Walaupun dasar integral

baik (Aljohani et al, 2024),

eksponensial ketika dikenai operator integral berorde

perilaku fungsi

fraksional, khususnya melalui representasi deret,
masih memerlukan kajian lebih lanjut. Oleh karena
ini memiliki untuk

itu, penelitian urgensi

memberikan pemaparan yang sistematis dan
mendetail mengenai integral fraksional Riemann-
Liouville pada fungsi eksponensial dengan
memanfaatkan representasi deret Maclaurin.

adalah untuk

menganalisis integral fraksional fungsi eksponensial

Tujuan dari penelitian ini

secara menyeluruh  menggunakan formulasi

Riemann-Liouville. Analisis dilakukan melalui
beberapa tahapan. Pertama, fungsi eksponensial
direpresentasikan dalam bentuk deret Maclaurin dan
Kedua,

dibuktikan rumus dasar integral fraksional untuk

ditentukan interval konvergensinya.
fungsi pangkat sederhana dengan memanfaatkan
sifat-sifat fungsi gamma. Ketiga, rumus tersebut
diterapkan pada setiap suku dalam deret untuk
memperoleh bentuk umum integral fraksional fungsi
eksponensial. = Keempat, ditentukan  daerah
keberlakuan hasil integral fraksional menggunakan
uji rasio. Terakhir, seluruh hasil analisis teoretis
diverifikasi dan divisualisasikan menggunakan
lunak MATLAB untuk mengamati

karakteristik grafik yang dihasilkan. Diharapkan

perangkat

hasil penelitian ini dapat memperkaya pemahaman
mengenai perilaku fungsi eksponensial di bawah
operasi integral berorde fraksional, serta menjadi
dasar bagi penerapan metode serupa pada fungsi-
fungsi lain yang dapat direpresentasikan dalam
bentuk deret.

KAJIAN TEORI

Akan dijelaskan beberapa definisi dan teorema
penting terkait deret Maclaurin, integral fraksional,
dan fungsi gamma.

Ekspansi Deret Maclaurin

Teorema 2.1 (Stewart, 2012b)

Untuk suatu fungsi riil f(x) , ekspansi deret
Maclaurin dapat ditulis sebagai:

[ee]

@ (o
=1 pf e

(2.1)

p=0
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di mana f® melambangkan turunan ke-p dari
fungsi f, sementara p! adalah notasi untuk faktorial
dari bilangan p.

Kita terapkan rumus ekspansi (2.1) tersebut, maka,
diperoleh:
x?  x* x®

X — N J— JR— cee
e _1+x+2!+4!+6!+

Dengan demikian, untuk setiap x € R, dapat
dituliskan bahwa (Stewart, 2012a)

o 1
e* = Z —xP (2.2)
!
=P
Lalu dimisalkan:
Cp = E
dan
co 1
PR (p+ 1!
Dengan menggunakan persamaan (2.2), deret

tersebut akan konvergen untuk setiap x, yang dapat
dibuktikan melalui:

G+

1
— X
p!

lim

p—0

1

(p+1)!‘

lim

p—0

(» + Dp!
p!

lim|p + 1|
p—)OO

= 00

Berdasarkan hasil tersebut, didapat bahwa |x| < oo,
yang berarti —oo < x < co. Hal ini menunjukkan
bahwa deret yang dimaksud bersifat konvergen
untuk seluruh nilai x pada himpunan bilangan real,
atau dengan kata lain, interval konvergensi deret ini

mencakup semua bilangan real x.

Integral Fraksional
Definisi 2.2 (Daraghmeh et al., 2020)
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Integral fraksional Riemann-Liouville fungsi f(x)
didefinisikan sebagai:

(x—8)*f(s)ds,a>0
f(x),

19 (x) = {T(a) J, (2.3)

a=0
dengan I'() merupakan fungsi gamma.

Fungsi Gamma
Definisi 2.3 (Artin, 2015)
Fungsi gamma I'(y) didefinisikan sebagai

I'(y) = fwty‘le‘fdt (Re(y) > 0)
0

dengan  t¥71 = eW-Dlo8®  Integral  tersebut
konvergen untuk setiap y € C dengan Re(y) > 0

Fungsi gamma juga memenubhi relasi rekursif:

Fy+1D =yI'(y) Re(y) >0)
danjika y = n € N, berlaku

F'm+1) =n! (n € Ny)

dengan ketentuan bahwa 0! = 1.

METODE

Pada penelitian ini digunakan metode studi
literatur dengan langkah-langkah sebagai berikut:

1. Melakukan studi literatur mengenai fungsi
deret

konvergensi, integral fraksional, dan fungsi

eksponensial, Maclaurin, selang

gamma.

2. Melakukan pembuktian teorema integral
fraksional.

3. Melakukan analisis perhitungan integral
fraksional Riemann-Liouville pada fungsi
eksponensial.

4. Menghitung kekonvergenan dari deret yang
terbentuk.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada penelitian ini, fungsi eksponensial akan
direpresentasikan dalam bentuk deret Maclaurin.
Selanjutnya fungsi tersebut akan diubah menjadi
bentuk integral fraksional Riemann-Liouville.
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Pembuktian Teorema Integral Fraksional
Teorema 4.1
Jika f(x) = x?, dengan p = 0, maka
jagp - L@+ 1)
Fla+p+1)

a+p

(4.1)

Bukti:
Berdasarkan definisi pada persamaan (2.3), untuk
a > 0 berlaku:

150 = o | "= )T (s) ds
B I'(a) 0

1 X
[%xP = —f (x — )% 1sP ds
I'(a) Jg

Dimisalkan s =xu, 0 <u <1, maka ds=xdu ,
diperoleh

[%xP = Lfl(x —xu)* T(xu)Px du
I'(a) Jy

1 1
— [ x*"P(1 —w)* 'u? du
@y ¥

xa+p

I'(c)

1
f (1 —-w* P du
0

a+p

I'()

Bla,p+1)

_x¥PT(@T(p+1)
T T@T(@+p+1)

_ e+ D o
Fla+p+1)
Terbukti bahwa
[axp = I'(p+1) atp
Fa+p+1)
Contoh 4.2:
Tentukan hasil integral fraksional dari f(x) = x%0%¢
dengan a = 1.
Solusi:
Berdasarkan (4.1), kita peroleh:
152026 _ [2026+1) 500
r(1+2026+1)

_ T(2027)
~T2028) "

2027
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(2027
~202712027) *

2027

— L 202
2027

Hasil ini menunjukkan bahwa ketika & = 1 (integral
berorde bulat), formula integral fraksional tereduksi
menjadi integral biasa, yaitu

%2026 gy — szom +C

J. 2027

yang memvalidasi konsistensi formula (4.1) dengan
kalkulus klasik.

Integral Fraksional Riemann-Liouville pada Fungsi

Eksponensial
Integral fraksional pada persamaan (4.1)
diterapkan pada fungsi eksponensial melalui
representasi dari deret Maclaurin, diperoleh:
[9e* = I%( Y ixz")
= o
p=0
o 1
= :E:—T [%xP
=l
o1 T(p+1
_$1 e, .
p!T(a+p+1)

p=0

Persamaan tersebut menunjukkan bahwa integral

fraksional pada fungsi eksponensial dapat

dinyatakan sebagai jumlah tak hingga dari suku-
suku yang melibatkan fungsi gamma. Terdapatnya

I'(p+1)
I'(a+p+1)

karakteristik khas dari operator integral fraksional

rasio dalam setiap suku merupakan

Riemann-Liouville.

Analisis Konvergensi
Untuk menentukan interval konvergensi deret (4.2),

dimisalkan
1 T(p+1)
Cr T pT(a+p+1)
dan
1 I'(p+2)

Coti =
P o4+ DIT(a+p+2)
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Menggunakan uji rasio, deret (4.2) konvergen untuk
setiap x apabila

o

|x] < lim

p—00

p+1

Dengan melakukan perhitungan:

l F'p+1)
) p!'T(a+p+1)
Xl < lim I———F5+ 2

P+ DIT(a+p+2)

'p+1) T(a+p+2)
l(a+p+1) Tp+2)

(» + Dp!
m
p!

p—0

Menggunakan sifat T'(p +2) = (p + )I'(p + 1) dan
lNa+p+2)=(a+p+1DI'(a+p+1),diperoleh:

Tp+1) (@+p+1)
1 p+Drp+1)

+1)

lim

p—o

(a+p+1)

D=+

lim

p—o

(»+

lim |[(a +p + 1)|
p—o
= 00

Berdasarkan hasil tersebut, didapat bahwa |x| < oo,
yang berarti —oo < x < co. Hal ini menunjukkan
bahwa deret (4.2) bersifat konvergen untuk seluruh
nilai x pada himpunan bilangan real. Dengan kata
lain, interval konvergensi integral fraksional fungsi
eksponensial mencakup semua bilangan real x, sama
seperti interval konvergensi fungsi eksponensial
aslinya.

Hasil ini sangat penting karena menunjukkan bahwa
operasi integral fraksional Riemann-Liouville tidak
mengubah karakteristik dinamis dari fungsi
eksponensial. Hal ini memperkuat kedudukan fungsi
eksponensial sebagai fungsi yang sangat stabil di
bawah berbagai operasi matematika, termasuk
integrasi berorde fraksional. Sifat invarian ini
menjadikan fungsi eksponensial sebagai fungsi
fundamental dalam teori kalkulus fraksional, serupa

dengan peranannya dalam kalkulus klasik.
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Simulasi Numerik dan Visualisasi

Selanjutnya, hasil analisis perhitungan integral
fraksional = tersebut  disimulasikan = dengan
menggunakan software Matlab untuk berbagai nilai
0 < @ < 1. Simulasi dilakukan dengan menghitung
sejumlah suku terbatas dari deret (4.2) untuk

menghampiri nilai integral fraksional.

200

=01

=02
=03
150 |

=04 |

=05 /

=06

=07

100 | =08

@

=08

a & & @ @ @& @ a a a
i

50

- 1 1 1 )
0 1 2 3 4 5
X

Gambar 1. Grafik f(x) = [%e*

Dari Gambar 1, dapat diamati bahwa integral orde

0<a<1l pada fungsi eksponensial, tetap
menghasilkan fungsi eksponensial itu sendiri.
Sehingga, integral fraksional pada fungsi

eksponensial akan berada pada sekitar nilai dari
fungsi eksponensial tersebut.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil analisis yang telah dilakukan,

dapat disimpulkan bahwa integral fraksional
Riemann-Liouville pada fungsi eksponensial dapat
direpresentasikan dalam bentuk deret tak hingga
berbasis fungsi gamma melalui pendekatan deret
Maclaurin. Deret hasil integral fraksional tersebut
memiliki selang konvergensi tak hingga, sama seperti
fungsi eksponensial aslinya.

Meskipun hasil integral fraksional tidak identik
dengan fungsi eksponensial klasik, simulasi numerik
menunjukkan bahwa perilaku grafiknya tetap
yang
menyerupai eksponensial, dengan perbedaan yang
oleh Hal
menunjukkan bahwa operator integral fraksional

tidak

memperlihatkan ~ pola  pertumbuhan

dipengaruhi orde fraksional. ini

Riemann-Liouville mengubah sifat
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konvergensi global fungsi eksponensial, namun
memodifikasi struktur dan skala fungsinya.

Hasil penelitian ini diharapkan dapat menjadi
dasar bagi kajian lanjutan mengenai penerapan
integral fraksional pada fungsi-fungsi lain yang
dapat direpresentasikan dalam bentuk deret, serta

pengembangannya dalam konteks persamaan
diferensial fraksional dan aplikasi numerik.
Penelitian ini memberikan kontribusi dalam

pemahaman perilaku fungsi eksponensial di bawah
operasi integral berorde fraksional dan dapat
menjadi dasar bagi penerapan metode serupa pada
fungsi-fungsi lain yang dapat direpresentasikan
dalam bentuk deret, seperti fungsi trigonometri dan
fungsi logaritma.
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