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Abstrak

Pewarnaan total kuat pada graf G adalah sebuah fungsi c:V(G) U E(G) - {1,2,3, ..., k}, dimana V (G)
adalah himpunan titik G dan E(G) adalah himpunan sisi G, sedemikian hingga setiap dua titik yang
berhubungan langsung dan setiap dua sisi yang terkait dengan titik yang sama mendapat warna berbeda.
Misalkan v € V(G). Himpunan warna v dinotasikan dengan C(v) adalah himpunan warna semua sisi G
yang terkait dengan v digabung warna titik v. Sebuah pewarnaan-total kuat dikatakan membedakan titik
u dan titik v jika C(u) # C(v). Misalkan G graf dan d € Z*, pewarnaan total kuat-d pada G adalah sebuah
pewarnaan total kuat sedemikian hingga setiap dua titik u dan v di G dengan 1 < d(u,v) < d, C(u) # C(v).
Bilangan kromatik total kuat-d pada G, dinotasikan y;(G), yaitu minimum banyaknya warna yang
dibutuhkan untuk pewarnaan total kuat-d pada G. Pada penelitian ini, akan diperoleh bilangan kromatik
total kuat-d pada graf Lintasan B, dan graf Sikel C,.

Kata Kunci: Pewarnaan total kuat, Pewarnaan total kuat-d, Bilangan kromatik total kuat-d, Graf Lintasan,
Graf Sikel.

Abstract

A strong total coloring of a graph G is a function c:V(G) U E(G) — {1,2,3, ..., k}, where V(G) is the set of
vertices G and E(G) is the set of edge G, such that any two directly connected vertices and any two edges connected to
the same vertex are assigned different colors. Suppose v € V(G). The set of colors for v denoted by C(v) is the set of
colors for all edges of G connected to v combines with the color of vertex v. A strong total coloring is said to distinguish
vertex u and v if C(u) # C(v). Suppose G is a graph and d € Z*, a d-strong total coloring on G is a strong total
coloring such that for any two vertices w and v in G with 1 < d(u,v) <d, C(u) # C(v). The d-strong total
chromatic number of G, denoted by x (G), is the minimum number of colors needed for a d-strong total coloring of G.
In this research, the d-strong total chromatic number will be obtained for Path Graph P, and Cycle Graph Cy,.
Keywords: Strong total coloring, d-strong total coloring, d-strong total chromatic numbers, Path Graph, Cycle Graph.

teori graf lebih banyak digunakan

untuk

PENDAHULUAN

Matematika adalah salah satu cabang ilmu
pengetahuan yang memiliki peranan penting dalam
perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi,
baik sebagai alat bantu dalam berbagai bidang ilmu
lain maupun dalam pengembangan ilmu matematika
itu sendiri. Salah satu cabang matematika yang
berkembang pesat dan memiliki banyak aplikasi
adalah teori graf. Teori graf mulai dikenal sejak tahun
1736, dimulai dengan jurnal pertama oleh Euler,
matematikawan asal Swiss yang membahas masalah
Jembatan Konigsberg. Pada awal perkembangannya,
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menyelesaikan permasalahan teka-teki. Namun,
dalam beberapa puluh tahun terakhir, teori graf
berkembang sangat pesat karena aplikasinya yang
luas dalam berbagai bidang seperti ilmu komputer,
teknik, sains, bisnis, dan ilmu sosial.

Graf G terdiri
himpunan tak kosong V(G) yang disebut himpunan

atas dua himpunan, yaitu
titik (vertex) dan himpunan (dapat kosong) E(G)
yang disebut himpunan sisi (edge), sedemikian
hingga setiap elemen dalam E(G) dapat dinyatakan
sebagai pasang tak-terurut titik di V(G). Dalam teori
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graf, terdapat berbagai topik kajian, antara lain
lintasan, sirkuit, keterhubungan, graf khusus, pohon,
pelabelan graf, pewarnaan graf, serta aplikasi graf.
Pewarnaan graf merupakan salah satu topik
penting dalam teori graf yang memiliki banyak
aplikasi, seperti pada penjadwalan, pembagian tugas,
pengaturan frekuensi radio, desain jaringan, dan
berbagai permasalahan optimasi lainnya. Secara
dibedakan
pewarnaan titik dan pewarnaan sisi. Salah satu
adalah
pewarnaan total, yaitu pewarnaan yang diberikan

umum, pewarnaan graf menjadi

pengembangan dari konsep tersebut
pada titik dan sisi sedemikian hingga setiap dua titik
yang berhubungan langsung dan setiap dua sisi yang
terkait pada titik yang sama memperoleh warna
berbeda.

Konsep ini diperluas menjadi pewarnaan-total
kuat sejati yang pertama kali diperkenalkan oleh
Zhang dkk (2005) dalam paper On adjacent-vertex-
distinguishing total coloring of graphs. Selanjutnya,
konsep tersebut dikembangkan lebih lanjut oleh
Dieter Kemnitz dan Francesco Marangio (2015)
melalui konsep pewarnaan-total kuat-d.

Suatu pewarnaan-total kuat-d pada graf G adalah
sebuah fungsi

V(G UEG) - {1,2,3, ...k},

sedemikian sehingga setiap dua titik yang
berhubungan langsung memiliki warna berbeda,
setiap dua sisi yang terkait pada titik yang sama
memiliki warna berbeda, dan untuk setiap dua titik u
dan v dengan jarak 1 < d(u,v) < d, berlaku C(u) #
C(v), di mana C(v). adalah himpunan warna titik v
beserta semua sisi yang terkait dengan titik itu.
Minimum banyaknya warna yang diperlukan dalam
pewarnaan-total kuat-d pada G dinotasikan dengan
X4 (G) disebut bilangan kromatik total kuat-d, dan
didefinisikan sebagai:
x4 (G) = min{k|terdapat pewarnaan total kuat — k —

(d) pada G}.

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan
bilangan kromatik total kuat-d pada graf lintasan
(P,) dan graf sikel (C,).

KAJIAN TEORI

Definisi 2.1:

Sebuah graf G terdiri atas dua himpunan, yaitu
himpunan tak kosong V(G) dari objek-objek yang
disebut titik dan himpunan (dapat kosong) E(G)
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dari elemen yang disebut sisi, sedemikian hingga
setiap elemen dalam E(G) dapat dinyatakan sebagai
pasang tak-terurut titik di V(G). V(G) disebut
himpunan titik G, dan E(G) disebut himpunan sisi
G. Jika e = uv adalah sisi di G, maka u dan v adalah
titik yang berhubungan langsung (adjacent), sisi e
terkait langsung (incident) dengan titik v dan titik u.
Graf G disebut graf berhingga jika banyak titik dan
banyak sisi di G berhingga, dan disebut graf
takhingga jika banyak titik dan banyak sisi
takhingga.

Definisi 2.2:

Gelung (loop) adalah sebuah sisi graf yang
menghubungkan sebuah titik dengan titik itu
sendiri. Jika terdapat lebih dari satu sisi yang
menghubungkan dua titik u dan v pada graf, maka
sisi-sisi tersebut disebut sisi rangkap/sisi ganda
(multiple edges). Graf sederhana adalah graf yang
tidak mempunyai sisi rangkap dan tidak memiliki
gelung.

Definisi 2.3:
Sebuah graf H disebut subgraf dari G, ditulis
HcG,jikaV(H) c V(G) dan E(H) c E(G).

Definisi 2.4:

Misalkan G graf. Jalan (walk) di G adalah sebuah
barisan berhingga (tak W=
(vo,€1,v1,€2,V,,...,6,, V) yang  suku-sukunya
bergantian titik dan sisi, sedemikian hingga v;_; dan

kosong)

v; merupakan titik-titik akhir sisi ;, untuk 1 < i < k.
Titik v, dan v, berturut-turut disebut titik awal dan
titik akhir dari W, titik-titik vy, v,,...,v,_, disebut
titik-titik internal W. Panjang jalan W adalah
banyaknya sisi pada W. Sebuah titik ¢ mungkin
muncul lebih dari satu kali pada jalan W, begitu juga
sisi G boleh muncul lebih dari satu kali pada jalan W.
Jalan W dikatakan tertutup jika titik awal dan titik
akhir sama, dan dikatakan terbuka jika titik awal dan
titik akhir berbeda. Jika sisi-sisi ey, e,, €5, ..., €, pada
jalan W berbeda, maka W disebut jejak (trail). Jejak
dikatakan tertutup jika titik awal dan titik akhir
adalah sama. Jejak dikatakan terbuka jika titik awal
dan titik akhir berbeda. Jejak tertutup yang titik awal
dan titik akhirnya sama disebut sirkuit. Jejak
tertutup yang titik awal dan semua titik internal
berbeda disebut sikel (cycle). Banyaknya sisi pada
suatu sikel disebut panjang sikel. Jika titik-titik
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Vg, V1,V ...,V pada jalan W berbeda, maka W
disebut lintasan (path). Lintasan dengan k titik
dinotasikan dengan Py. Lintasan terpendek (shortest
path) adalah lintasan minimum yang diperlukan
untuk mencapai suatu titik dari titik tertentu.

Definisi 2.5:

Graf G dikatakan terhubung (connected) jika
untuk setiap dua titik berbeda di G terdapat sebuah
lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut.
Jika tidak dipenuhi, maka graf G takterhubung
(disconnected). Komponen graf G adalah subgraf
terhubung maksimal (titik dan sisi) di G.

Definisi 2.6:

Misalkan G graf dengan v sebuah titik di G .
Derajat (degree) titik v dinotasikan dengan dg;(v)
atau d(v), adalah banyaknya sisi G yang terkait
dengan titik v (dengan catatan, setiap gelung
dihitung dua kali). Derajat minimum G dinotasikan
dengan §(G) adalah derajat terkecil pada sebuah
titik G dan didefinisikan sebagai berikut:

6(G) = min{d(v)|v € V(G)}.
Sedangkan derajat maksimum G dinotasikan
dengan A(G) adalah derajat terbesar pada sebuah
titik G dan didefinisikan sebagai berikut:

A(G) = max{d(v)|v € V(G)}.

Definisi 2.7:

Misalkan G graf dengan u, v € V(G). Jarak dari
titik u ke titik v di G dinotasikan dengan d;(u, v)
atau d(u,v) adalah banyaknya sisi pada lintasan
terpendek dari titik u ke titik v di G. Jika tidak
terdapat lintasan yang menghubungkan titik u ke
titik v, maka d(u, v) = oo.

Definisi 2.8:

Graf komplet (graf lengkap) adalah graf
sederhana dengan n titik dan setiap dua titik
berbeda

dinotasikan K.

dihubungkan dengan sebuah sisi,

Definisi 2.9:

Graf G disebut graf bipartit jika himpunan titik
G dapat dipartisi menjadi dua himpunan bagian A
dan B sedemikian hingga setiap sisi dari G
menghubungkan sebuah titik di A dan sebuah titik
di B, disebut (4, B) bipartisi dari G. Graf G disebut
graf bipartit komplet jika G sederhana dan bipartisi
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dengan bipartisi (4,B) sedemikian hingga setiap
titik di A terhubung dengan setiap titik di B, yang
dinotasikan dengan K, dengan |4| = m dan |B| =
n. Graf bipartit komplet K, , memiliki m + n titik
dan mn sisi.

Definisi 2.10:

Graf lintasan yang dinotasikan dengan P,
adalah graf yang mempunyai tepat satu lintasan
dengan n titik dan panjang n-1. Lintasan takhingga
dinotasikan dengan (P,) adalah lintasan yang
memiliki banyak sisi takhingga dan dapat berlanjut
tanpa batas. Lintasan takhingga didefinisikan
sebagai kumpulan titik yang tidak pernah kembali
ke titik asal, sehingga membentuk lintasan yang
terus berlanjut.

Contoh:

Vi vz Vi

Gambar 1. Graf lintasan

——0—0 0090009000 09—

Gambar 2. Graf lintasan Takhingga

Definisi 2.11:

Graf sikel yang dinotasikan dengan C, adalah
graf terhubung dan sederhana yang setiap titiknya
berderajat dua.

Contoh:

Vi LR Y] V2

Gambar 3. Graf sikel dengan 3 titik dan 4 titik

Definisi 2.12:

Misalkan G graf, pewarnaan-k pada G adalah
pewarnaan semua titik ¢ dengan menggunakan k
warna sedemikian hingga dua tittkk di G yang
berhubungan langsung mendapat warna berbeda.
Sebuah pewarnaan-k pada graf G ditunjukkan
dengan melabeli titik-titik G dengan warna
1,2,3,.. k.

Contoh:

Gambar 4. Pewarnaan titik dengan 5 warna
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Definisi 2.13:

Misalkan G graf. Sebuah pewarnaan-sisi pada
graf G adalah pewarnaan semua sisi ¢ sedemikian
hingga setiap dua sisi yang terkait dengan titik yang
berbeda. Sebuah
pewarnaan-sisi-k pada graf ¢ ditunjukkan dengan

sama memperoleh warna

melabeli sisi-sisi G dengan warna 1,2,3, ..., k.
Contoh:

AN

Vi 1

Gambar 5. Pewarnaan sisi dengan 3 warna

Definisi 2.14:

Misalkan G graf, bilangan kromatik graf G,
dinotasikan dengan x(G) adalah minimum
banyaknya warna yang diperlukan untuk mewarnai
semua titik G, sehingga setiap dua titik yang
berhubungan langsung mendapat warna berbeda,
dan didefinisikan sebagai berikut:

x(G) = min{k|ada pewarnaan — titik — k pada G}
Misalkan G graf, indeks kromatik graf G,
dinotasikan dengan y'(G) adalah bilangan yang
menyatakan minimum banyaknya warna yang
G

sedemikian hingga setiap dua sisi di G yang terkait

diperlukan untuk mewarnai semua sisi
dengan titik yang sama memperoleh warna berbeda,
dan didefinisikan sebagai berikut:

x'(G) = min{k|ada pewarnaan — sisi — k pada G}

Definisi 2.15:

Misalkan G graf. Pewarnaan-total pada graf G
adalah pemberian warna sisi dan titik G sedemikian
hingga setiap dua titik yang berhubungan langsung,
dan dua sisi yang terkait dengan titik yang sama,
baik titik maupun sisi mendapat warna beda.
Pewarnaan-total-k pada G ditunjukkan dengan

melabeli titik dan sisi G dengan k warna.

v, |

Gambar 6. Pewarnaan total dengan 4 warna
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Definisi 2.16:

Bilangan kromatik total G yang dinotasikan
dengan x''(G) adalah minimum banyaknya warna
yang dibutuhkan untuk mewarnai semua titik dan
semua sisi di G, sehingga setiap dua titik yang
berhubungan langsung, serta dua sisi yang terkait
dengan titik yang sama memperoleh warna berbeda.
Bilangan kromatik total didefinisikan:

x''(G) = min{k|ada pewarnaan — total — k pada G}

HASIL DAN PEMBAHASAN

Definisi 3.1
Misalkan G graf dengan himpunan titik V(G) dan
himpunan sisi E(G). Sebuah pewarnaan-total kuat
sejati pada G adalah fungsi:
V(G UEG) » {1,2,3, ..., k),

dengan k € Z*, sedemikian hingga:

(i) setiap duatitik G yang berhubungan langsung
mendapat warna berbeda; dan
(if) setiap dua sisi G yang terkait dengan titik
yang sama mendapat warna berbeda.
Misalkan v € V(¢) . Himpunan warna v yang
dinotasikan dengan C(v), adalah himpunan warna
semua sisi G yang terkait dengan v digabung warna
titik v atau

C(v) = {c(e)le = vw € E(G)} U {c(v)}

Sebuah pewarnaan-total kuat sejati ¢ membedakan
tittkk u dan titik v jika C(u) # C(v) . Bilangan
kromatik total kuat sejati pada graf G, dinotasikan
dengan y;'(G), adalah minimum banyaknya warna
pada pewarnaan-total kuat sejati pada G, sedemikian
hingga vu,v € V(G),C(u) # C(v).
Contoh:

(b)
Gambar 7. (a) Graf bipartit komplet K3 ,; (b)
Pewarnaan total kuat sejati dengan 5 warna; (c)

©)

Pewarnaan total sejati dengan 4 warna
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Gambar 7.(b). memperlihatkan sebuah pewarnaan
total kuat sejati dengan 5 warna, dengan V(G) =
{(v1,v2,v3,1,v5}  dan  E(G) = {e1, e;,€3,€4 €5, 66}
sedemikian hingga C(v;) = {1,2,3}, C(v,) = {2,3,5},
C(vy) ={1,35}, C(vy) =1{2345}, dan C(vs) =
{1,2,3,4}. Karena semua titik mempunyai himpunan
berbeda,
merupakan pewarnaan total kuat sejati. Gambar

warna maka pewarnaan tersebut
7.(c). memperlihatkan sebuah pewarnaan total sejati
dengan 4 warna, perhatikan bahwa C(v,) = {1,2,3},
Cvy) = {123}, C(vs) = {123}, C(vy) = {1,234},
dan C(vs) ={1,2,3,4}. Pewarnaan tersebut bukan
pewarnaan total kuat sejati karena C(v,) = C(vs).
Karena tidak ada pewarnaan total kuat sejati pada G
dengan kurang dari 5 warna, maka

Xxs(G) =5

Definisi 3.2

Bilangan kromatik total kuat adjacent sejati pada G,
dinotasikan dengan xg5(G) , adalah minimum
banyaknya warna pada pewarnaan total kuat sejati
pada G sedemikian hingga setiap dua titik u dan v
yang berhubungan langsung di G berlaku C(u) #
C(v).

Contoh:

Perhatikan pewarnaan total kuat sejati dari graf G =
K3, pada Gambar 7.(c). Pada pewarnaan tersebut
setiap dua titik yang berhubungan langsung
memiliki

himpunan warna berbeda. Dengan

demikian, = pewarnaan tersebut merupakan
pewarnaan total kuat sejati berhubungan langsung

dengan 4 warna, maka
Xas (K3,2) =4

Definisi 3.3

Misalkan G graf dan d € Z*, sebuah pewarnaan total

kuat-d pada G adalah sebuah pewarnaan total kuat

sejati pada G sedemikian hingga setiap dua titik u

dan v di ¢ yang memenuhi 1 < d(u,v) < d berlaku

C(u) # C(v) . Minimum banyaknya warna pada

pewarnaan total kuat-d pada G, dinotasikan dengan

xq disebut bilangan kromatik total kuat-d.

Catatan: Jika G graf sederhana, maka untuk setiap
dua titik u dan v yang berhubungan
langsung di G berlaku d(u, v) = 1.
Akibatnya, xq5(G) = x1'(G).

Contoh:
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Pada Gambar 7.(c). diperlihatkan bahwa yg5(Ks,) =
4. Dengan demikian, y;' (Kg‘z) =4. Untuk d = 2,
dapat ditunjukkan bahwa x5 (Ks,) = 5. Pewarnaan
total kuat-2 diperlihatkan pada Gambar 7.(b).

Lemma 3.1
Jika G graf dengan t;,t, € Z* dan t; < t,, maka
2. (6) < X4,(6)
Bukti:
Misalkan G memiliki sebuah pewarnaan total kuat
sejati t, , untuk setiap dua titik u,v € V(G) yang
memenuhi 1 <d(u,v) <t, berlaku C(u) # C(v) .
Karena t; <t,, akibatnya untuk setiap dua titik
u,v €V(G) dengan 1<d(u,v)<t; juga berlaku
C(u) # C(v) . Dengan demikian, pewarnaan total
kuat sejati t, juga merupakan pewarnaan total kuat
sejati t;.
Oleh karena itu,
xt; (G) < xt,(G)
Lemma terbukti.

Lemma 3.2
Jika G graf dan Gy,G,,...,G, adalah t komponen
berbeda G, maka

Xa (G) = max{)q (G)/1 < i<t}
Bukti:
Karena setiap dua titik di G yang terletak pada
komponen berbeda memiliki jarak lebih besar dari d,
titik-titik
himpunan warna yang sama. Oleh karena itu,

sehingga tersebut boleh  memiliki
pewarnaan total kuat-d pada G dapat dibangun
secara terpisah pada setiap komponennya.
Akibatnya, bilangan kromatik total kuat-d dari G
ditentukan oleh komponen dengan bilangan
kromatik total kuat-d maksimum, yaitu
Xa (G) = max{yq(G)/1<i<t}
Lemma terbukti. |
Catatan: Jika H subgraf G maka y; (H) belum tentu

lebih kecil atau sama dengan y; (G).

Contoh:
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Gambar 8. (a) Pewarnaan total kuat-2 dengan 4
warna; (b) Pewarnaan total kuat-2 dengan 5 warna

Pada H, x; (H) =5 sedangkan x;'(G) = 4. Dengan
demikian, x5 (H) > x5 (G).

Lemma 3.3
Jika G sebuah graf dan d € Z*, maka
Xa (G) < x5'(G)
Bukti:
Misalkan G graf. Pikirkan sebuah pewarnaan total
kuat sejati di G. Pada pewarnaan ini, setiap dua titik
u dan v di G memiliki himpunan warna berbeda,
yaitu C(u) # C(v). Sementara itu, pada pewarnaan
total kuat-d pada G, hanya disyaratkan bahwa setiap
dua titik u dan v dengan 1<d(u,v) <d juga
berlaku C(u) # C(v).
Akibatnya, berdasarkan Definisi 3.1 dan Definisi 3.3,
diperoleh
Xa (G) < x5'(G)
Lemma terbukti

Menentukan nilai eksak dari y;(G) sangat sulit
untuk sebarang graf, kecuali untuk kelas-kelas graf
tertentu. Berikut, diselidiki nilai x4 (P,) dengan B,
adalah lintasan dengan 7 titik. Kita awali dengan
Lemma berikut.

Lemma 3.4:

Jika P, lintasan dengan # titik, maka

( 1,n=1,
3,n=2,
wEy=1  an=3

l4n>41<d<3,
5n>24;4<d<0.
Bukti:
Kasus1l:n =1
Trivial
Kasus2:n =2
Jika n = 2, maka P, = K,. Graf ini memiliki dua titik
yang saling berhubungan langsung dan satu sisi
yang menghubungkan kedua titik tersebut. Pada
pewarnaan total kuat-d, setiap dua titik yang
berhubungan langsung memiliki warna berbeda,
dan setiap sisi yang menghubungkan kedua titik
tersebut juga harus memiliki warna berbeda. Dengan
demikian, diperlukan paling sedikit tiga warna
berbeda. Berarti,

Xa(P) =3 ....(1)
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Berdasarkan Definisi 3.3, diperoleh
Xa(P) <3....(2)
Dari (1) dan (2) disimpulkan bahwa
xa(P) =3
Berikut sebuah pewarnaan total kuat-d pada P,
menggunakan 3 warna berbeda

° °
1 2 3

Gambar 9. Pewarnaan total kuat-d pada P,
menggunakan 3 warna

Kasus 3:n =3
Perhatikan bahwa lintasan P; memiliki tiga titik,
yaitu dua titik ujung yang berderajat 1 dan satu titik
internal yang berderajat 2. Pada pewarnaan total
kuat-d, setiap dua titik yang berhubungan langsung
memiliki warna berbeda, dan setiap sisi yang
menghubungkan kedua titik tersebut juga harus
memiliki warna berbeda. Titik internal pada P;
memiliki himpunan warna yang terdiri dari warna
titik tersebut dan warna dua sisi yang terkait.
Akibatnya, himpunan warna pada titik internal
harus berbeda dari himpunan warna pada kedua
titikk ujung. Dengan demikian, tidak mungkin
terdapat pewarnaan total kuat-d pada P; yang
menggunakan kurang dari 4 warna.
Berarti,

Xd(P3) =4 ....03)
Berdasarkan Definisi 3.3,

Xd(P3) <4 ....(4)
Dari (3) dan (4) disimpulkan bahwa

Xa(P3) =4

Dalam hal ini, sebuah pewarnaan total kuat-d
dengan menggunakan 4 warna diperlihatkan pada
Gambear 10.

@ @
2 1

 J
4

Gambar 10. Pewarnaan total kuat-d pada P
menggunakan 4 warna

Kasus4:n>4;1<d<3

Setiap titik internal pada lintasan P, berderajat 2,
sehingga dalam pewarnaan total kuat sejati,
titik
diperlukan 3 warna berbeda, yaitu warna titik dan

himpunan warna pada setiap internal
warna dua sisi yang terkait dengan titik itu. Dengan
kata lain, untuk setiap titik internal v € V(P,), karena
d(v) = 2 berlaku |C(v)| = 3 dengan C(v) = {i,j, k}

dan {i,j, k} berbeda. Dalam pewarnaan total kuat-d
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pada B, Vv € V(P,) dengan 1 < d(u,v) <d,C(u) #
C(v).

Akibatnya, terdapat sebanyak d + 1 titik internal
berurutan pada P, yang seluruhnya harus memiliki
himpunan warna berbeda. Karena setiap himpunan
warna pada titik internal adalah 3, maka banyaknya
kemungkinan himpunan warna
dibentuk dari k warna adalah (’;) Pada lintasan P,,
ambil d + 1 titik internal berurutan. Jarak antara dua
titik terjauh di antara titik-titik tersebut adalah d.
Oleh karena itu, setiap pasangan titik di antara d + 1

yang dapat

titik internal tersebut memiliki jarak paling besar d.
Dengan demikian, seluruh titik tersebut harus
memiliki himpunan warna berbeda, berlaku (’;) =
d+1.

Karena pada kasus ini, 1 <d <3, makad +1 < 4.
Nilai minimum k yang memenuhi (’;) = 4 adalah
k = 4, karena (:) = 4. Dalam hal ini, 4 titik internal
yang berurutan dapat memiliki himpunan warna
sebagai berikut: {1,2,3},{1,2,4},{2,3,4},{1,3,4}.
Teknik pewarnaan dapat dilakukan secara siklik dan
periodik. Dengan formula sebagai berikut:

Vig Va Va vz Vs Vs V4 V3 V2 Vi

(@)
i 4 3 2 I 4 3 2 1 4
"S- -SRI S _——
3 T 3 3 3 T 3 3 3

(b)
Gambar 11. (a) Graf lintasan dengan 20 titik (P,();
(b) Pewarnaan total kuat-d padan>4; 1<d <3

Misalkan P, adalah lintasan dengan titik-titik
Vq,Vy,..., U, dan sisi-sisi ey, e,,...,e,_;. Definisikan
fungsi
f:V(B)VUE(R) - {1,2,3,4}

sedemikian hingga, Vv; € V(F,)

1, i =2 (mod4),

2, i =3 (mod4),

flv) = 3, i=0 gmod 43,
4, i =1 (mod 4).

Vei (S E(Pn)
1, i =0 (mod 4),
)2, i =1 (mod4),
Fed =93 i=2(mod4),
4, i =3 (mod 4).

Berdasarkan konstruksi tersebut, pewarnaan f
merupakan pewarnaan total kuat-d dengan 1 < d <

3 pada P, dengan menggunakan 4 warna, karena

setiap dua titik u,v € (B,) dengan 1 <d(u,v) <d,
berlaku C(w) # C(v) .
Definisi 3.3, diperoleh

Xa(P) <4....05)
Karena 1 < d < 3, maka tidak ada pewarnaan total

Dengan demikian, dari

kuat-d pada P, dengan menggunakan kurang dari 4
warna, sehingga

Xd(P) =4 ....(6)
Dari (5) dan (6) disimpulkan bahwa

Xa(B) =4

Kasus5:n>4;4<d<9
Dalam pewarnaan total kuat-d pada P,, untuk setiap
dua titik u,v € V(B,) dengan 1 < d(u,v) < d,C(u) #
C(v) . Akibatnya, terdapat sebanyak d+1 titik
internal yang berurutan pada P, , yang harus
memiliki himpunan warna titik berbeda. Setiap titik
internal pada P, berderajat 2, sehingga kardinalitas
himpunan warna pada setiap titik adalah 3. Oleh
karena itu, banyaknya himpunan warna berbeda
yang dapat dibentuk dari k warna adalah (¥). Agar
memenuhi syarat pewarnaan total kuat-d berlaku
©)=d+1.
Karena pada kasus ini, 4 <d £ 9, makad + 1 < 10.
Nilai minimum k yang memenuhi (g) > 10 adalah
k=5, karena (2) =10 .
diperlukan paling sedikit 5 warna dalam pewarnaan
total kuat-d pada P,. Dalam hal ini, 10 titik internal
yang berurutan dapat memiliki himpunan warna
sebagai berikut: {1,2,3},{2,3,4}, {3,4,5},{1,4,5},{2,3,5},
{2,4,53},{1,2,4},{1,3,4},{1,3,5},{1,2,5}.
Teknik pewarnaan dapat dilakukan secara siklik dan

Dengan demikian,

periodik. Dengan formula sebagai berikut:
Perhatikan Gambar 11.(a).
dilakukan konstruksi pewarnaan sebagai berikut:

Selanjutnya akan

2 s s 3 2
b o o o . & . & & - & & 8
3 1 3 3 3 3 3 3 i

L
4

Gambar 12. Pewarnaan total kuat-d padan > 4; 4 <
d<9

Misalkan P, adalah lintasan dengan titik-titik
Vq,Vy,..., U, dan sisi-sisi ey, e,,...,e,_;. Definisikan
fungsi

g:V(B)VE(R) - {1,2,3,4,5}

sedemikian hingga, Vv; € V(F,)
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1, i€{510,1520,...},
i €{1,811,18,
i €{2,6,12,16,
i €{3,9,13,19,

i€{4,714,17,

( )
gcvi)={ )
L )

Ul WN

Ve; € E(P,)

, i €{1,8,11,18,...}

i €{26,12,16,...},
}
}

]

(
g(e) = %
s,

Berdasarkan konstruksi

]

1

2

3, i €{391319,...

4, i€{4,714,17,...
i € {5,10,15,20,...}.

tersebut,

’

pewarnaan g
merupakan pewarnaan total kuat-d pada B, dengan
menggunakan 5 warna, karena setiap dua titik u, v €
(B,) dengan 1 <d(u,v)<d, dengan 4<d<9,
C(u) # C(v). Dengan demikian, dari Definisi 3.3,
diperoleh

Xa(P) <5....(7)
Karena tidak ada pewarnaan total kuat-d pada P,
dengan 4 <d <9 menggunakan kurang dari 5
warna, sehingga

Xd(P)=5....(8)
Dari (7) dan (8) disimpulkan bahwa

Xd(B) =5

Lemma terbukti.

Teorema 3.5:
Jika d,k € Z* dengan (*;')<d+1<(%) dan Py
lintasan tak hingga, maka

Xa(Po) = k
Bukti:
Karena Vv € V(P,) memiliki derajat d(v) = 2, maka
dalam sebuah pewarnaan total kuat sejati pada P.,,
terdapat 3 warna yang berbeda, yaitu warna titik dan
warna dua sisi yang terkait pada titik itu. Akibatnya,
Vv € V(P,) berlaku |C(v)| = 3. Dalam pewarnaan
total kuat-d pada P,,, setiap dua titik yang jaraknya
paling besar d harus memiliki himpunan warna
berbeda. Oleh karena itu, sebanyak d + 1 titik di P,
harus memiliki himpunan warna berbeda. Karena
setiap titik v € V(P,) memiliki himpunan warna
C(v) dengan |C(v)| = 3, dan warna diambil dari k
warna yang tersedia, maka jumlah maksimum
himpunan warna titik yang dapat dibentuk dan
saling berbeda adalah banyaknya himpunan
berukuran 3 dari k elemen, yaitu (). Agar tersedia
cukup himpunan warna untuk d + 1 titik berurutan,
berlaku

d+1<(%).
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Dengan demikian, diperlukan sebanyak k warna
berbeda.

Menggunakan struktur pewarnaan seperti pada
bukti Lemma 3.4, diperoleh sebuah pewarnaan total
kuat-d pada P, dengan menggunakan k warna.
Berdasarkan Definisi 3.3, diperoleh

Xd(Po) <k ....(1)
Sebaliknya, jika hanya digunakan k—1 warna,
maka jumlah maksimum himpunan warna titik yang
dapat dibentuk hanya (*;*). Karena
d+1>(*;"),

maka dalam sebuah pewarnaan total kuat-d pada P,

diperlukan paling sedikit k warna. Dengan
demikian, diperoleh
Xd(Po) =k .....(2)
Dari (1) dan (2) disimpulkan
Xa(Po) = ke
Teorema terbukti. |

Contoh:
Untuk d =9

(3 )<a+1=()

Karena d +1 = 10, diperoleh

<:>:4<10310:(§>

Dengan demikian, diperoleh k=5, untuk d =9,
dalam pewarnaan total kuat-d pada P,,, diperlukan
tepat k = 5 warna berbeda dengan d +1=9+1=
10 titik internal berurutan memiliki himpunan
warna berbeda. Teknik pewarnaan dapat dilakukan
secara siklik dan periodik.

ys V7 Vo Xy X2 X3 Xg Xs X X7 Xg Xo X0

fs S

Yo Vs Ve V3 )2 0N

fs fs fs fi o fr € € € "€ Tes T € eg € €0

@)

Selanjutnya akan dilakukan konstruksi pewarnaan

Vio )

fo Jo

sebagai berikut:

r2 3 4 5 1 3 5 2 4 1 2 3 4 5 1 3 5 2 4 1
00080 T 0 0 0
5 1 2 3 4 5 2 4 1 3 5 1 2 3 4 5 2 4 1 3

(b)
Gambar 13. (a) Lintasan tak hingga (P.); (b)
Pewarnaan total kuat-d pada P,, dengan d = 9

Misalkan P, adalah lintasan tak hingga dengan
himpunan titik
V(Poo) = { Y3, Y2, Y1, Vor X1, X2, X3, - - .
dan himpunan sisi
E(POO) = {""fSthJflt €1,€2,€3,...
Definisikan fungsi
c:V(Po)VE(P,) = {1,2,3,4,5}

}
3.
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sedemikian hingga,
fwo)=1

untuk setiap i > 1,
1, i € {5,10,15,20,...},
2, i €{1811,18,...
3, i €{2,6,12,16,...
4, i €{3913]19,...
5,
=

e(x) = 1

o o o o

i€{4,714,17,...
1,

1, i€{510,15,20,...
2, i€{2912,19,...
3, i€{481418,...
4, i€{1,71117,...
5, i €{3,613,16,...

Untuk setiap i > 1, definisikan
(L i€{291219,...},
2, i€{371317,...},
c(e) = { 3, i€{410,1420,...},
4, i€{581518,...},
\s, ie{161116,...}.

dan untuk setiap i

b

c(y) = 1

e el ad

dan
(1, i€{291219,.},
2, i€{4814,18,...
c(f) = { 3,  ie{1711,17,...},
4, i€{361316,...},
5, ie{510,15,20,...).

Perhatikan bahwa ¢ merupakan pewarnaan total

}
}
}

kuat-d pada P, dengan menggunakan 5 warna.
Dengan demikian, dari Definisi 3.3,

Xd(Po) <5 .....(1)
Karena d = 9, maka tidak ada pewarnaan total kuat-
d pada P, dengan menggunakan kurang dari 5
warna, sehingga

Xd(Po) =5 .....(2)
Dari (1) dan (2) disimpulkan bahwa

Xd (Po) =5 =k.

Selanjutnya akan dicari bilangan kromatik total
kuat-d pada lintasan berhingga B, . Untuk itu,
diperlukan Lemma berikut.
Lemma 3.6:
Jika d € Z*, dan B, lintasan dengan n titik, maka
Xa(P) < xa(Py) <...< xa(R) << x4 (Fo)
Bukti:
Dari Lemma 3.4 diperoleh,
Xa(P) =1 xq(P2) = 3; x4 (P3) = 4 x4 (P) =
5....(1)
Untuk n > 4, pikirkan sebuah pewarnaan total kuat-
d pada lintasan tak hingga P, atau lintasan P,,;,i €
Z*. Pewarnaan total kuat-d tersebut menginduksi
sebuah pewarnaan total kuat sejati w pada lintasan

P, dengan menggunakan k warna, sedemikian
hingga setiap dua titik yang berjarak paling besar d
memiliki himpunan warna berbeda. Karena setiap
titik internal pada P, berderajat 2, maka setiap titik
tersebut diperlukan sedikitnya 3 warna berbeda.
Akibatnya, agar terdapat cukup himpunan warna
berbeda, berlaku (';) > 2, sehingga diperoleh k > 4.
Jikan > d + 1, maka titik-titik internal pada P, dapat
total kuat-d,
sehingga setiap dua titik yang jaraknya tidak

diwarnai mengikuti pewarnaan
melebihi 4 memiliki himpunan warna berbeda.
Sementara itu, titik awal dan titik akhir dari B,
diwarnai mengikuti pola pewarnaan secara siklik
dan periodik seperti konstruksi dalam bukti Lemma
3.4, sehingga himpunan warna pada titik awal dan
titik akhir juga berbeda. Dengan demikian, diperoleh
pewarnaan total kuat-d pada P, menggunakan k
warna.
Oleh karena itu, untuk n > 4, diperoleh
4 < xi(P) S xd(Ps) <...<xi(B) ...
Xd (Ps).....(2)
Dari (1) dan (2) disimpulkan
Xa(P) < xd(P2) <...< xg(B) <. < xa (Po)
Lemma terbukti. |

Teorema 3.7:

Misalkan P, adalah graf lintasan dengan n > 4 dan
d,k € z*.Jika (*;") < min{n — 2,d + 1} < (£). Maka
xa(R) =k

Bukti:
Dalam sebuah pewarnaan total kuat-d pada lintasan
P, terdapat paling banyak n, titik internal berderajat
2 dengan

n, = min{(n — 2),d + 1}
Karena setiap titik internal berderajat 2, maka
kardinalitas himpunan warna adalah 3. Akibatnya,
titik-titik tersebut harus memiliki himpunan warna
berbeda.
Karena n, > (“;'), maka jumlah himpunan warna
berbeda yang diperlukan melebihi banyaknya
kombinasi 3 warna dari k — 1 warna. Oleh karena
itu, pewarnaan total kuat-d pada B, memerlukan
paling sedikit k warna.
Dengan demikian,

Xd(B) =k ....(1)

Kasus1l:d+1=n—-2
Jikad +1 = n— 2, maka

min{n —2,d+ 1} =n—2.
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sedemikian hingga semua titik berderajat 2 di P,
harus memiliki himpunan warna berbeda. Karena
n—2< (g), maka terdapat sebuah pewarnaan total

kuat-d pada P, dengan menggunakan k warna.
siklik dan
periodik seperti pada bukti Lemma 3.4, diperoleh

Dengan menggunakan konstruksi

pewarnaan total kuat-d pada B, dengan k warna.
Berarti
Xa(B) <k ...(2
Dari (1) dan (2) diperoleh
Xa(P) =k
Kasus2:d+1<n-2
Jikad +1 <n— 2, maka
min{n —2,d+1}=d + 1.

Hanya d + 1 titik internal yang harus memiliki
himpunan warna berbeda. Kondisi ini mengikuti
pola yang sama pada lintasan tak hingga P, karena
pada kedua graf tersebut, bilangan kromatik total
kuat-d ditentukan oleh jarak maksimum d, bukan
banyaknya titik.
Dari Lemma 3.6 diperoleh bahwa

Xzi,(Pn) < X(ril(POO) =k.
Dengan demikian,

Xa(B) <k ..(3)
Dari (1) dan (3) disimpulkan
Xa(P) =k

Teorema terbukti.

Contoh:
Kasusl:d+1>n-2
Perhatikan lintasan P;, pada Gambar 14.

/1 4 2 5 3 1 5 4 3 2
*—0—0—0 00 000 ¢
3 1 4 2 5 4 3 2 1
Pyo

Gambar 14. Pewarnaan total kuat-7 pada Pyq
dengan menggunakan 5 warna

Karena n =10 , maka terdapat n—2 =28 titik
internal. Untuk d = 7 berlaku
d+1=74+1=8=2n-2,
sehingga
min{fn —2,d+1}=n—-2=28.
Dalam pewarnaan total kuat-d, semua titik internal
tersebut harus memiliki himpunan warna berbeda.

Karena
_ 5\ _
n—2-8$(3)— 10,
internal harus memiliki
berbeda,

maka n—2=8 titik

himpunan warna yaitu:
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{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{1,4,5},{2,3,5},{2,4,5},{1,2,4},
{1,3,4}. Dengan demikian, pewarnaan total kuat-7
pada P, dapat dilakukan dengan menggunakan 5
warna.

Kasus2:d+1<n-2

Perhatikan lintasan P;, pada Gambar 15.

/I 4 3 2 1 4 3 2

NS

Gambar 15. Pewarnaan total kuat-3 pada Py
dengan menggunakan 4 warna

Karena n =10 , maka terdapat n—2 =8 titik
internal. Untuk d = 3 berlaku
d+1=34+1=4<n-2,

sehingga

min{n —2,d+1}=d +1 =4.
Dalam pewarnaan total kuat-d, semua titik internal
tersebut harus memiliki himpunan warna berbeda.
Karena

_ 4 _
d+1—4$(3)—4,
maka d+1=4 titik

himpunan warna
{1,2,3},{2,3,4},{1,3,4},{1,2,4} .
pewarnaan total kuat-3 pada P, dapat dilakukan

internal harus memiliki
berbeda,
Dengan demikian,

yaitu:

dengan menggunakan 4 warna.

Definisi 3.4
Misalkan C,, dengan # titik dengan
V(Cp) = {vy,va,..., v}
dan
E(C) ={ei=viviq|1<i<n—1}U{e, = vy}
Misalkan w sebuah pewarnaan total kuat sejati pada
C, , sebuah segmen-warna dengan panjang ¢,
dinotasikan dengan S;, adalah barisan warna yang
terdiri atas segmen-warna dari f titik berurutan dan
segmen warna dari t+1 sisi berurutan. Secara
simbolik
St = WWi—v), w), w(ViVi41), W(Vis1), -

W(Virt-1) W(Vitt-1Vise))
Perhatikan bahwa komponen
komponen terakhir pada barisan tersebut adalah

pertama dan
warna-warna sisi Cy,.

Contoh:

Perhatikan pewarnaan total kuat sejati pada sikel Cg
dan sikel C; pada Gambar 16.
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@)

Gambar 16. (a) G Pewarnaan total kuat sejati pada

(b)

Cs dengan menggunakan 4 warna (b) H Pewarnaan
total kuat sejati pada C; dengan menggunakan 4
warna

Pada Gambar 16.(a), terlihat bahwa w(v;v,) =
Lw(v,) = 2,w(vvs) =3, w(vs) =4 w(vsvg) =1
Dengan demikian,
S = (W(V3U4)’W(V4)’W(V4U5)' w(vs), W(”s”s))
=(1,234,1)
sebuah segmen-warna dengan panjang 2, dengan 2
warna titik dan 2+1 warna sisi pada Cs.
Pada Gambar 16.(b), terlihat bahwa w(v,v,) =
Lw(w,) = 2,w(vvs) = 3;w(vs) = Lw(vzv,) =
4w(vy) = 3,w(vavs) = 2, w(vs) = Lw(vsve) =
4,w(ve) = 3, w(vev;) = 1.
S5 = (W(v12), w(v2), w(v,V3), w(V3), Ww(V3v,), W(Vs),
w(Vavs), w(Vs), w(VsVs), W(Ve), W(VsV7)
=(1,2,3,1,4,3,2,1,4,3,1)
sebuah segmen-warna dengan panjang 5, dengan 5
warna titik dan 5+1 warna sisi pada C,.

Teorema 3.8:
Jikan = 4, maka y;' (C,) = 4
Bukti:
Karena VveV((C,),d(v)=2 , maka dalam
pewarnaan total kuat sejati pada C,, pada setiap titik
terdapat 3 elemen yang harus diberi warna berbeda,
yaitu titik dan dua sisi yang terkait dengan titik itu.
Dengan demikian, pada setiap titik terdapat 3 warna
berbeda. Pada pewarnaan total kuat-1, maka setiap
dua titik yang berhubungan langsung harus
memiliki himpunan warna berbeda. Jika hanya
digunakan 3 warna, maka hanya terdapat satu
kemungkinan himpunan warna, yaitu {1,2,3}, dan
karena n > 4, maka harus terdapat paling sedikit 4
warna dalam pewarnaan total pada C,. Berdasarkan
Definisi 3.3,
x1(C) =4 ....(1)

Misal sikel

Cp = (Vv1,V2,V3,..., Uy, V1)
Ditinjau 2 kasus, yaitu n genap atau n ganjil.
Kasus 1: n genap
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Konstruksi pewarnaan total w pada C,, dengan
segmen-warna
52 = (W(el),W(Ul),W(GZ),W(Uz),W(€3)) = (1'2'314'1)
Titik-titik dan sisi-sisi C,, yang lain diwarnai secara
berurutan, dengan menduplikat segmen-warna S,.
Perhatikan bahwa C(v;)=1{1,2,3} dan C(v,) =
{1,3,4}. Dengan menduplikat, setiap dua titik yang
berhubungan langsung di €, memiliki himpunan
warna yang berbeda, yaitu {1,2,3} dan {1,3,4} .
Karena d = 1, maka w adalah pewarnaan-total kuat-
1 pada C, dengan menggunakan 4 warna. Dengan
demikian, berdasarkan Definisi 3.3,

X1 (C) <4...(2
Dari (1) dan (2), disimpulkan

X' (Cn) =4
Kasus 2: nn ganjil
Konstruksi pewarnaan total kuat sejati w pada C,,
sedemikian hingga, segmen-warna
Ss = (w(ey), w(vy),w(ez), w(vy),wies),w(vs),wies),
w(vs), w(es), w(vs), w(es))
=(1,23,1,43,2,1,4,3,1)

Titik-titik dan sisi-sisi yang lain dari C,, diwarnai
secara berurutan, dengan menduplikat pola
pewarnaan segmen-warna Ss, dengan syarat, jika
dalam penduplikatan titik v; mendapat warna 1,
maka ganti warna v; dengan warna 4. Himpunan
warna dari titik-titik di segmen Ss; adalah
{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4},{1,24} dan setiap dua titik
berhubungan langsung memiliki himpunan warna
berbeda. Dengan demikian, w adalah sebuah
pewarnaan-total kuat-1 pada sikel €, dengan 4
warna. Akibatnya, berdasarkan Definisi 3.3,

X1 (Cp) <4....3)
Dari (1) dan (3), disimpulkan

x(G) =4

Teorema terbukti.

Teorema 3.9:

Jika n,d,k€Z* dengan 1<d S%n—l dan n >
n |k
[a5:] () maka

Bukti:
Karena vv € V(C,) , maka setiap titik v € V(C,)
berderajat 2. Oleh karena itu, dalam pewarnaan total

xi(CH=k+1

kuat sejati pada C,,, setiap titik selalu terhubung
dengan dua sisi. Akibatnya, kardinalitas himpunan
warna setiap titik adalah

IC(w)| = 3.
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Karena %n -1< EJ, maka d < %n -1< EJ Dalam
pewarnaan total kuat-d pada C, berlaku bahwa
setiap d+1
himpunan warna berbeda. Maka setiap himpunan

titik berurutan harus memiliki

warna titik hanya bisa dipakai paling banyak [ﬁj
kali untuk semua titik di C,,.
Dengan demikian, untuk dapat mewarnai seluruh n
titik pada C,, diperlukan paling sedikit

it - (1)

t= T +eee

&l
himpunan warna titik berbeda.
Jika pewarnaan total kuat-d hanya menggunakan k
warna, maka banyaknya himpunan warna titik

berbeda yang dapat dibentuk dengan kardinalitas 3
adalah (g) Artinya, dengan k warna, kardinalitas

himpunan warna titik berbeda hanya (I;)
n> [zl )
n

e (4) o

Dari (1) dan (2), diperoleh

k
t>(3)
Dengan demikian,

Xa (Cn) >k
Kardinalitas himpunan warna yang dibutuhkan

Karena

maka

>

)

melebihi kardinalitas himpunan warna yang dapat

dibentuk dari k warna. Oleh karena itu, pewarnaan

total kuat-d pada C,, tidak dapat dilakukan dengan k

warna.

Oleh karena itu, diperlukan paling sedikit k + 1

warna untuk membentuk pewarnaan total kuat-d

pada C,.

Karena y; (C,) dan k bilangan bulat, diperoleh
Xa(C) zk+1

Teorema terbukti.

Teorema 3.10:
Jikan = 16, maka
5n ¢ {21,22,23,31

X7 (Cn) = { S, ;ilang lain )
Bukti:
Karena Vv € V(C,),d(v) = 2, maka pada pewarnaan
total kuat sejati, himpunan warna titik terdiri atas
warna titik dan dua sisi yang terkait dengan titik itu.

Dengan demikian, diperoleh |C(v)| = 3. Untuk n >
16 dan d = 7, berlaku 1<d£%n—1 dan d+1=

132

7+1=28. Oleh karena itu, setiap 8 titik yang
berurutan pada C,, harus memiliki himpunan warna
titik berbeda. Agar jumlah himpunan warna titik
yang mungkin untuk membedakan d + 1 = 8 titik

berurutan, harus berlaku 8 > (I,;) , maka k=14.

Dengan demikian, x;(C,) >4 . Karena x4(C,)
merupakan bilangan bulat, diperoleh
xa(C)=4+1=25....(1)

Karenad +1=8< (],;), maka k > 5.

Perhatikan segmen-warna dengan panjang 8, 9, dan
10 pada C, menggunakan 5 warna sebagai berikut:
Se =(1,3,2,1,4,2,3,4,1,5,2,3,5,2,4,5,1);
So =(1,3,2,1,4,2,3/4,1,5,2,3,5,2,4,3,5,4,1);

S0 =(1,3,21,4,2,3,41,5,2,3,5,2,4,5,3,1,5,4,1)
Tujuh titik pertama dan titik terakhir dari ketiga
segmen tersebut memiliki himpunan warna titik
sebagai berikut: {1,2,3},{1,2,4},
{2,3,4},{1,3,4},{1,2,5},{2,3,5},{2,4,5},{1,4,5}.
Kombinasi dari segmen-segmen warna tersebut
dapat membentuk pewarnaan-total kuat-7 pada C,
jika terdapat solusi bulat non-negatif xg, xg, x;o dari
persamaan

n = 8xg + 9x9 + 10x44
Untuk n = 16, persamaan tersebut memiliki solusi
bulat non-negatif untuk semua n kecuali n €
{21,22,23,31} .
{21,22,23,31} terdapat pewarnaan total kuat-7 pada

Dengan demikian, untuk n ¢
C, dengan menggunakan 5 warna.
Solusi-solusi tersebut ada jika :
n = 8q, dengan q = 2, sehingga

n € {16,24,32,40,..
n=8+1=8(g—-1)+9=9 ,
sehingga

3

dengan q=2 ,

n € {17,25,33,41,...}
n=8q+2=8(q—-1)+10=>10, dengan q=2,
sehingga

n € {18,26,34,42,...}
n=8q+3=8(q—2)+9+10=19, dengan q = 2,
sehingga

n € {19,27,3543,...}
n=8q+4=8(q—2)+20=>20, dengan q=2,
sehingga

n € {20,28,36,44,...}

Perhatikan bahwa n # 21
n=8g+5=8(q—3)+29=8(g—3)+9+20>=>
29, dengan q = 2, sehingga

n € {29,37,45,53,...}
Perhatikan bahwa n # 22
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n=8g+6=8(gq—3)+30=8(qg—3)+3(10) =
30, dengan q = 2, sehingga
n € {30,38,46,54,...}

Perhatikan bahwa n # 23,31
n=8q+7=8(q—4)+9+3(10) = 39, sehingga

n € {39,47,55,...}
Dengan demikian, untuk n € {21,22,23,31}, ada
pewarnaan-total kuat-7 dengan menggunakan 5
warna. Dengan demikian, berdasarkan Definisi 3.3,
diperoleh

Xi(C) <5....(2)
Dari (1) dan (2), disimpulkan

2 =5

Untuk n € {21,22,23,31}, diperoleh

ny/5 n
n>[5(3) =[5l 10

Berdasarkan Teorema 3.9, diperoleh

Xi(C)=25+126....03)
Sebuah pewarnaan total kuat-7 pada C, dengan 6
warna dapat dikonstruksi menggunakan segmen
panjang 10 dan segmen panjang 11 sebagai berikut:

S10 = (1,3,21,4,2,3,4,1,5,2,3,5,1,3,4,5,2,4,5,1)
dan
S1=01321,4,23415,23,5,1,3,4,5,2,4,5,1,6,2)

Selanjutnya, sebuah pewarnaan-total kuat-7
dikonstruksi sebagai berikut:

1) Untuk n = 21, segmen-warna Sj, dilanjut S;;
2) Untuk n =22, dua kopi Sj, dan segmen
(1,2,6,51)
3) Untuk n=23, dua kopi Sj, dan segmen
(1,6,2,3,6,5,1)
4) Untuk n = 31, dua kopi S;, dan S;;
Dengan demikian, diperoleh pewarnaan-total kuat-7
pada C, dengan menggunakan 6 warna.
Berdasarkan Definisi 3.3, diperoleh
X4 (Cp) <6.....(4)
Dari (3) dan (4), disimpulkan
Xa(Cn) =6
Teorema terbukti. ]

Contoh:
Perhatikan pewarnaan total kuat-7 pada C,; dan C,;3
pada Gambar 17 dan Gambar 18.
Untuk n = 27, diperoleh
n = 8xg + 9x9 + 10x44

n=28(1) +9(1) +10(1)
C,; dapat dikonstruksi sebagai gabungan satu
segmen-warna panjang 8, satu segmen-warna
panjang 9, dan satu segmen-warna panjang 10.

Dengan menggabungkan ketiga segmen-warna
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secara berurutan, diperoleh pewarnaan total kuat-7
pada C,; dengan menggunakan 5 warna.

¢ o o o .o
s 2 3 2 34
le o5
1|
3 o3
5e )|
"ol
4 )
e ')
5 12
3e o4
> hl
213, 4,2,1,5,4,5,2]]
5 4 1 3 4 3 2 3 5
C27

Gambar 17. Pewarnaan-total kuat-7 pada C,;

Untuk n = 23, diperoleh dua kopi S;, dan segmen
(1,6,2,3,6,5,1)
n=23-25j,+(1,62,3,6,5,1)
Konstruksi ~ pewarnaan  dilakukan
segmen-warna yang
sehingga panjang total sikel terpenuhi. Pewarnaan

dengan
mengombinasikan sesuai
yang dihasilkan juga memenuhi sifat pewarnaan
total kuat-7.

Gambar 18. Pewarnaan-total kuat-7 pada C,3

PENUTUP

SIMPULAN

Berdasarkan pembahasan pada skripsi, maka
dapat disimpulkan bahwa bilangan kromatik total
kuat-d pada graf yaitu sebagai berikut:

1. Jika G graf dengan ty,t, € Z* dan t; < t,, maka:
x6;(6) < X, (6)
Jika G graf dan Gy, G,, ..., G; adalah t komponen
berbeda G, maka:
xa(G) = max{yq (G)/1< i<t}
Jika G graf dan d € Z* maka:
X4 (G) < x5 (6)
Graf lintasan P, dengan n titik memiliki
bilangan kromatik total kuat-d yaitu:
( 1,n=1
3n=2
X:{(Pn):4 4n=3
L4,n24; 1<d<3
5n=24,4<d<9
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5. Graf lintasan-tak hingga (P), dengan (*;*) <
d+1< (’3‘) memiliki bilangan kromatik total
kuat-d yaitu:

Xa (Fo) = ke

6. Graf lintasan P, dengan n titik memiliki
bilangan kromatik total kuat-d yaitu:

Xa(P) < xd(P2) <. < xg (B) <. < Xq (Po)

7. Graf lintasan P, dengan n >4 dan (*}') <
min{n —2,d + 1} < (’;) memiliki  bilangan
kromatik total kuat-d yaitu:

Xa(B) =k

8. Graf sikel €, dengan n > 4 memiliki bilangan
kromatik total kuat-1 yaitu:

x(Cn) =4

9. Graf sikel C, dengan 1<d < %n —1 dan n >
lﬁ] (’;) , memiliki bilangan kromatik total
kuat-d yaitu:

Xd(Cr) =k +1

10. Graf sikel C;, dengan n = 16, memiliki bilangan
kromatik total kuat-7 yaitu:

R
SARAN

Pada skripsi ini hanya fokus pada bilangan
kromatik total kuat-d pada graf, yaitu graf lintasan
dan graf sikel. Bagi pembaca yang memiliki minat
bidang akademisi yang sama, penulis menyarankan
untuk membahas bilangan kromatik total kuat-d
pada jenis graf lain.
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  1 ≤ d ≤ 3


    P  n


  u , v ∈ (   P  n


  1 ≤ d ( u , v ) ≤ d


  C ( u ) ≠ C ( v )


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) ≤ 4


  1 ≤ d ≤ 3


    P  n


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) ≥ 4


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) = 4


  n ≥ 4 ;   4 ≤ d ≤ 9


    P  n


  u , v ∈ V  (   P  n )


  1 ≤ d  ( u , v ) ≤ d , C ( u ) ≠ C ( v )


  d + 1


    P  n


    P  n


   (   k 3 )


   (   k 3 ) ≥ d + 1


  4 ≤ d ≤ 9


  d + 1 ≤ 10


   (   k 3 ) ≥ 10


  k = 5


   (  5 3 ) = 10


    P  n


  { 1 , 2 , 3 } , { 2 , 3 , 4 } , { 3 , 4 , 5 } , { 1 , 4 , 5 } , { 2 , 3 , 5 } ,


  { 2 , 4 , 5 } , { 1 , 2 , 4 } , { 1 , 3 , 4 } , { 1 , 3 , 5 } , { 1 , 2 , 5 }


  n ≥ 4 ;   4 ≤ d ≤ 9


    P  n


    v 1 ,   v 2 , . . . ,   v  n


    e 1 ,   e 2 , . . . ,   e  n − 1


  g : V (   P  n ) ∪ E (   P  n ) → { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }


  ∀   v  i ∈ V (   P  n )


  g (   v  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 5 , 10 , 15 , 20 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 1 , 8 , 11 , 18 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 2 , 6 , 12 , 16 , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 3 , 9 , 13 , 19 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 4 , 7 , 14 , 17 , . . . } .


  ∀   e  i ∈ E (   P  n )


  ∀   e  i ∈ E (   P  n )


  g (   e  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 1 , 8 , 11 , 18 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 2 , 6 , 12 , 16 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 3 , 9 , 13 , 19 , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 4 , 7 , 14 , 17 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 5 , 10 , 15 , 20 , . . . } .


  g (   e  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 1 , 8 , 11 , 18 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 2 , 6 , 12 , 16 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 3 , 9 , 13 , 19 , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 4 , 7 , 14 , 17 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 5 , 10 , 15 , 20 , . . . } .


  g


    P  n


  u , v ∈ (   P  n


  1 ≤ d ( u , v ) ≤ d


  4 ≤ d ≤ 9


  C ( u ) ≠ C ( v )


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) ≤ 5


    P  n


  4 ≤ d ≤ 9


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) ≥ 5


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) = 5


  ∎


  d , k ∈   Z +


   (   k − 1 3 ) < d + 1 ≤  (   k 3 )


    P ∞


    𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ ) = k


  ∀ v ∈ V (   P ∞ )


  d ( v ) = 2


    P ∞


  ∀ v ∈ V (   P ∞ )


  | C ( v ) | = 3


    P ∞


  d + 1


    P ∞


  v ∈ V (   P ∞ )


  C ( v )


  | C ( v ) | = 3


   (   k 3 )


  d + 1


  d + 1 ≤  (   k 3 )


    P ∞


    𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ ) ≤ k


  k − 1


   (   k − 1 3 )


  d + 1 >  (   k − 1 3 )


    P ∞


    𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ ) ≥ k


    𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ ) = k


  ∎


  d = 9


   (   k − 1 3 ) < d + 1 ≤  (   k 3 )


  d + 1 = 10


   (  4 3 ) = 4 < 10 ≤ 10 =  (  5 3 )


  k = 5


  d = 9


    P ∞


  k = 5


  d + 1 = 9 + 1 = 10


    ( P ∞ )


    P ∞


  d = 9


    P ∞


  V (   P ∞ ) = { . . . ,   y 3 ,   y 2 ,   y 1 ,   v 0 ,   x 1 ,   x 2 ,   x 3 , . . . }


  E (   P ∞ ) = { . . . ,   f 3 ,   f 2 ,   f 1 ,   e 1 ,   e 2 ,   e 3 , . . . }


  c : V (   P ∞ ) ∪ E (   P ∞ ) → { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 }


  f (   v 0 ) = 1


  i ≥ 1


  c (   x  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 5 , 10 , 15 , 20 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 1 , 8 , 11 , 18 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 2 , 6 , 12 , 16 , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 3 , 9 , 13 , 19 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 4 , 7 , 14 , 17 , . . . } .


  i ≥ 1


  c (   y  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 5 , 10 , 15 , 20 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 2 , 9 , 12 , 19 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 4 , 8 , 14 , 18 , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 1 , 7 , 11 , 17 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 3 , 6 , 13 , 16 , . . . } .


  i ≥ 1


  c (   e  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 2 , 9 , 12 , 19 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 3 , 7 , 13 , 17 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 4 , 10 , 14 , 20 , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 5 , 8 , 15 , 18 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 1 , 6 , 11 , 16 , . . . } .


  c (   f  i ) =  {    1 ,     i ∈ { 2 , 9 , 12 , 19 , . . . } ,   2 ,     i ∈ { 4 , 8 , 14 , 18 , . . . } ,      3 ,     i ∈ { 1 , 7 , 11 , 17 , , . . . } ,      4 ,     i ∈ { 3 , 6 , 13 , 16 , . . . } ,   5 ,     i ∈ { 5 , 10 , 15 , 20 , . . . } .


  c


    P ∞


    𝜒  d  ′ ′  (   P ∞ ) ≤ 5


  d = 9


    P ∞


    𝜒  d  ′ ′  (   P ∞ ) ≥ 5


    𝜒  d  ′ ′  (   P ∞ ) = 5 = k


    P  n


  d ∈   Z +


    P  n


    𝜒  d  ′ ′ (   P 1 ) ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P 2 ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ )


    𝜒  d  ′ ′ (   P 1 ) = 1 ;     𝜒  d  ′ ′ (   P 2 ) = 3 ;     𝜒  d  ′ ′ (   P 3 ) = 4 ;   𝜒  d  ′ ′ (   P 4 ) = 5


  n ≥ 4


    P ∞


    P  n + i , i ∈   Z +


    P  n


    P  n


   (   k 3 ) ≥ 2


  k ≥ 4


  n > d + 1


    P  n


    P  n


    P  n


  n ≥ 4


  4 ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P 4 ) ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P 5 ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ )


    𝜒  d  ′ ′ (   P 1 ) ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P 2 ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ )


  ∎


    P  n


  n ≥ 4


  d , k ∈   Z +


   (   k − 1 3 ) < min { n − 2 , d + 1 } ≤  (   k 3 )


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) = k


    P  n


    n 2


    n 2 = min { ( n − 2 ) , d + 1 }


    n 2 >  (   k − 1 3 )


  k − 1


    P  n


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≥ k


  d + 1 ≥ n − 2


  d + 1 ≥ n − 2


  min { n − 2 , d + 1 } = n − 2


    P  n


  n − 2 ≤  (   k 3 )


    P  n


    P  n


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤ k


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) = k


  d + 1 ≤ n − 2


  d + 1 ≤ n − 2


  min { n − 2 , d + 1 } = d + 1


  d + 1


    P ∞


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ ) = k


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤ k


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) = k


  ∎


  d + 1 ≥ n − 2


    P 10


    P 10


    P 10


  n = 10


  n − 2 = 8


  d = 7


  d + 1 = 7 + 1 = 8 ≥ n − 2


  min { n − 2 , d + 1 } = n − 2 = 8


  n − 2 = 8 ≤  (    5   3 ) = 10


  n − 2 = 8


  { 1 , 2 , 3 } , { 2 , 3 , 4 } , { 3 , 4 , 5 } , { 1 , 4 , 5 } , { 2 , 3 , 5 } , { 2 , 4 , 5 } , { 1 , 2 , 4 } ,


  { 1 , 3 , 4 } .


    P 10


  d + 1 ≤ n − 2


    P 10


    P 10


    P 10


  n = 10


  n − 2 = 8


  d = 3


  d + 1 = 3 + 1 = 4 ≤ n − 2


  min { n − 2 , d + 1 } = d + 1 = 4


  d + 1 = 4 ≤  (    4   3 ) = 4


  d + 1 = 4


  { 1 , 2 , 3 } , { 2 , 3 , 4 } , { 1 , 3 , 4 } , { 1 , 2 , 4 }


    P 10


    C  n


  V (   C  n ) = {   v 1 ,   v 2 , . . . ,   v  n }


  E (   C  n ) = {   e  i =   v  i   v  i + 1 |   1 ≤ i ≤ n − 1 } ∪ {   e  n =   v  n   v 1 }


    C  n


    S  t


  t + 1


    S  t = ( w (   v  i − 1   v  i ) , w (   v  i ) , w (   v  i   v  i + 1 ) , w (   v  i + 1 ) , … ,


  w (   v  i + t − 1 ) , w (   v  i + t − 1   v  i + t ) )


  w (   v  i + t − 1 ) , w (   v  i + t − 1   v  i + t ) )


    C  n


    C 6


    C 7


  G                                                           H


  G


    C 6


  H


    C 7


  w (   v 3   v 4 ) = 1 ; w (   v 4 ) = 2 ; w (   v 4   v 5 ) = 3 ; w (   v 5 ) = 4 ; w (   v 5   v 6 ) = 1


    S 2 ​ =  ( w  (   v 3 ​   v 4 ​ ) , w  (   v 4 ​ ) , w  (   v 4 ​   v 5 ​ ) , w  (   v 5 ​ ) , w  (   v 5 ​   v 6 ​ ) )


  = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 1 )


  = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 1 )


    C 6


  w  (   v 1   v 2 ) = 1 ; w  (   v 2 ) = 2 ; w  (   v 2   v 3 ) = 3 ; w  (   v 3 ) = 1 ; w  (   v 3   v 4 ) = 4 ; w  (   v 4 ) = 3 ; w  (   v 4   v 5 ) = 2 ; w  (   v 5 ) = 1 ; w (   v 5   v 6 ) = 4 ; w (   v 6 ) = 3 ; w (   v 6   v 7 ) = 1


    S 5 = ( w (   v 1   v 2 ) , w (   v 2 ) , w (   v 2   v 3 ) , w (   v 3 ) , w (   v 3   v 4 ) , w (   v 4 ) ,


  w (   v 4   v 5 ) , w (   v 5 ) , w (   v 5   v 6 )


  w (   v 6 ) , w (   v 6   v 7 )


  = ( 1 , 2 , 3 , 1 , 4 , 3 , 2 , 1 , 4 , 3 , 1 )


    C 7


  n ≥ 4


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) = 4


  ∀ v ∈ V (   C  n ) ,   d ( v ) = 2


    C  n


  { 1 , 2 , 3 } ,


  n ≥ 4


    C  n


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) ≥ 4


    C  n =   ( v 1 ,   v 2 ,   v 3 , . . . ,   v  n ,   v 1 )


    C  n


    S 2 = ( w (   e 1 ) , w (   v 1 ) , w (   e 2 ) , w (   v 2 ) , w (   e 3 ) ) = ( 1 , 2 , 3 , 4 , 1 )


    C  n


    S 2


  C (   v 1 ) = { 1 , 2 , 3 }


  C (   v 2 ) = { 1 , 3 , 4 }


    C  n


  { 1 , 2 , 3 }


  { 1 , 3 , 4 }


  d = 1


    C  n


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) ≤ 4


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) = 4


    C  n


    S 5 = ( w  (   e 1 ) , w  (   v 1 ) , w  (   e 2 ) , w  (   v 2 ) , w  (   e 3 ) , w  (   v 3 ) , w  (   e 4 ) ,


  w  (   v 4 ) , w  (   e 5 ) , w  (   v 5 ) , w  (   e 6 ) )


  w  (   v 4 ) , w  (   e 5 ) , w  (   v 5 ) , w  (   e 6 ) )


    =  ( 1 , 2 , 3 , 1 , 4 , 3 , 2 , 1 , 4 , 3 , 1 )


    =  ( 1 , 2 , 3 , 1 , 4 , 3 , 2 , 1 , 4 , 3 , 1 )


    C  n


    S 5


    v 1


    v 1


    S 5


  { 1 , 2 , 3 } , { 1 , 3 , 4 } , { 2 , 3 , 4 } , { 1 , 2 , 4 }


    C  n


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) ≤ 4


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) = 4


  ∎


  n , d , k ∈   Z +


  1 < d ≤  1 2 n − 1


  n >  ⌊   n  d + 1 ⌋  (    k   3 )


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≥ k + 1


  ∀ v ∈ V (   C  n )


  v ∈ V (   C  n )


    C  n


  | C ( v ) | = 3


   1 2 n − 1 ≤  ⌊   n 2 ⌋


  d ≤  1 2 n − 1 ≤  ⌊   n 2 ⌋


    C  n


  d + 1


   ⌊   n  d + 1 ⌋


    C  n


    C  n


  t =   n   ⌊   n  d + 1 ⌋  


   (    k   3 )


   (    k   3 )


  n >  ⌊   n  d + 1 ⌋  (    k   3 )


    n   ⌊   n  d + 1 ⌋   >  (    k   3 )


  t >  (    k   3 )


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) > k


    C  n


  k + 1


    C  n


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n )


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≥ k + 1


  ∎


  n ≥ 16


    𝜒 7  ′ ′ (   C  n ) =  {    5 , n ∉ { 21 , 22 , 23 , 31 }   6 ,   yang   lain  


  ∀ v ∈ V (   C  n ) ,   d ( v ) = 2


  | C ( v ) | = 3


  n ≥ 16


  d = 7


  1 < d ≤  1 2 n − 1


  d + 1 = 7 + 1 = 8


  d + 1 = 7 + 1 = 8


  8


    C  n


  d + 1 = 8


  8 >  (    k   3 )


  k = 4


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) > 4


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n )


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≥ 4 + 1 ≥ 5


  d + 1 = 8 ≤  (    k   3 )


  k ≥ 5


    C  n


    S 8 =  ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 2 , 4 , 5 , 1 ) ;


    S 9 =  ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 2 , 4 , 3 , 5 , 4 , 1 ) ;


    S 9 =  ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 2 , 4 , 3 , 5 , 4 , 1 ) ;


    S 10 =  ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 2 , 4 , 5 , 3 , 1 , 5 , 4 , 1 )


    S 10 =  ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 2 , 4 , 5 , 3 , 1 , 5 , 4 , 1 )


  { 1 , 2 , 3 } , { 1 , 2 , 4 } ,


  { 2 , 3 , 4 } , { 1 , 3 , 4 } , { 1 , 2 , 5 } , { 2 , 3 , 5 } , { 2 , 4 , 5 } , { 1 , 4 , 5 }


    C  n


    x 8 ,   x 9 ,   x 10


  n = 8   x 8 + 9   x 9 + 10   x 10


  n ≥ 16


  n


  n ∈ { 21 , 22 , 23 , 31 }


  n ∉ { 21 , 22 , 23 , 31 }


    C  n


  n = 8 q


  q ≥ 2


  n ∈ { 16 , 24 , 32 , 40 , . . . }


  n = 8 q + 1 = 8 ( q − 1 ) + 9 ≥ 9


  q ≥ 2


  n ∈ { 17 , 25 , 33 , 41 , . . . }


  n = 8 q + 2 = 8 ( q − 1 ) + 10 ≥ 10


  q ≥ 2


  n ∈ { 18 , 26 , 34 , 42 , . . . }


  n = 8 q + 3 = 8 ( q − 2 ) + 9 + 10 ≥ 19


  q ≥ 2


  n ∈ { 19 , 27 , 35 , 43 , . . . }


  n = 8 q + 4 = 8 ( q − 2 ) + 20 ≥ 20


  q ≥ 2


  n ∈ { 20 , 28 , 36 , 44 , . . . }


  n ≠ 21


  n = 8 q + 5 = 8 ( q − 3 ) + 29 = 8 ( q − 3 ) + 9 + 20 ≥ 29


  q ≥ 2


  n ∈ { 29 , 37 , 45 , 53 , . . . }


  n ≠ 22


  n = 8 q + 6 = 8 ( q − 3 ) + 30 = 8 ( q − 3 ) + 3 ( 10 ) ≥ 30


  q ≥ 2


  n ∈ { 30 , 38 , 46 , 54 , . . . }


  n ≠ 23 , 31


  n = 8 q + 7 = 8 ( q − 4 ) + 9 + 3 ( 10 ) ≥ 39


  n ∈ { 39 , 47 , 55 , . . . }


  n ∉ { 21 , 22 , 23 , 31 }


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≤ 5


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) = 5


  n ∈ { 21 , 22 , 23 , 31 }


  n >  ⌊   n 8 ⌋  (  5 3 ) =  ⌊   n 8 ⌋ . 10


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≥ 5 + 1 ≥ 6


    C  n


    S 10 ′ = ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 1 , 3 , 4 , 5 , 2 , 4 , 5 , 1 )


    S 11 ′ = ( 1 , 3 , 2 , 1 , 4 , 2 , 3 , 4 , 1 , 5 , 2 , 3 , 5 , 1 , 3 , 4 , 5 , 2 , 4 , 5 , 1 , 6 , 2 )


  n = 21


    S 10 ′


    S 11 ′


  n = 22


    S 10 ′


  ( 1 , 2 , 6 , 5 , 1 )


  n = 23


    S 10 ′


  ( 1 , 6 , 2 , 3 , 6 , 5 , 1 )


  n = 31


    S 10 ′


    S 11 ′


    C  n


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≤ 6


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) = 6


  ∎


    C 27


    C 23


  n = 27


  n = 8   x 8 + 9   x 9 + 10   x 10


  n = 8  ( 1 ) + 9  ( 1 ) + 10  ( 1 )


  n = 8  ( 1 ) + 9  ( 1 ) + 10  ( 1 )


    C 27


    C 27


    C 27


    C 27


  n = 23


    S 10 ′


  ( 1 , 6 , 2 , 3 , 6 , 5 , 1 )


  n = 23 → 2     S 10 ′ + ( 1 , 6 , 2 , 3 , 6 , 5 , 1 )  


    C 23


    C 23


  G


    t 1 ,   t 2 ∈   Z +


    t 1 ≤   t 2


    𝜒    t 1  ′ ′  ( G ) ≤   𝜒    t 2  ′ ′  ( G )


  G


    G 1 ,   G 2 , . . . ,   G  t


  t


  G


    𝜒  d  ′ ′  ( G ) = max {   𝜒  d  ′ ′  (   G  i ) / 1 ≤ i ≤ t }


  G


  d ∈   Z +


    𝜒  d  ′ ′  ( G ) ≤   𝜒  s  ′ ′  ( G )


    P  n


    𝜒  d  ′ ′  (   P  n ) =  {    1 ,   n = 1   3 , n = 2      4 , n = 3      4 , n ≥ 4 ;   1 ≤ d ≤ 3     5 ,   n ≥ 4 ;   4 ≤ d ≤ 9


    P ∞


   (   k − 1 3 ) < d + 1 ≤  (   k 3 )


    𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ ) = k


    P  n


    𝜒  d  ′ ′ (   P 1 ) ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P 2 ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) ≤ . . . ≤   𝜒  d  ′ ′ (   P ∞ )


    P  n


  n ≥ 4


   (   k − 1 3 ) < min { n − 2 , d + 1 } ≤  (   k 3 )


    𝜒  d  ′ ′ (   P  n ) = k


    C  n


  n ≥ 4


    𝜒 1  ′ ′ (   C  n ) = 4


    C  n


  1 < d ≤  1 2 n − 1


  n >  ⌊   n  d + 1 ⌋  (    k   3 )


    𝜒  d  ′ ′ (   C  n ) ≥ k + 1


    C  n


  n ≥ 16


    𝜒 7  ′ ′ (   C  n ) =  {    5 , n ∉ { 21 , 22 , 23 , 31 }   6 ,   yang   lain  


   2  n d   e d . ) .

