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Abstrak

Kelas-kelas baru struktur aljabar diperkenalkan oleh K.H.Kim, yang difuzzykan. Dalam fuzzyfikasi ini,

membahas tentang subgrup Q-fuzzy.Diberikan Q adalah sebarang himpunan,

dan G adalah grup,

Pemetaanu: G X Q — [0,1] disebut himpunan Q-fuzzy di G. Tulisan ini akan menjelaskan konsep pada subgrup
normal Q-fuzzy dan membahas beberapa sifat-sifatnya, karakterisasi pada subgrup Q-fuzzy dan subgrup normal

Q-fuzzy yang diberikan.

Kata kunci :Subgrup fuzzy, subgrup Q-fuzzy, grup normal Q-fuzzy, Q-fuzzy normalizer

Abstract

The new classes of algebraic structures introduced by K.H.Kim, are defuzzified. In this fuzzification, the notion
of Q-fuzzy subgroup.Let Q be any sets, and G be a group, A mapping u: G X Q — [0,1] is called a Q-fuzzy set in
G. This thesis will explain the concept of Q-fuzzy normal subgroup and discusses some of its properties,
Characterisation of Q-fuzzy subgroup and Q-fuzzy normal subgroup are given.

Keywords : Fuzzy subgroup, Q-fuzzy subgroup, Q-fuzzy normal group, Q-fuzzy normalizer.

1. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sejalan  dengan  perkembangan  ilmu
pengetahuan dan teknologi yang sangat pesat,
matematika menempatkan dirinya pada suatu
ilmu dasar yang mempunyai peranan penting
dalam  penguasaan teknologi. Sehingga
matematika perlu dipelajari dan dikuasai agar
dapat menerapkan ilmu tersebut di berbagai
bidang.

Penelitian mengenai teori himpunan fuzzy
berkembang dengan pesat baik dalam bidang
matematika maupun  aplikasinya.  Teori
himpunan fuzzy pertama kali diperkenalkan
oleh Prof. Lotti A Zadehseorang guru besardi
University of california, AmerikaSerikat. Lotfi
Asker Zadeh mendefinisikan suatu himpunan
fuzzy A dalam semesta pembicaraan X =

{x1,x3,...,x,} dengan fungsi keanggotaan
u:X - [0,1], yang mana u(x)
mempresentasikan ~ derajat  keanggotaan
xi=12,..,n. Dengan kata lain, suatu

himpunan fuzzy A dapat didefinisikan secara
umum sebagai pasangan berurutan A =
{(xll.uﬁi(xl))' (xZ' ﬂ/f(xz)); ey (xnl ”A(xn)) }
Aplikasi dari teori himpunan fuzzy sangat luas
seperti dalam operasi research, teori informasi,
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neural network, dibidang kedokteran, bidang
ekonomi, dll. Oleh karena itu teori himpunan
fuzzy merupakan suatu bidang potensial

untuk  penelitian antar cabang ilmu
pengetahuan.
Sedangkan pada struktur aljabar abstrak

mempunyai dua kegunaan yang mendasar.

Kegunaan yang pertama adalah untuk
menentukan  pola-pola atau kesimetrisan
dalam kehidupan sehari-hari dan dalam

matematika. Misalnya pada suatu mesin
automaton mempunyai dua kendali untuk
memaksimumkan daya guna mesin tersebut.
Sedangkan kegunaan yang kedua adalah
perluasan _ sistem-sistem bilangan untuk
digunakan dalam system lainnya.

ASolairaju dan R.Nagarajan mendefinisikan
sebuah struktur aljabar baru padasubgrup Q-
fuzzy. Artikel ini merupakan hasil kajian
dalam skripsi tentang struktur elemen-elemen
Q-fuzzy dan sifat-sifatnya yang meliputi grup,
subgrup, subgrup normal, Himpunan fuzzy,
relasi fuzzy, subgrup fuzzy, subgrup Q-fuzzy,
subgrup normal Q-fuzzy.

Dari konsep-konsep dasar tersebut, penulis
dapat mengaitkan konsep pada himpunan
fuzzy dan aljabar abstrak. Sehingga dapat
membentuk Subgrup normal pada Q-fuzzy
dan sifat-sifatnya.
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2. LANDASAN TEORI

2.1 GrupdanSubgrup

Definisi 2.1.1
Grup G  adalahsebuahsistemaljabar  yang
terdiriatassuatuhimpunantakkosong G

dansuatuoperasibiner (*) yang didefinisikan pada G serta
memenuhi aksioma-aksioma berikut ini :

1. Untuksetiapa, b € G berlaku a * b € G.

2. Operasi = bersifat assosiatif, yaitu a *

(b *c) = (a *b) * c, untuk setiap a, b,c € G

3. Terdapatelemen e disebut identitas e € G
sedemikian  sehingga axe=exa=a,
untuk setiap a € G.
Untuksetiapa € G, terdapat elemen a™' € G
sedemikian sehinggaa*a ' =a ' *a =e.

Definisi 2.1.2

Suatu subset H tidakkosongdarigrup G
disebutsubgrupdari G jika H
membentukgrupterhadapoperasi yang samapadagrup G.

Definisi 2.1.3

Misalkan G adalah suatu grup dan H adalah
himpunan bagian dari G yang tidak kosong, H subgrup
dari G jika dan hanya jikamemenubhi :

(1) Untuksetiapa, b € H, maka ab € H.

(2) Untuksetiapa € H, maka a~* € H.

Teorema 2.1.2

Diketahui G grupdan HcG. H subgrup G
jika dan hanya jika ab™! € H untuk setiap a,b € H.

2.2 HomomorfismedanEpimorfismeGrup

Definisi 2.2.1
Diberikangrup G dan H.
SuatuHomomorfismegrupdari G ke H

adalahsuatufungsi f: G — H sedemikian sehingga untuk
sembarang a dan b di dalam G, berlaku f(ab) =

fl@)f )
Definisi 2.2.2

Epimorfismeadalahsuatuhomomorfisme yang
bersifatsurjektif.
Definisi 2.2.3

SuatusubgrupNdariGdisebutsubgrup normal

darigrupGjikadanhanyajikauntuksetiap g € Gdan n € N,
gng lE€N.
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2.3 Relasi Fuzzy

Definisi 2.3.1

Relasi fuzzy R antara elemen-elemen pada
himpunan X dan elemen-elemen pada himpunan Y
didefinisikan sebagai himpunan bagian fuzzy dari hasil
kali cartesius X x Y yaitu

R = {((o, ), g (e, y)(x,y) € X XY
Dimana :ug: X XY — [0,1]
ugz(x,y)adalah derajat keanggotaan unsur (x,y) € X XY
dalam relasi fuzzy A.

2.4 Subgrup Fuzzy

Definisi 2.4.1

Misal X
adalahhimpunantakkosong.himpunanbagian fuzzy u pada
X dinyatakan sebagai fungsi u: X - [0,1].

Definisi 2.4.2

Diberikan G adalahgrup.Himpunanbagian fuzzy p di
grup G disebut subgrup fuzzy jika w:G - [0,1]
memenuhi untuk semua x,y € G,

() uy) = minfulx), u()}

X,y €EG

(ii) u(x~1)=pu(x) untuk setiap x € G

Definisi 2.4.3

Diberikan adalahgrup.Himpunanbagian
fuzzy di grup G disebut
normaljikauntuksemua x,y € G,ulxyx™1) =
p()ataup(xy) = p(yx)

untuk  setiap

G

Definisi 2.4.4
Diberikan u adalah subgrup fuzzy di grup G.
Untuk t € [0,1], level subset t di u adalah himpunan

' ={x €G,lnx) =t}

3. PEMBAHASAN
3.1. Subgrup Normal Q-Fuzzy

Definisi 3.1

Diberikan Q adalahsebaranghimpunan, dan G
adalahgrup Pemetaan u:G x Q = [0,1] disebut
himpunan Q-fuzzy di grup G.

Definisi 3.2
Himpunan Q-fuzzy u disebut subgrup Q-fuzzy di G,
jika untuk setiap x,y € G,q € Q,

(i) u(xy, @) = miniu(x, q), u(y, @)}
(ii) u(xt, q)=u(x, q)
Definisi 3.3

Diberikan G adalahgrup.Subgrup Q-fuzzy u
dari grup G disebut normal jika untuk semua x,y €
G, dan q€Q pu(xyx™",q) = u(y,Qatauu(xy,q) =
1, q).
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Definisi 3.4
Misalkanu adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G.
Untuk t € [0,1], disebut level subset u sehingga ut =

{x €G,q € Qlu(x,q) = t}.

Teorema3.l:
Diberikan G adalahgrupdany adalah himpunan

bagian Q-fuzzy dari grup G. Maka p adalah subgrup Q-
fuzzy dari grup G jika dan hanya jika level subset
Ut €[0,1], ¢ < u(0), adalah subgrup dari grup G.
Bukti :
Misalkan u adalah subgrup Q-fuzzy pada grup G dan
untuk t € [0,1],
pt={x€G,qeQlulx,q) =t}
Misalkanx,y € ut. Maka p(x, q) = tdan u(y,q) = t.
Sehinggau (xy ", q) = min{ u(x, ), u(y ", )}

> min{ u(x, q), 1y, 9}

> mini{t, t}
Jadi, u(xy™,q) =t
Sehinggadapatdinyatakanxy ! € uf.
Sehinggau® adalah subgrup pada grup G.
Sebaliknya, asumsikanbahwa u‘ adalahsubgruppadagrup
G.
Misalkanx,y € u*. Maka u(x, q) = tdan u(y,q) = t.
Begitujuga, u(xy,q) =t
> minift, t}

= min{ u(x, ), u(y, )}

x € ut, utsubgrup pada G, jadi x= € ut
ux g =t
= u(x, q)
u(xy,q) = min{ u(x, @), u(y, q)}
dan u(x~, q) = pu(x, ).

Jadiu adalah subgrup Q-fuzzy pada grup G.

Sehinggadiperoleh,

Definisi 3.5

Diberikan G adalahgrupdanu adalah subgrup Q-
fuzzy dari grup G. Misalkan
N ={a € Glu(axa™,q) = u(x,q), untuk setiap

€ G,q € Q}. Maka N (u) disebut normalizer Q-fuzzy di
u.

Teorema3.2 :

Diberikan G adalahgrupdanu adalah himpunan
bagian Q-fuzzy dari grup G. Maka u adalah subgrup
normal Q-fuzzy dari grup G jika level subset uf,t €
[0,1], adalah subgrup normal dari grup G.

Bukti :

Misalkanu adalah subgrup normal Q-fuzzy pada grup G
dan level subset u*, t € [0,1], adalah subgrup pada grup
G.

Diberikanx € G dan a € u*, maka u(a, q) = t.

Karenau adalah subgrup normal Q-fuzzy pada grup G,
maka p(xaxt,q) = u(a,q) > t.

Sehinggadiperoleh, u(xax™!,q) > t.

Jadi, xax™! € u*. Sehingga u' adalah subgrup normal
pada grup G.

Teorema3.3:
Diberikanu adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G.
Maka

i. N(u) adalah subgrup dari G.

ii. padalah normal Q-fuzzy dari G & N(u) = G.

iii. wadalah subgrup normal Q-fuzzy dari grup
N(w).

Bukti :
i. Diberikana, b € N(u) maka u(axa™',q) =
u(x,q), untuk setiap x € G.u(bxb™1,q) =
u(x, @), untuk setiap x € G.
Sehingga u(abx(ab)™t,q) =

u(abxb=ta™t

,q)

= u(bxb™',q)
= u(x, q)
Sehinggadiperoleh,
u(abx(ab)™,q) = pu(x,q)
Jadib~! € N(u) , Maka ab € N(u), Jadi
N (w) adalah subgrup pada grup G.

ii. JelasN(u) < G, u adalah subgrup normal
Q-fuzzy pada grup G.
Diberikan a € G, maka p(axa™,q) =
u(x, @), itu berartia € N(u)
MakaG < N ().
JadiN(u) = G.

Sebaliknya, DiberikanN (1) = G.
Jelas u(axa™t,q) = u(x,q), untuk setiap
x €EGdana €G.
Jadiu adalah subgrup normal Q-fuzzy pada

grup G.

iii. Dari (ii), u adalah subgrup normal Q-fuzzy
pada grup N ().
Untuksetiap N(w) = u(xyx™,q) =
1y, q).

Definisi 3.6

Diberikanu adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G,
gE€G , gug™! didefinisikan sebagai gug~'(x,q) =
u(g™'xg,q) ¥ x €G,q €Q.

Teorema3.4 :

Jikau adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G, maka
gug~! adalah juga subgrup Q-fuzzy dari grup G, untuk
semua g € G.

Bukti :
Misalkan u adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G dan
g € G, Maka:
(0). (gug™(xy, @) = u(g™ (xy)9,9)
= u(g~ (xgg™'yg. 9
= u((g7'x9)(97'v9), 0
> minfu(g~"xg, ), 1(g™"yg, 0}
> minifgug " (x,q), grg ™' 0, q)}
Untuksemuax,y € G dan g € Q.
(i)). gug™'(x, @) = u(g~'xg,9)
= u((g7'xg9) " q)
= u(g'x'g,q)
= gug~*(x7%,q), Untuk semua x,y € G dan q € Q.
Jadigug~! adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G.
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Teorema3.5 :
Jikau adalah subgrup normal Q-fuzzy dari grup

G, maka gug~! juga merupakan subgrup normal Q-fuzzy
dari grup G, untuk semua g € G.
Bukti :
Misalkanu adalah subgrup normal Q-fuzzy dari grup G.
Maka gug " adalah subgrup normal Q-fuzzy dari grup G.
Adapungug ™ (xyx !, q) = pu(g~" (xyx~Ng, q)

= ulxyx™1),q)

=u®.q)
= ulgyg ™), q)
=gug ' (v,9)

Teorema3.6 :

MisalkanA dan p adalah dua subgrup Q-fuzzy
dari grup G. Maka A n p merupakan subgrup Q-fuzzy
dari grup G.

Bukti :
Diberikan A dan p adalah dua subgrup Q-fuzzy dari grup
G.
(i) AnWeey™, q) = minf@(xy =, q), p(xy =, q))
> minifimin{A(x, ), A(y, @)}, min{p(x, ), n(y, @) }}
> mini{min{A(x, q), n(x, @)}, min{ A(y, @), (v, 9)}}
= minf(A n ) (x q), AN p) (v,9)}
Jadi ANy, q) = minfA N wW(x,q), (AN
W o, q)}
(i) Anw g9 ={Ax ), nx g}
= {2 @, n(x7h, @)}
={n W&l
JadiA n p adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G.

Teorema3.7 :
Irisansebarangduasubgrup normal Q-fuzzy darigrup G
jugamerupakansubgrup normal Q-fuzzy darigrup G.
Bukti :
DiberikanA dan p adalah dua subgrup normal Q-fuzzy
dari grup G.
BerdasarkanTeorema 3.6, A N u adalah subgrup Q-fuzzy
dari grup G.
Adapununtuksetiapx,y di G, kitaperoleh :
Anw(xyx™,q)
= min(A(xyx ™", q), u(xyx~1,q))
= minifA(y, @), uly, @) = An W, q)
JadiA n p adalah subgrup normal Q-fuzzy dari
grup G.

Definisi 3.7

Diberikan G dan H adalahgrup, dan Q
adalahsebaranghimpunan.Pemetaan GxQ—->HXQ
dikatakan grup Q-homomorfisma jika :

Q) f: G - H adalah grup homomorfisma
(i) f(xy,q@) = (f(Of(y), @), untuk  semua
x,y € Gdanq € Q.
Definisi 3.8

Diberikanfungsi f: G X Q - Hx Q. Misalkan u,; adalah
subgrup fuzzy dari G, dan u, adalah subgrup fuzzy dari
H, maka :

(i) f) (¥, @) =:Supgi)=y Mz, q)  untuk

semua y di G.
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g‘l () (x, @) =: pup (f (x, ))untuk semua x
i H.

(i)

Teorema3.8 :
Misalkan f: G X Q - H x Q dikatakan grup Q-
homomorfisma

€)] Jikap adalah subgroup normal Q-fuzzy dari
H, maka f~! () adalah subgroup normal Q-
fuzzy dari G.

(b) Jika f adalah epimorfisma dan p adalah
subgroup normal Q-fuzzy dari G, maka f(p)
adalah subgroup normal Q-fuzzy dari H.

Bukti :
(@ Misalkan f:GxQ->HXxQ adalah Q-

homomorfisma dan misalkan p adalah subgroup
normal Q-fuzzy dari H.

Jadiuntuksemuax, y € G,diperoleh :
frw&yxq) = u(fxyx ', q)
= u(fCOf(fx™), q)
= u(f(y), @)
=f'WwWo.9

Jadif ~1(p) adalah subgrup normal Q-fuzzy dariG.
(b) Misalkanu adalah subgrup normal Q-fuzzy dari

G. maka f(u) adalah subgrup normal Q-fuzzy

dari H.

Untuksetiapu,v di H, diperoleh :

f@vutq) = sup u(,q)
f(y)=uvu1!

sup  p(xyx',q)

f(x)=u;f(y)=v
(f: epimorfisma)

= sup u(y,q)
f(;

y)=v
= (W, q)
Jadif(p) adalah subgrup normal Q-fuzzy dari grup
G.
Definisi 3.9
MisalkanA dan p dua subset Q-fuzzy pada G. Hasil kali
dari A dan p didefinisikan sebagai

Au(a, q) = sup minii A(y, @), 1(z,q)),a € G.

yz=a

Teorema3.9 :

JikaA dan p adalah subgrup normal Q-fuzzy dari
grup G, maka Ap adalah subgrup normal Q-fuzzy dari
grup G.

Bukti :
DiberikanA dan p adalah dua subgrup normal Q-fuzzy
pada G.

(). Aulxy, @) = Supx1y1=x minifA(x1y1, q), K(X2y2, 9}

= sup minifminfA(x;, @), u(y1, Q)3 minfA(xz, q), n(y2, O3}

X1y1=X
X2y2=y

= minffsup minifA(xy, @), u(y1, @)}, sup miniA(x,, q), 1(y2, 9)}

> minfAu(x, q), Au(y, q)}
(ii).
)\U(X_l, q) = SUP(y;)-1oy-1 mini?{ziu(z_l, Q); 7\(}’_1' q)}
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= sup minfiu(z, q), A(y, q)}

X=yz

= sup min{A(y, @), n(z, q)}

X=yz
= Au(x, q)

UntukmenunjukkanAp adalah subgrup normal Q-fuzzy :
Mxyx~', q) = sup minfd (xyx ", q), u(xyx ", @)
= sup min‘fA (y, q), u(y, @)

=@y, @)
JadiAp adalah subgrup normal Q-fuzzy dari G.

4. PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Daripembahasan diatas diperoleh simpulan sebagai
berikut :

1. Diberikan Q adalah sebarang himpunan, dan G
adalah grup. Pemetaan u: G X Q — [0,1] disebut
himpunan Q-fuzzy di grup G.

2. Diberikan G adalahgrupdan g adalah himpunan
bagian Q-fuzzy dari grup G. Maka p adalah
subgrup normal Q-fuzzy dari grup G jika level
subset uf,t € [0,1], adalah subgrup normal dari
grup G.

3. Jikau adalah subgrup Q-fuzzy dari grup G, maka
gug~! adalah juga subgrup Q-fuzzy dari grup G,
untuk semua g € G.

4. MisalkanA dan p adalah dua subgrup Q-fuzzy dari
grup G. Maka A n u merupakan subgrup Q-fuzzy
dari grup G.

5. JikaA dan p adalah subgrup normal Q-fuzzy dari
grup G, maka Ap adalah subgrup normal Q-fuzzy
dari grup G.

4.1 Saran
Dalam skripsi ini hanya dicari karakteristik
subgrup normal pada Q-fuzzy. Oleh karena itu,
penulis memberikan saran kepada pembaca yang
tertarik pada permasalahan ini untuk mengembangkan
dengan mencari Kkarakteristik pada struktur aljabar
baru yang lain.
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